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Résumé

L’étude des groupes de tresses et des groupes de réflexions complexes a débuté au
XXe siécle et se poursuit de nos jours. A priori purement abstraites, ces notions ont
beaucoup d’applications que ce soit dans le domaine des mathématiques ou dans ceux
de la physique et de l'informatique. Nous présenterons ici ces deux notions sous divers
aspects et montrerons les liens étroits qui existent entre elles. Nous évoquerons également
les recherches actuelles sur ces groupes dont notamment 1’étude de leurs automorphismes.
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1 Introduction

Les groupes de tresses ont principalement été introduits par Emil Artin (1898-1962) dont
plusieurs problémes s’y rattachant ont été résolus autour de 1925. De nombreux continuateurs
d’Artin ont essayé de classifier les groupes de tresses. On peut notamment citer les travaux
de F. A. Garside (1967), de P. Deligne (1972) médaillé Fields en 1970 ou encore ceux de W.
Thurston (1988) médaillé Fields en 1982, P. Dehornoy (1995) et I. Dynnikov (1999).

L’étude des groupes de tresses est importante, notamment comme on pourra s’en rendre
compte, en cryptographie. Mais plus généralement cette branche de la théorie des groupes
posséde de nombreuses ramifications dans d’autres théories. C’est particuliérement le cas dans
celles de I’étude des groupes de réflexions complexes.

Les groupes de réflexions complexes ont été introduits (indépendamment des groupes de
tresses) principalement dans la premiére partie du XXe siécle par diverses sources et leur
classification fut achevée en 1954 par les travaux de G. C. Shephard et J. A. Todd. Ce n’est
que vers la fin du XXe siécle que des définitions des groupes de tresses & partir de "réflexions
de tresses" sont apparues par le développement de la topologie.

La classification de Shephard et Todd, bien que compléte, était éparpillée dans la littérature
et était trés lourde dans les années 1950. Il fallut alors attendre les travaux de A. M. Cohen
vers 1976 qui parvint & proposer une classification beaucoup plus synthétique et allégée de
celle de Shephard et Todd, en généralisant les outils utilisés dans la classification des groupes
de réflexions réels.

A partir des années 1980, I’étude des groupes de réflexions subit un nouvel essor par les diverses
applications qu’ils offrent. En effet, ces groupes jouent un grand réle dans le développement
des algebres de Hecke (que I'on ne développera pas dans ce rapport) ou encore par leur role clés
dans plusieurs théorémes. On peut notamment citer le théoréme de Shephard-Todd /Chevalley-
Serre et celui de Solomon. L’étude de propriétés autour des groupes de réflexions s’est alors
accrue et a cet égard, on peut citer les travaux de M. Broué (1988), de J. Michel et M. Geck
(1997) de G. Lusztig (& partir de 1980)...

Aujourd’hui, les études des groupes de tresses, de réflexions complexes et de Coxeter, ont
donné naissance a de nombreuses théories portant sur les représentations des groupes. Une des
plus étudiées actuellement est celle de Deligne-Lusztig.

Cependant, des recherches portant directement sur ’étude de ces groupes sont encore d’ac-
tualité. C’est d’ailleurs le cas de I’étude des automorphismes de ces groupes. On présentera
dans ce rapport une courte étude des automorphismes de groupes de réflexions complexes. Et
on pourra consulter les travaux de J. L. Dyer et E. K. Grossman (1981), de I. Marin et J.
Michel (2010) ou encore ceux de V. G. Bardakov, M. V. Neshchadim et M. Singh (2017) pour
les études portant sur les autres groupes.

On présentera tout d’abord les groupes de tresses dans la partie 2. Puis, nous introduirons
dans la partie 3, les groupes de réflexions réels tout d’abord et ensuite complexes. On dressera
la classification de Shephard-Todd de ces groupes en démontrant une partie du théoréme de
classification. Enfin, nous verrons dans une partie 4, les liens qui existent entre les groupes
de tresses et les groupes de réflexions, on introduira, & ce moment 14, les groupes de Coxeter.
Dans la partie 5, nous ferons I’étude annoncée portant sur les automorphismes des groupes de
réflexions complexes. En finalité, nous donnerons en partie 6, quelques utilisations des groupes
présentées dans les premiéres parties de ce rapport.



2 Groupes de tresses

Nous définirons de trois maniéres les groupes de tresses, "dits de type A,_1" dans la
classification de Dynkin. On privilégiera tout d’abord, une représentation géométrique qui
permettra de visualiser le concept. Puis, nous présenterons une définition topologique, per-
mettant une manipulation plus compléte de la notion. Enfin, nous donnerons une définition
purement algébrique du concept.

2.1 Une définition géométrique

Géomeétriquement, une tresse & n brins (ot n € IN*) peut étre représentée par n ficelles
(brins) attachées en 2n points distincts de R? dont n points sont situés sur un premier disque
pour une extrémité des ficelles et n autres points sur un deuxiéme disque pour 'autre extrémité
des ficelles comme sur la figure ci-dessous.
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FIGURE 1 — Exemple de tresse a 3 brins

Comme on peut le remarquer sur la figure, une tresse n’est pas qu’une permutation des
points d’attaches. C’est a la fois une permutation et I’histoire de cette permutation (i.e. com-
ment les brins s’entrelacent). Formalisons mathématiquement cette définition.

Définition 1. On appelle T" une tresse géométrique a n brins, tout (n + 1)-uplet T tel que
T = (0,71, ..-,7n) qui vérifie :

o€ G,
Vi € [1,n],7 € C([0,1], R?) avec %(0) = (4,0,1) et v(1) = (a(4),0,0)
Vze[0,1], i #j = 7i(2) # vi(2)

Dans la définition ci-dessus, les 7; sont des chemins dans R? correspondants aux brins
numérotés de 1 a n. Par rapport a la figure 1, les chemins (brins) partent du disque supérieur
(ce dernier étant sur le plan z = 1) et arrivent sur le disque inférieur (ce dernier étant sur le
plan z = 0).

On peut remarquer que si 'on étire les brins de la figure 1 sans les couper entre eux, cela
ne change pas fondamentalement la tresse. La tresse ainsi déformée et la tresse initiale seront
dites isotopes.

Définition 2. Soient T' = (0,71, ...,7m) et T' = (0/,7}, ...,7,,) deux tresses géométriques a n
brins.

e On dira que T et T” sont directement isotopes si et seulement si : 0 = ¢’ et pour tout ¢ € [0, 1]
T(t) = (0,61, ...,0p) est une tresse géométrique avec : Vi € [1,n], 6; = (1 —t)y; +tv;

e On dira que T et T” sont isotopes si et seulement si : il existe une suite finie Ty, ..., Ty,
de tresses géométriques telles que Ty = T et T, = T" et Vi € [1,m — 1], T; et T;41 sont
directement isotopes.

La relation "étre isotope a" est clairement une relation binaire, symétrique, réflexive et
transitive sur 'ensemble des tresses géométriques a n brins. C’est donc une relation d’équi-
valence, dont on notera 7, I'ensemble des classes d’équivalences. Si T' et T” sont isotopes
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FIGURE 2 — Exemple de tresses a 3 brins isotopes

(donc dans la méme classe), on notera T'=T".

Nous allons maintenant définir la composée de deux tresses & n brins. On notera multiplica-
tivement cette composition. Intuitivement, la composition de deux tresses sera la juxtaposition
de la deuxiéme tresse placée sous la premiére dans I’espace.

Définition 3. Soient T = (0,71, ...,7m) et T' = (0/,7], ..., 7)) deux tresses géométriques a n
brins. On définit la tresse géométrique produit 7' x T7 = (v, 41, ..., 6, ) par :

p=o0oc
{ Vi € [1,n],Vz € [0,1] 6;(3) = vi(2) et 6;(25L) = 'y(’f(i)(z)

Lemme 1. o Soit T' = (0,71,...,Yn) une tresse géométrique et ¢ une application continue
de [0,1] dans [0,1] telle que ¢(0) = 0 et ¢(1) = 1. On note T' la tresse définie par : T' =
(0,795 7)) 0u Vi€ [1,n], v =~iod. Alors on a T =T (T et T" sont isotopes).

e Le produit x de compositions de tresses géométriques est compatible avec la relation =
d’isotopie.

e Le produit x est associatif modulo la relation d’isotopie i.e. si T,T' et T" sont des tresses a
n brins, alors (T x T") xT" =T x (T' x T")

Démonstration. e Pour le premier point, on peut simplement remarquer que les tresses T et
T’ sont les mémes vues comme objets géométriques dans ’espace. Les brins de T” sont en effet
parcourus non plus suivant I'identité, mais suivant le paramétrage de la fonction ¢. Ce qui ne
change pas les figures dans R3. On peut donc conclure sur I'isotopie de T et T".

e Si S,T,5,T" sont des tresses géométriques a n brins telles que S = S et T = T” alors
SxT =8 xT'. En effet, notons S = Sy, ..., S;, = S’ la suite finie de tresses géométriques telle
que S; et S;11 sont directement isotopes (définition isotopie). De méme avec T = Tp,..., T, = T".
Supposons que m > k, et posons Vi € [k + 1,m] T; = T, = T'. On remarque que S; x T; est
directement isotope & S;11 x Tj4+1 pour tout i € [1,m — 1]. Donc comme Sy x Top = S x T et
Sm X Ty = 8" xT" on a donc S xT =S5 xT'. Démonstration analogue dans les cas k = m
et m < k.

e Pour le troisiéme point, il suffit d’appliquer le premier point avec la fonction ¢ définie par :
pour z € [0,1] ¢(2) = %, puis ¢(112) = 2= et ¢(142) = 2=, O

Théoréme 1. Muni de la loi x ’ensemble T, est un groupe.

Démonstration. Montrons donc que 7, admet un élément neutre, est stable pour la loi x et
que tout élément admet un inverse. Nous savons déja que la loi X est associative par le lemme 1.

On peut voir le produit 7' X e = T comme un étirement des brins par
- le bas (voir figure ci-contre).
= La stabilité pour la loi x découle de la définition du produit de deux

tresses géométriques a n brins.
L’inverse d’une tresse pour la loi x sera I'image de la tresse par un

FIGURE 4 — miroir. Formalisons mathématiquement cela.
Produit T xe=1T

Posons 'application ¢ telle que ¢(z) = 1 — z pour tout z € [0,1]. Prenons T := (0,71, ..., Yn)



1@ 24 34 ng -

1@ 2@ 34 ng

FIGURE 3 — Tresse triviale e - Elément neutre pour x

une tresse géométrique & n brins, et construisons 7! de la maniére suivante : T :=
(714, ..,7h) ot Ton a 7 = Y,-1 © ¢ (brin obtenu par I'image miroir). On va montrer
que T x T~' =e. On note T x 71— (1,01, ..., 0). On remarque tout d’abord que nécessai-
rement 1) = Id car 0~ o o = Id.

Soient ¢ € [0, 3] et P(t) = (Id,p1(t), ..., pn(t)) une tresse géométrique telle que p;(t) soit définie
par :

di(z) size[0,tJU[l—t,1]

0i(t) sizelt,1—1

pi(t)(2) = {

On en déduit que T' x T~ est isotope 4 la tresse triviale puisque 'application qui a ¢ € [0, %]
associe P(t) est continue et que P(0) =e et P(3) =T x T~1. Soit 0 € G,,. On définit :

(o) == { (Vs s 1) € (C([0,1], R*))™ | Vi € [1,n],7(0) = (i,0,1), 7(1) = (0(i),0,0)}

On peut remarquer que c’est un espace affine et méme un espace affine normé si on le munit de
la topologie de convergence uniforme. Comme T (Id) est un espace affine normé, on remarque
que les composantes connexes par lignes brisées (donc les classes d’isotopie) coincident avec
les composantes connexes par arcs.

Une preuve analogue montre que T'xe = exT =T et que I'on a donc une structure de groupe
par ce qui précéde. O

Définition 4. On appellera tresse géométrique pure a n brins, toute tresse T géométrique a
n brins qui vérifie : T' = (Id,y1, ...,7n) (c’est & dire o = Id).
On notera P,, I'’ensemble des tresses géométriques pures a n brins modulo la relation d’isotopie.
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FIGURE 5 — Exemple d’une tresse pure & gauche et d’une tresse impure & droite

Autrement dit, une tresse géométrique est pure si elle vérifie : si un brin a pour départ le
point (z,0, 1) alors il aura pour point d’arrivée le point (4,0, 0).
On peut vérifier que muni du produit x, ’ensemble P,, est un sous-groupe de 7,. On peut
aussi voir P, comme étant le noyau du morphisme surjectif : 7, — &,,.



2.2 Une définition topologique

On peut donner une définition topologique des groupes de tresses en utilisant le groupe
fondamental d’un espace topologique. Pour définir cet outil, nous devons rappeler la définition
d’une classe d’homotopie.

Définition 5. Soit X un espace topologique. On appelle lacet tout chemin continu fermé (i.e.
une application v : [0,1] — X continue telle que v(0) = v(1)).

e Un lacet sera dit de base p € X s’il vérifie en outre v(0) = (1) =p

e On dira que deux lacets vy et v; (de base p) sont homotopes s'il existe une homotopie de
I'un vers l'autre i.e. une application continue H : [0,1]?> — X telle que :

vt €[0,1], H(t,0) =
vte[0,1], H(t,1) = 7()
Ve €[0,1], H(0,x) = H(l,z) =p

La relation "étre homotope a" est clairement une relation binaire, symétrique, réflexive
et transitive sur ’ensemble des lacets de base p € X d’un espace topologique X. C’est donc
une relation d’équivalence. On note [y] la classe d’équivalence pour la relation d’homo-
topie (classe d’homotopie) d’un lacet v de base p. On notera m1 (X, p) 'ensemble des classes
d’homotopie pour la relation décrite ci-dessus. Si g et 71 sont homotopes, on notera ~yy ~ ;.

FIGURE 6 — Deux lacets vy et 71 de base p homotopes

Définition 6. On définit le produit - de deux lacets g et v de base p par :

Y0(2¢) sitelo,3]
Y0 - ’Yl(t) {’71(2t_1) site [%j]

On peut voir ce produit comme une concaténation (ou une juxtaposition) des lacets.
Le produit parcourt alors d’abord vy et ensuite ;. On remarque alors que le produit de deux
lacets de base p est encore un lacet de base p.

Théoréme 2. Soit (X, p) un espace topologique pointé en un point p € X. L’ensemble w1 (X, p)
muni de la loi - forme un groupe. On appelle alors (X, p) groupe fondamental' associé a

(X, p).

Démonstration. e Soient 7y et y; deux lacets de base p. On a alors [y] - [v1] = [0 - 11]- En
effet, si vo ~ 7 et 71 ~ 7} (le prime ne désignant pas la dérivation) d’homotopies respectives
Hy et Hy. On remarque alors que 7o - 71 ~ 7 - 7} en prenant 'homotopie concaténée Hy - Hy
définie par :

{ vz € [0,1]:Vt € [0,1], (Ho-Hy)(t,x) = Ho(2t,x) et Vt € [3,1], (Ho - H1)(t,2) = H1(2t — 1,2)
Vr €[0,1]: (Ho-H1)(0,2) = (Ho-H1)(1,2) =p
Le produit ne dépendant donc pas du représentant choisi dans la classe d’homotopie, on a

bien I’égalité de classe : [v0] - [v1] = [70 - 71]- Ainsi, le produit - est une loi interne bien définie
sur m1 (X, p).

1. Il est aussi appelé groupe de Poincaré ou premier groupe d’homotopie de X basé en p.



e La loi - est clairement associative (la concaténation étant définie par la gauche dans le pro-
duit).
e Le lacet constant égal & p (noté e) étant clairement 1’élément neutre pour la loi - de conca-
ténation :

Yre~e-y o~y
e Soit [y] € 71 (X, p), on construit v~ ! de la maniére suivante : y~1(¢) = (1 —t) pour t € [0, 1].
On peut vérifier que [v] - [y™!] ~ [y71] - [y] ~ e. Montrons que [7] - [y"] ~ e (Pautre relation
se traite de maniére analogue). On a déja : [y] - [y~ ~ [y -y 1. 1l s’agit de voir que v -y~ !
est homotope au lacet constant en p. Pour cela, on prend H I’homotopie définie par :

vt € [0,1], H(t,0) =~ v"L(t)
vt e [0,1], H(t,1) = e(t)
vz €[0,1), H(t,z) = (y2 - v ) (¢)

ol vy, est défini par :
y(t site|0,1—-=
S A
y1—2z) sitell—ual]

Autrement dit, v, vaut vy sur [0,1 — z] puis stationne en y(1 — x) dés que ¢t € [1 — z,1].
Ainsi on a bien [y] - [y~ ~ [y-77'] ~ [e], et on en déduit que (71 (X, p),-) est un groupe. [

Lemme 2. Soit X un espace topologique et g, x1 € X tels que x¢ et x1 sont dans une méme
composante connexe par arcs de X.
Alors on a lisomorphisme de groupes : m1(X, zg) ~ m (X, z1)

Démonstration. L’idée de la preuve se résume au schéma ci-contre.

Comme z( et z1 sont dans la méme composante connexe par arcs de ¥

X, il existe h : [0,1] — X un chemin continu de xy vers z1 (h(0) = zg

et h(1) = x1). On note h=1(¢t) = h(1 — t) le chemin inverse de h. Donc h X1

si v est un lacet de base x1 alors h-+-h~! (oil - est étendue des lacets Xo

aux chemins) est un lacet de base . On peut alors définir 'application FIGURE 7 —

Yt (X, 20) = T (X, 21) par : Changement  de
(W) = [h-7- b base du lacet v

On remarque tout d’abord que 7, est un morphisme de groupes :

WS- lg) =w(f-g)=1h-f-g-h T =[h-f - -h-g BT =3(f]) - (lg))

De plus, 73 est un isomorphisme puisque : 74 - v,-1([f]) = v ([h~ - f - h]) = [f]. De méme, on
a: vp-1 - Yr([f]) = [f]. Donc on a bien montré que 71 (X, zg) ~ 71 (X, z1). O

Ainsi, si X est connexe par arcs, on ne mentionnera pas forcement le point x et on notera
(par abus de langage) m1(X) le groupe fondamental en n’importe quel point de X.

Définition 7. On appelle n-iéme espace de configuration (de Fadell) sur C, 'ensemble :
My, i ={(z1,- ,2n) € C" | z; # zj pour i # j}

Remarque 1. Sil'on définit une famille d’hyperplans H; ; de C" de la maniére suivante :

H;j:={z = z;} aveci # jet quel'onpose D := |J H; ;. Alors on obtient : M,, = C"\D.
1<i<j<n

On va maintenant définir les groupes de tresses pures et de tresses en général a 'aide du
groupe fondamental et de ’espace de configuration.

Définition 8. On définit le groupe de tresses pures a n brins par : &, := m (M)



Autrement dit, si on se donne T € &, alors on peut voir T' comme une boucle dans M,
qui commence et fini au méme point de M,, par I’application suivante :

T: [0,1] — M,
t— (Vl(t)v e v’yn(t))

Définition 9. On définit le groupe de tresses & n brins par : 7, := w1 (N,) ou N, = M,/ Sn,

Si 'on a compris le cas des tresses pures, alors il suffit simplement de voir que quotienter
par &, permet pour les ; d’arriver sur leur point de départ modulo une permutation. Ici les
boucles commencent et finissent sur un point qui n’est plus un point de M,, mais une classe
d’équivalence.

On retrouve donc la notion de groupe de tresses explicitée dans la partie précédente.

2.3 Une définition algébrique

On suppose connue la notion de groupe libre.
On pourra consulter [8] pour plus de détails concernant les propriétés des groupes libres.
Rappelons la définition d’une présentation par générateurs et relations d’un groupe :

Définition 10. Soit G un groupe (de neutre noté 1), engendré par un ensemble X = (x;);c.
Soit R une partie du groupe libre L(X). On note N(R) le sous-groupe distingué de L(X)
engendré par R. On dit que (X | H) (ou H = {r=1|r € R}), est une présentation de
G, si G est isomorphe au groupe-quotient L(X)/N(R). On appelle ainsi X ’ensemble des
générateurs et R I'ensemble des relations entre générateurs dans la présentation de G.

Remarque 2. Lorsque R est fini, on dit que G est de présentation finie.

Définition 11. Pour n > 2, le groupe de tresses a n brins T, est le groupe engendré par n — 1
générateurs : o1, -+ 0p—1 soumis aux relations suivantes :

|’i —]| =1 = 0;0j0; = 00,0

.. 1n—1
VZ,]G[[,TL ]]{”i—j|>1:>0'i0'j20'j0'i

Autrement dit :
T, := (o1, - 0n_1 | 0i0j0; = 0joi0; pour |i — j| =1 et 0;0; = ojo; pour |i — j| > 1)

2.4 Lien entre les trois définitions

On reprend la définition géométrique des tresses & n brins et on va montrer qu’elle coin-
cide avec la définition algébrique ci-dessus. Nous allons montrer que la définition géométrique
vérifie la présentation algébrique.

Sans perte de généralité, nous projetterons donc désormais les tresses dans R? en conser-
vant les informations de superpositions des brins.

On note o; la tresse géométrique a n brins définie par la figure 8. C’est a dire, la tresse ayant
comme permutation o = (i ¢ + 1) et qui posséde pour brins 7; égaux aux segments reliant les
points (4,0,1) a (4,0,0) lorsque j & {i,7 4+ 1}. Et les brins 7; et ;41 comme sur la figure :

1 2
[ ] [ ] [ ]
1 2

FIGURE 8 — La tresse géométrique notée o;
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FIGURE 9 — Le premier type de relations de tresses : 0,00, = 00,0

On peut alors vérifier, avec la définition géométrique des tresses & n brins, que I'égalité
(premier type de relations dans la présentation algébrique) : o;0;0; = 0jo;0; est vraie pour
i—jl=1

De méme, avec la deuxiéme type de relations de tresses, on obtient les trois diagrammes ci-
dessous qui sont isotopes. On a fait figurer le diagramme qui se situe au centre pour montrer
une étape intermédiaire dans la déformations des brins, qui conduit & l’isotopie des deux

diagrammes du haut de la figure :
'Jj+1 In 1 -Ji+1 | yist In
j no i ¥ rJ j+1 n

FIGURE 10 — Le deuxiéme type de relations de tresses : 0,0, = 0j0;

[

On a donc vérifié que la définition géométrique vérifie les relations de la définition algé-
brique. Cependant, sont-ce les seules relations vérifiées par la définition géométrique ? i.e. Le
groupe de tresses géométriques & n brins admet-il la présentation algébrique donnée dans la
partie précédente 7 De méme, la définition topologique admet-elle une telle présentation ?

Ou encore : est-ce que les trois définitions de groupes de tresses coincident ? La réponse est
oui, mais cela est assez difficile & montrer et constitue le théoréme d’Artin que ne 'on
démontrera pas, par soucis d’espace. On pourra consulter [10] pour une preuve du résultat.

Théoréme 3. Théoréme d’Artin
On a les isomorphismes de groupes : T, ~ I, ~ T,

Dans la suite, nous adopterons la notation 7, pour parler du groupe de tresses a n brins
indépendamment de la définition choisie, puisqu’elles sont équivalentes.

3 Groupes de réflexions

Nous présenterons tout d’abord les groupes de réflexions réels afin de comprendre le prin-
cipe géométrique derriére la définition de groupe de réflexions. Puis nous aborderons les groupes
de réflexions complexes.



3.1 Groupes de réflexions réels

Dans tout cette sous partie, on considére V' un R-espace vectoriel de dimension finie :
n = Dim(V).

Définition 12. Une réflexion (réelle) de V' est un endomorphisme s € L(V) différent de
I'identité, d’ordre fini, qui fixe un hyperplan.

Remarque 3. Si 'on prend s une réflexion et H un hyperplan fixé par cette réflexion. Si
I’on prend S un supplémentaire de H dans V et que l'on écrit la matrice de s dans une base
adaptée a la décomposition V.=H@ S :

<In_1 0 ) avec o € R*
0 «

On a nécessairement o € R* car tr(s) = a+(n—1) € R et car la définition précédente impose
que l'ordre de s est fini. Cette méme condition impose qu’il existe n € IN tel que o™ = 1.
C’est a dire o € {—1,1}. Comme la définition retire le cas de 'identité, on a nécessairement :
a = —1. On en déduit que s est d’ordre 2.

Définition 13. Un groupe de réflexions réel est un sous-groupe fini de GL(V') engendré par
des réflexions.

Exemple 1. Le groupe &,, se plonge classiquement dans GL(V') par les matrices de permu-
tations. Ainsi, on peut voir &,, comme un groupe de réflexions réel ot une transposition (i j)
correspond a la symétrie orthogonale d’hyperplan (e;—e;)* avec (eq, - -+ , e,) la base canonique
de R™.

Exemple 2. Un groupe G C GL(V) peut étre engendré par un nombre fini de réflexions mais
étre infini. Par exemple, il suffit de prendre G := (s, s/} € GL(R?) oit H et H’' sont deux
droites de R? formant un angle multiple irrationnel de 7 et o sy désigne la réflexion de R?
d’hyperplan H.

3.2 Groupes de réflexions complexes
Dans tout cette sous partie, on considére V un K-espace vectoriel de dimension finie :

n := Dim(V'). On note V* le dual de V.

On peut remarquer que le groupe GL(V') agit sur V' x V* de la maniére suivante :
Soient 7 = (v,v*) € V x V* et g € GL(V), on définit 'action de groupe :

g-r:=(g(v),v*0g™")

Cette action nous sera utile pour des propriétés ultérieures.

3.2.1 Endomorphisme de rang 1 attaché a un élément de (V'\ {0}) x (V*\ {0})

Soit r € (V\{0}) x (V*\{0}), on construit un endomorphisme de rang 1 de V grace a
r=(v,v"):
T:ax— v (z)v

On note H, := ker(7) le noyau, L, := I'm(7) I'image et ¢r(r) la trace de I’endomorphisme 7.

Remarque 4. e On voit aisément que l'on a : H, = ker(v*), puis L, = Kv et tr(r) = v*(v).
e On voit également que : L, C H, < tr(r) =0

On se donne (eg, -+ ,e,—1) une base du noyau de 7 qui est de dimension n — 1 en vertu du
théoréme du rang puisque rg(7) = 1. On peut compléter cette base avec le vecteur v qui n’est
pas dans ker(7). En écrivant la matrice de s, dans la base (e1,- - ,e,—1,v) on obtient :

I,.1]0
0 |z

10



Lemme 3. o Soit g € GL(V) etr € V x V*.

L’endomorphisme de rang 1 obtenu & partir de g -r := (g(v),v* o g~ 1) est : grg™
o Deux éléments r1 = (v1,v]) et ra = (v2,v3) de (V\{0}) x (V*\{0}) définissent le méme
endomorphisme de rang 1 de V < 3\ € K\ {0} tel que vy = Avy et v = 10}

1

Démonstration. e Soit x € V', on a par définition : g-7(z) = v* (¢~ (x))g(v). Comme v*(g~ ' (z)) €
K, on a par linéarité de g : g-7(x) = g(v*(g~'(x))v). De plus, grg'(z) = g(v* (g~ (x))v).
D'ou: g -7 = grg—'.

o Siry = (v1,v]) et rg = (v2,v3) de (V\ {0}) x (V*\ {0}) définissent le méme endomorphisme
de rang 1 de V, alors on a pour tout x € V : vf(z)v; = vi(z)vy (E). Comme par définition
on a vy qui n'est pas la forme linéaire nulle, il existe g € V tel que v5(xp) # 0. On obtient

Vi (z0) vi(zo)
v3 (z0) v3 (z0)
va(zo)ve = 0 par (E). Et donc comme v3(xg) # 0, on aurait vo = 0, ce qui est exclut. Donc
A #0.

En réécrivant (E) on obtient : vf(xz)vy = Avj(x)v; pour tout x € V. Clest a dire : vi(z) =
Avj(z) et donc v3 = 3vi. La réciproque est évidente. O

ainsi vo = v1 D’oll v = Avg avec A = . Supposons que vf(zg) = 0 alors on aurait

3.2.2 Définition de s, et cas particuliers

Soit r = (v,v*) € (V\{0}) x (V*\ {0}), on note s, 'endomorphisme de V' défini par :
Spi=1-—7
Autrement dit, pour z € V on a :
Sp(z) =2 —v*(z)v
Remarque 5. Pour g € GL(V) on a : 84, = gs,g* (cela sera prouvé dans le lemme 6).

Lemme 4. On a les deux points suivants :

e Sitr(r) =1 alors H- @ L, =V, et l'endomorphisme s, est la projection sur H, parallélement
G Ly.

e Sitr(r) =0 alors L, C H,, puis 72 =0 et Uendomorphisme s, est une transvection.

Démonstration. @ Pour tout x € V on a = s,(x) + v*(z)v. De plus, v*(s,(z)) = v*(z) —
v*(x)v*(v) = 0 car v*(v) = tr(r) = 1, ainsi s,(x) € H,. On a clairement v*(z)v € Kv = L,..
Par ailleurs on a H, N L, = {0}, en effet il vient si on prend z € H, N L, : I\ € K tel que
r=MetT(z) =T(\) = *(v)v =0 = A=0car v*(v) =1et v#0. Clest adire: z = 0.
Donc on a bien montré que H, € L, = V. On vérifie aisément que s,(z) = 0 si x € L,, que
sp(z) =z si x € H, et que s2 = s,.

e Soit x € L, donc z s’écrit x = v avec A € K, on a 7(x) = Mv*(v)v = 0 d’ou x € ker(F) = H,.
Ainsi, L, € H, . On voit que 72(x) = v*(v*(x)v)v = 0. On a clairement s, une transvection ot
I’on prend la définition de transvection : tout endomorphisme u de V différent de I'identité tel
qu’il existe un hyperplan H de V ot u(x) =z siz € H et pour tout x € V, u(z) —z € H. O

3.2.3 Racines et réflexions

Définition 14. Une racine de V est un élément r de (V'\ {0}) x (V*\ {0}) tel que ¢r(r) # 0, 1.

Définition 15. Une réflexion de V est un endomorphisme de la forme s, ol r est une racine
de V.

On considérera dans toute la suite, sauf mention contraire, une racine r = (v,v*) et on
désignera par s, sa réflexion associée. On définit : z, := 1 — tr(r).

Remarque 6. ¢ On peut remarquer que l'on a : z, = det(s,) # 0,1 puis que l'on peut
réécrire :
H, =ker(s, — 1) et L, = Im(s, — 1) = ker(s, — z,1)
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FIGURE 11 — Exemple de réflexion complexe non dégénérée : tr(r) # 0,1

e On voit également que 'ordre de s, est aussi 'ordre de z, dans K*.
e On a également par le fait que det(s,) # 0 : s, € GL(V) et donc on peut considérer 1'action
de s} pour tout n € IN sur une racine (z,z*) € (V\ {0}) x (V*\ {0}) :

n
1—2z

1—2z,

sy (x, ") = (x -

v (z)v, ¥ — 77"36*(11)1)*>

Lemme 5. Ona:H. @@L, =V

Démonstration. Soit x € V, on peut écrire x = x — tr(r) " tv*(z)v + tr(r)"to*(z)v. Clairement
tr(r)"tv*(z)v € Kv = L, et & — tr(r)~tv*(x)v € H, car :

7z — tr(r) ot (z)v) = v* (x)v — tr(r) " (v)v* (z)v = v*(x)v — v*(2)v = 0

De plus, H, N L, = {0} car si x € H, N L, alors en particulier il existe A € K tel que z = \v
(car x € L) et comme z € H, on a v*(x)v =0 ie. Av*(v)v =0. Or tr(r) # 0 et v # 0 donc
A =0 et ainsi z = 0. O

Nous allons voir que 'inverse, le conjugué ou encore la transposée d’une réflexion est encore
une réflexion.

Lemme 6. Soit g € GL(V) et r = (v,v*) une racine, nous avons les points suivants :
o Le conjugué d’une réflexion est une réflexion et on a : gs,g~ ' = Sg.r
o L’inverse d’une réflexion est une réflexion et on a : s, 1 = s, avec r' = (v, —z ')

e La transposée d’une réflexion dans V est une réflevion dans V* et on a : ts, = si, avec

br = (v*,v)
e La transposée de linverse d’une réflexion dansV est une réflexion dans V* et on a : ts;

avec 7 = (—z7'w*, v)

Démonstration. e Soit z € V, on a sg.,(z) =z — (v* o g~ ) (z)g(v) = glg~ ! (z) —v* (g7 (x))v].
Comme gs,g~}(x) = glg~}(x) — v* (g~ (x))v] on a bien : gs, g~ = s4.r.

Ainsi, le conjugué d’une réflexion est bien une réflexion.

e Soitze€V,ona:

(8p08.)(x) = sp(x+ 2w (2)v) = s,.(2) + 2, 0 ()5, (v) = —v*(2)v + 2, 0¥ (@) (v —v* (v)V)
Or on sait que v*(v) = tr(v) et 1 — tr(r) = z, d’ou : (s, 0 $v)(z) = 2. On montre de maniére
analogue que (s,7 0 s;)(z) = x. On a ainsi s,» 0§, = s, 05, = 1 et l'inverse d’une réflexion est

une réflexion.
e Soit #* € V*, par définition de la transposée : 's,.(z*) = 2* o s,. On a pour x € V :

fsr(2") (@) = 2" (@ — 0™ (2)v) = 27 (2) — v (@)™ (v) = s,(2") ()
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ts, = st,. Donc la transposée d’une réflexion dans V' est une

Dot : ts.(2*) = st,.(2*) et ainsi :
réflexion dans V*.

e Le quatriéme point résulte de ’application du troisiéme et du deuxiéme point. O

Nous allons maintenant prouver un lemme qui permettra d’indicer des ensembles de ré-
flexions de différentes maniéres.

Lemme 7. Les applications (1) et (2) suivantes :

{(1) T Sy
(2) s+ (ker(s—1), Im(s—1), det(s))

définissent des bijections entre les ensembles suivants :

e (i) L’ensemble des orbites de l’action - restreinte & K* sur l’ensemble des racines de V.

e (ii) L’ensemble des réflexions de V.

e (iii) L’ensemble des triplets (H,L,z) ot H est un hyperplan de V, L un sous-espace de
dimension 1 de V tel que HE L =V et z un élément de K différent de 0 et 1.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que le premier et le second point sont en bijection par (1)
et que le second et le troisiéme point sont en bijection par (2).

- L’application (1) est bien définie entre les ensembles (i) et (ii), cela est justifié par les parties
précédentes de ce rapport. Soit donc r = (v1,v]) une racine représentante de son orbite sous
laction de KK*. De méme, soit une autre racine représentante r’ = (vq,v5). Supposons que
sy = s, et done, pour tout z € V : z — vj(x)v; = x — v5(x)ve. Clest a dire v](x)v1 = v3(x)ve
(E) pour tout € V. Comme par définition on a vj qui n’est pas la forme linéaire nulle, il
1 (20) v (z0)

v (zo) v3(z0)
Supposons que v;(xg) = 0 alors on aurait v3(xo)ve = 0 par (E). Et donc comme v3(xo) # 0,
on aurait vo = 0, ce qui est exclut. Donc A # 0. Ainsi s, et s,» sont dans la méme orbite de
I’action - restreinte a K*.

On a prouvé que (1) est donc injective. Elle est clairement surjective par définition d’une
réflexion de V.

- L’application (2) est bien définie entre les ensembles (ii) et (iii), cela est justifié par les parties
précédentes de ce rapport. Soient s, et s, deux réflexions de V. Supposons que :

existe zg € V tel que v3(zo) # 0. On obtient ainsi vy = v1 D’oll vg = A\vp avec \ =

ker(s, — 1) = ker(s,» — 1)
Im(s, — 1) =Im(s — 1) =Kv
det(s,) = det(s,)

On sait que ker(s, —1) @ Im(s, —1) = V par le lemme 5. Donc, comme s, (z) = s,/(x) = x sur
ker(s, — 1) = ker(s,» — 1) et qu'il existe A\, \" € K tels que s,(z) = Az et s,v(x) = Nz lorsque
x € Im(s, —1)=Im(s —1) = Kv : on a nécessairement A = X car det(s,) = det(s,»). D’ou
sy et s, coincident sur ker(s, — 1) @ Im(s, — 1) =V et Papplication (2) est donc injective.
Montrons donc la surjectivité de (2) : Soit (H,L,z) un triplet comme le point (iii). Soit
v € L un vecteur non nul de L (possible car sinon H ne serait pas un hyperplan car on aurait
HL=H=YV).

Comme H @ L =V, on peut prendre une base (e1,---e,—1) de H et la compléter avec v pour
former une base de V. Ainsi, on peut considérer e* I'application coordonnée sur L telle que :

e*: V—K
T =aie] + - ap-1n—1 + apv — an

C’est une application linéaire a valeurs dans K, donc un élément de V*. On a naturellement :
e*(v) =1

Posons v* € V* telle que pour x € V on ait v*(z) = (1 — 2)e*(x).
Ainsi on obtient par linéarité : v*(v) =1 — 2z, i.e. z =1 — v*(v) et on a bien v*(v) # 0,1 car
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z#0,1.

On pose T telle que 7(z) = v*(z)v et on a bien tr(r) # 0,1 par ce qui précéde et I'on peut
considérer s, la réflexion associée a la racine r = (v,v*).

Il reste a vérifier que lapplication (2) envoie bien s, sur le triplet (H, L, z).

On a ker(s, — 1) = ker(7) et « € ker(7) < v*(z) =0 < x € H. Donc, ker(s, —1) = H et de
méme, I'm(s,—1) = Kv = L,. Par ailleurs, det(s,) = z, avecici z, := 1—tr(r) = 1—v*(v) = z.
Donc (2) envoie bien s, sur (H, L, z) et on a ainsi prouvé la surjectivité. O

Remarque 7. Une réflexion est diagonalisable (voir paragraphe précédent la remarque 6).
Donc, sa restriction a un sous-espace stable 1’est également.

Lemme 8. e Soit V' un sous-espace de V' stable par la réflexion s,.

Alors il vient, soit : V' est fixé par s, (c’est a dire V' C H,) soit : V' contient L, et ainsi
V' =L @HNV").

e Supposons que V.= Vi @ Va ot Vi et Vy sont des sous-espaces stables par la réflexion s,
alors : soit H, contient V1 soit H, contient V5.

Démonstration. e Si V' ne contient pas L, alors V' C H,. car H, @ L, = V. Donc V' est fixé
par s, car pour tout x € H, s,(x) = x.

Si V' contient L,, on a bien V' = L, @(H, NV’), en effet : L, N (H, NV’') = {0} et pour tout
x € Vil vient : z = z — v*(x)v + v*(x)v. Comme v*(z)v € L, C V' on ax —v*(z)v € V'
par structure d’espace vectoriel. Donc comme de plus z — v*(z)v € H, on a bien x —v*(x)v €
(H, NV’) et le résultat.

e On applique le premier point & V' = Vj : soit H, contient V' = Vj et c’est terminé soit
ce n’est pas le cas et donc V; contient L, et on applique alors & nouveau le premier point
a V' = V, ainsi nécessairement H, contient V5 car sinon V5 contiendrait L,. Et on aurait
L, C V1N Vs ce qui est impossible par hypothése car V3 N Ve = {0}. O

3.2.4 Orthogonalité et parallélisme entre racines

Définition 16. Soit r = (v,v*) une racine de V et g € GL(V'). On dira que r est une racine
propre de g s'il existe A € K* tel que : g-7 = A-r = (\v, %v*)

Lemme 9. Soit 1 = (v1,v]) et ro = (v2,v3) deux racines de V. On a équivalence entre :

(1) 89, -T2 =12
(13) Spy - T1 =71
(i#d) Ly, C Hy, et Ly, C Hy,

St l'une des conditions équivalentes ci-dessus est vérifiée, on dira alors que r1 et 9 sont or-
thogonales.

Démonstration. e Montrons que (i) < (i) : on sait que sy, - 72 = (s, (v2),v5 0 s,.1).

- Supposons (i), on obtient donc sy, (v2) = vz et v o s ! = v5. La premicre égalité nous donne
que L,, C H,, carsiz € L,, alors il existe A € K tel que = Avg et on obtient par linéarité :
Spy () = ASp, (v2) = Avg = x i.e. © € H,, et on a montré que L,, C H,,.

Soit x € L,, alors il existe A € K tel que x = Av;. On obtient avec la deuxiéme égalité :

vy (x) = Avy(v1) = v3 0 37"_11()\1)1) = A\vj 0 3;11 (v1)

(par le fait que l'inverse d’une réflexion est une réflexion et en utilisant la linéarité des
en(llomorphisrnes).1 Par le lemme 6, on sait que 37711 = s avec v’ = (vl,—zr_llvf). Donc
5., (v1) = v1 + 2, v (v1)vr.

Comme vj(vy) = tr(r1) = 1 — 2, on obtient :

s;ll(vl) = zr_llvl
Ainsi :
vs(z) = 2;11)\@; (v1) = z,fllvék(x)
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D’ott comme z;ll # 1 car r; est une racine de V, on a nécessairement vj(x) =0 i.e. x € H,,
et on a montré que L,, C H,,. D’ou (i) = (ii7).

- Réciproquement, supposons que L, C H,, et L., C H,,.

On a s, (v2) = vy car on a vg € L, C H,,. De plus, on a vj o 3;11 = v;. En effet, soit x € V
on a bien v} o s;.'(z) = vj(x) car :

V3 055, (2) = v3 (@ + 2, i (2)vr) = w3 (@) + 27, 0T (2)v3 (v1)

Or vy € Ly, € Hy, donc vi(vy) = 0 et ainsi v o s,.'(z) = v(z). D’ott on a bien s,, - 72 = 77
et on a montré que (iii) = (i) et ainsi I’équivalence.

e En échangeant les notations 71 et 3 et par symétrie du probléme, on a aussi (i) < (7).
On a donc montré que les trois conditions sont équivalentes. ]

Lemme 10. Soit r1 = (v1,v]) et ro = (ve,v3) deux racines de V.. On a équivalence entre :

(1) $py -T2 = 29 T2
(13) Spy - T1 = 2pyT1
(t4i) Ly, = Ly, et H,, = Hy,

Si l'une des conditions équivalentes ci-dessus est vérifiée, on dira alors que r1 et ro sont pa-
ralléles.

Démonstration. Comme dans la preuve précédente, montrons que (i) < (i4i).

- Supposons (i), on obtient donc s,, (v2) = 2, v2 €t v3 o0 3;11 = z;llvg‘ . Soit x € L,,, donc il
existe A € K tel que = Ave. On a ainsi par la premiére égalité : s, () = 2z, Ava = 2, T 1.€.
x € ker(sy, — 2z, 1) = L, par la remarque 6. D’ou L,, C L,,.

Par égalité des dimensions de L,, et L,,, on en déduit que L,, = L,.

Soit x € H,,. On a par ailleurs :

1

vy o syt (@) = vi(a + 2, i (2)vr) = w3(2) + 27,101 (2) 3 (v1) = v3(x)

Et par la deuxiéme égalité on obtient ainsi :
—1
2, U3(x) = v3(x)

C’est a dire nécessairement v3(z) = 0 car 7 est une racine. Et ainsi x € H,,. D'ou: H,, C H,,
et par égalité des dimensions : H,, = H,,. On a donc bien montré que (i) = ().
- Supposons (ii7), on sait donc qu'il existe A € K tel que vy = Avy (par L,, = L;,). Ainsi, on
a:

Spy (V2) = Asp, (V1) = A(v1 — 0™ (v1)v1) = Ao (1 — tr(r1)) = 2zp, 02

Soit x € H,,, il vient immédiatement :
vy 05, (@) = v3(a + 2, i (2)vr) = w3 (@) + 27, 0f (2) (v1) = 0

car H,, = Hy, (cest & dire v{(z) = vj(z) = 0). Et ainsi, v o s;.t = 2103 sur H,,.

Soit x € L, = L,,, donc il existe A € K tels que x = Av;. On a d’une part :
—1 % _ —1 %
2, U3 (@) = Az g (v1)
Et d’autre part :
vy 0 s,Tll (z) =v3(x + zr_llvf(x)vl) =v5(z) + zr_llvi‘(x)v;(vl) = )\z;llv;(vl)
Don comme H,, @ L,, =V, on a montré que pour tout z € V z.'v3(z) = vj o 5,1 (z). Donc
on a bien montré que s,, - 19 = 2,72 c’est & dire (iii) = (i) et donc 1’équivalence.

e De méme, par symétrie du probléme en échangeant les roles de 71 et r9 ce qui précéde montre
que (i) < (147) et ainsi que les trois conditions sont équivalentes. O
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Lemme 11. Soit r1 = (v1,v]) et ro = (ve,v3) deux racines de V.. On a équivalence entre :

i) SrySry = SrySpy

i1) r1 est une racine propre de Sy,

ii1) ro est une racine propre de Sy,

i111) 71 et ro sont soit orthogonales soit paralléles.

(
(
(
(

Démonstration. e Montrons que (i) < (i) :
- Supposouns (i), on sait que 71 est une racine propre de s,, < il existe A € K* tel que :

(/\Ul’ )‘711)?) = (81”2 (U1)7 UT © S;zl)
On sait que :
Spy (V1) =01 — tr(r))vr = zp 01
Donc on obtient :
SrySry (Ul) = ZrySry (Ul)

Et comme :
SrqSry (Ul) = Sry (Ul) - UT(STQ (1)1))1)1

Par ’égalité fournie par (i) on obtient ainsi :
2y Spy (V1) = Sry (V1) — V] (87, (v1))01

Et donc : .
7 (8, (v1))

37'2(1)1) = 1 —
T1

Si on avait v} (sy,(v1)) = 0 alors sy, (v1) € Hy, et donc sy, Sy, (v1) = 8y, (v1) or on a vu ci-dessus
que Sy, Sp, (V1) = 2p, Sp, (V1) €t encore par I'égalité (i) on aurait ainsi : s, (v1) = 2zp, Sr, (V1) €t
donc nécessairement :

Sry(v1) =0
C’est a dire vy € ker(s,,). Or det(s;,) # 0 par la remarque 6, donc ker(s,,) = {0} et ainsi

v1 = 0, ce qui est absurde. D’ot si I'on pose :

NECACHE)

11—z,
On a bien : sy, (v1) = Av; avec A # 0. Par ailleurs, on a pour z € V' :
v} 0 5,1 (@) = vf(z + 2, 05 (x)v2) = v} (2) + 2, v5 (2)vf (v2)
En développant s,,(v1) du A on obtient bien : vf o s (x) = A™'v}. Ainsi, on a (i) = (ii)
- Supposons (ii), donc il existe A € K* tel que : (Avy, A'0f) = (sp, (v1), 0] 0 5.,1)
Soit « € L,,, donc il existe u € K tel que x = pw;. On a d’une part :
sr1 () = psr (01) = p(or — v1(v1)v1) = pzr 1
Et d’autre part (en se servant de I’hypotheése) :
S (T) = pisry (V1) = pAvy = Az
Ainsi :
SrySry (x) = HZr;Sry (vl) = pAZr U1 = Azp @
Sry Srp () = Asp, (T) = Az, 01 = A2, @

Dot : SpySpy () = Spy Spy ().
Soit # € H,,, on a donc s, (z) = x et ainsi : s;,S, (x) = sp,(x). D’autre part : s, () =
x — v3(x)ve donc :

Sr18r, () = 87, () — v3(2) 87, (V2) = & — v3 ()2 + vy ()07 (V2) 0
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De plus, a nouveau par I’hypothése on sait que :
vi 0 sy, (2) = Vi (2) + 27, 03 (2)v] (v2) = A7 o] (2)
Ainsi on obtient :
v3(2)vi (v2) = 2ry (71 = 1)i(2)
Et comme z € H,, on obtient : vi(z)vi(v2) = 0 et ainsi : s, 8,(x) = = — vi(x)ve +
v3(2)v] (v2)v1 = & — V3 (2)v2 = Spy (T) = Spy 8y, () €t on a ainsi montré que :
SrySrg = SrgSry

D’ou (i) = (i) et I'équivalence annoncée : (i) < (7).

e En échangeant les roles de 7 et ry ’équivalence précédente montre que (i) < (i4i).
e Montrons que (i4i) < (i)

- Supposons (7iii), donc il existe A € IK* avec A = z,, ou A =1 tel que :

(Avr, A7H7) = (1, (01), 07 0 57,)

Donc cela signifie que r; est une racine propre de s,, et donc (iiii) = (ii).
- Réciproquement supposons (i), donc il existe A € K* tel que :

(Aog, A7Hp) = (spy (1), 07 0 57,1)

En particulier on a sy, (v1) = Av; donc vy — v3(v1)va = Avg et ainsi (1 — X)vy = v3(vi)va et en
composant ’égalité par v; :
(1 = A)vz(v1) = vy (v1)tr(rs)

et donc :
(1 =X—tr(ra))vy(vy) =0

Ainsi, soit v3(v1) # 0 et on obtient A = z,, soit v5(v1) = 0 et comme on a par le premier point
nécessairement :

) = Uilsra(v1)) _ vi(on —v3(vi)va) _ tr(ry) — v5(vi)vi(va)

1— 2z, tr(ry) B tr(r1)

Il vient alors A = 1. Ce qui conclut la preuve en application des deux lemmes précédents. [J

3.2.5 Groupes et décomposition orthogonale

Soit R un ensemble fini de réflexions de V. On notera Gy le sous-groupe de GL(V') engendré
par les réflexions R.

Définition 17. Un groupe de réflexion complexes est un sous-groupe fini de GL(V') engendré
par un ensemble (fini) R de réflexions.

On notera VEE P’ensemble des points fixes de V' sous I'action de Gr. Autrement dit :
VOr .= {z €V | Vg € Gg, g(z) =z}

Lemme 12. On a l’égalité?

G
ver = (N H,
reR
2. On devrait plutdt écrire : VGR = N H, mais pour faciliter I’écriture, on notera abusivement le
{r | sr€R}

prédicat par : r € R. Cela est également 1égitimé par le lemme 7.
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Démonstration. e Soit x € VEE alors Vg € Gr, g(x) = x et en particulier pour s, € R C G :
s.(z) =z ie. x € Hy et donc z € () H,. On a ainsi montré que VEr C () H,.
reR reR

e Soit x € (| H, et soit g € Gg, comme R est une partie génératrice du groupe G on peut
reR
écrire :

g=s1 -5 avec ¢ = Elet s, €R

Comme pour tout i € [1,m] on sait que s, (z) = z et s,.'(z) = x, on en déduit que g(z) =z

et ainsi z € VOB, D'ott : () H, C VEE et cela prouve le lemme. O
reR

Définition 18. On dira que I’ensemble R est complet s’il est stable par la G r-conjugaison.

C’est & dire, si g € Gg et s, € R alors ¢gs,.g~' € R.

On supposera dans la suite, sauf mention contraire, que R est un ensemble complet. Ainsi
G R est un sous-groupe normal du sous-groupe de GL(V') qui stabilise R. Posons l'espace Vi

suivant :
Vii=)Y L,
reR
Rappels sur quelques notions de représentations de groupes :
e Une représentation linéaire du groupe G dans le K-espace vectoriel de dimension finie V'
est une action de G sur V telle que pour tout g € G, l'application ¢, : * + ¢ -z est un
automorphisme de V.
Il revient au méme de dire que le morphisme de groupe ¢ : G — &(V) (qui a g € G associe
pg) associé a I'action de groupe posséde son image dans GL(V').
On identifiera donc une représentation linéaire de G & un morphisme ¢ : G — GL(V).
e Un sous-espace vectoriel W de V est dit stable pour la représentation® si pour tout g € G,
W est stable par ¢(g).
e Si W est stable pour la représentation, on appelle représentation induite sur W, ’action de
G sur W héritée par restriction de I'action initiale de G sur V.
e La représentation est dite simple (ou irréductible) si V n’admet pas de sous-espaces stables
autres que {0} et V.
e La représentation est dite indécomposable si ’on ne peut pas écrire V' comme somme directe
de sous-espaces stables non triviaux (i.e. différents de {0} et V).
e La représentation est dite compléetement réductible si V' est somme directe de sous-espaces
stables tels que les représentations induites sont simples.

Comme R est complet, Vg est stable par I'action de Gg.
En effet, si s, € R alors on a L, = Im(s, — 1) et si g € G, on a par la remarque 5 :

gsrg L= Sqr € R

Théoréme 4. Théoréme de Maschke
Soit G un groupe fini d’ordre #G qui n’est pas un multiple de la caractéristique du corps K.
Alors, toute représentation KK-linéaire de G est complétement réductible.

Démonstration. Montrons d’abord que pour toute représentation de G dans un IK-espace vec-
toriel V', tout sous-espace stable W de V admet un supplémentaire stable.
Soit p un projecteur quelconque sur W. On construit le projecteur p de la maniére suivante :

_ 1 -1
=g > lg)opopl(y)
geG
- Vérifions qu’il s’agit effectivement d’un projecteur :
Pour tout g € G et x € V on a p(¢(g9) "1 (x)) € W et comme W est stable, on obtient :
(plg) opoply) ')(x) e W

3. Par la suite, on commettra abus de langage "stable" pour raccourcir I'appellation "stable pour la
représentation".
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Par structure d’espace vectoriel, on a donc : p(x) € W et ainsi Im(p) C W. Soit x € W,
on sait que p(g)~!(x) € W par stabilité de W. Ainsi p(¢(g9) "1 (x)) = ©(g)~! et on a donc
(0(g) opow(g)~Y)(z) = x et I'on déduit p(x) = x. Ceci montre & la fois que W C Im(p) et a
la fois que p est un projecteur d’image W.

- Montrons une propriété du projecteur p : pour tout go € G on a ¢(go) o p = po p(go) (P
commute avec l'action ¢). En effet, on peut écrire :

ol oo ¢(on) ! = 2z 3 wlamdele) 0o ole) ol

geG
et donc : )
w(go)opow(ge) ' == wlgg) opoplgog)”"
#G geG

Comme g — gog est une bijection de G, il s’en suit :

e(go)opow(g) =5

et 'on déduit la propriété : ¢(go) o p = po v(go).

- Prouvons maintenant le théoréme de Maschke. Comme p est un projecteur d’image W et
commute avec 'action de G, on en déduit que ker(p) est un supplémentaire stable de W dans
V.

- Le théoréme découle ensuite par récurrence forte sur la dimension de n :=V :

Initialisation : Pour n = 0, 1 la représentation de groupe est simple donc complétement réduc-
tible.

Hérédité : Supposons le résultat vrai au rang n > 2. Si la représentation est simple, elle est
alors complétement réductible. Si elle n’est pas simple, on peut prendre W un sous-espace
stable non trivial. Par ce qui précéde, on peut trouver un supplémentaire stable de W dans V'
en prenant le noyau de p. Comme les dimensions de W et du supplémentaire sont strictement
inférieures a celle de V', on applique ’hypothése de récurrence sur chaque sous-espace. Et cela
nous montre bien que la représentation est complétement réductible. O

Un corollaire immédiat du théoréme de Maschke est que si ’on suppose G fini et KK un corps
de caractéristique 0, alors toute représentation K-linéaire de G est complétement réductible.
On supposera dans toute la suite que ’on satisfait cette hypothése.

Par les rappels précédents, I'action induit donc dorénavant une représentation compléte-
ment réductible de Gg sur V

Lemme 13. On posséde ainsi Uégalité : V. = VR @ VCR et la représentation induite sur Vg
induit un isomorphisme entre Gg et son image dans GL(Vg).

Démonstration.  Montrons tout d’abord 'égalité V = Vg @ VEr .

On a vu que l'espace Vi est stable par 1'action de Gg, donc il existe un supplémentaire V'
stable par G également (reprendre la premiére partie de la preuve du théoréme de Maschke).
Pour r € R, 'espace Vi contient le sous-espace propre non trivial de dimension 1 de s, donc H,.

contient V' par le lemme 8. Il s’en suit que V! C () H, = V&=, Montrons que Vg N VEr = 0.
reR

Comme VR est stable par G, il existe un supplémentaire V" de V&& dans V stable par
Gpg. Pour r € R, on a nécessairement L, C V" (car sinon on aurait L, C H, par le lemme 8
et donc s, serait triviale et comme V = VE& @ V" on obtiendrait une contradiction). Dot
Vr C V" et en particulier on obtient que Vg N VER = 0.
e La représentation induite considérée est la représentation ¢ : Gr — GL(Vg). Comme ¢ est
un morphisme de groupes, on peut considérer son noyau ker(y) = {g € Gr | ¢4 = Idv,}.
Soit g € GR tel que g # Idg, donc il existe z € V tel que g(x) # . On a nécessairement
x € Vg car si pour tout = € Vg, g(z) = x alors comme par définition de V% on a pour tout
x € VO . g(z) = x on aurait ainsi g(z) = x pour tout z € V car V = VR @ VEr et alors
g = Idg, ce qui est exclu. Donc si g # Idg,,, on a nécessairement « € Vg tel que g(x) # = et
ainsi ¢4 # Idy,. D’otu :

ker(p) = {Ida, }
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Ainsi on a bien ¢ injective et évidemment surjective sur son image, d’ou le fait que la repré-
sentation induite sur Vx induit un isomorphisme entre G et son image dans GL(VRg). ]

On notera ~ la relation d’équivalence sur ’ensemble des racines obtenue comme
étant la fermeture transitive de la relation R :"r et 7’ ne sont pas orthogonales".

Lemme 14. Sir ~ 1’ et si g € Gg, alors g-r ~ g-r'. En particulier les classes d’équivalences
pour la relation ~ sont stables par GR.

Démonstration. Soit g € G on suppose que r ~ 1/ donc il existe r = rg, 71, , "1, "m =1’
tels que 7; R 7i4+1. Montrons que si r; R ;41 alors (g-7;) R (g-r;+1). Procédons par absurde :
Sig-r;etg-riy1 sont orthogonales alors par le lemme 9, il vient :

S(grs) (g-7iy1) = (9 Tiy1)

1

Comme on sait par la remarque 5 que : 5.,y = gsr,g~ *, on obtient :

g Sr; " Ti+1 = g Tit+1

1

En multipliant par g7* & gauche de chaque coté de 1’égalité, on obtient finalement :

Sry *Titl = Ti+1

Et a nouveau par le lemme 9, on en déduit que r; et ;41 sont orthogonales, donc on ne peut
avoir r; R r;11 et cela fournit une contradiction. Ainsi nécessairement : (g-r;) R (g - rit1) et
I'on en déduit :

g-r~g-r

O]

Remarque 8. Le nombre de classes d’équivalence pour ~ (on notera k ce nombre) est majoré
par la dimension de V.

En effet, prenons r; = (v1,v7), -+, "m = (Um, v};,) des racines qui sont 2 & 2 dans des classes
d’équivalences différentes. On va montrer que (vy,--- ,vy,) sont linéairement indépendants.
Supposons que :

AMvr+ -+ vy, =0

En appliquant v} & I'égalité précédente, comme les r; sont 2 a 2 orthogonales, il vient :
)\iU;-k (Uz) =0

C’est a dire A; = 0 pour tout ¢ € [[1,m] et donc le nombre de classes d’équivalences est majoré
par la dimension de V.

On notera donc Rac = Raci U --- U Rac la décomposition de I’ensemble des racines en
classes d’équivalences pour ~.

On notera également G; le sous-groupe de G engendré par les réflexions s, pour r € Rac;.
Enfin nous noterons V; le sous-espace de V' engendré par les espaces L, lorsque r € Rac;.

Lemme 15. On a les trois points suivants :
e Le groupe G; agit trivialement sur ) V;
J#
o Pour 1 <i+# j <k, les groupes G; et G; commutent.
e On a l’égalité : Gr = Gy --- Gy (produit de groupes).

4. C’est a dire la plus petite relation transitive sur I’ensemble des racines contenant la relation R
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Démonstration. e Soit s, € G telle que r = (v1,v]) € Rac; et soit 7; = (vj,v]) € Rac; avec
i ]
Comme on a :

sr(vj) = vj = v7 ()i

Comme r et r; sont orthogonales, il vient : v} (v;) = 0 d’ou :

sr(vj) = vj

Ainsi par linéarité des endomorphismes que représentent les réflexions, on peut conclure que
G agit trivialement sur ) V.

J#i
e Soit s; € G; (associée a la racine r; = (v;, v
telles que ¢ # j on a pour z € V :

*

*)) et s; € G; (associée a la racine r; = (v;, v¥
i J J J 3> Y5

sisj(z) = sj(z) — v; (s5(x))vs

Cest A dire :
sisj(z) =x — v;'-‘(x)vj —vf(x — v;(x)vj)vi

On a par linéarité et en utilisant I'orthogonalité de 7; et r; :

si8j(w) = v — vi(z)v; — v (z)v;

De méme en échangeant les indices ¢ et j par symétrie de ’expression ci-dessus :

sjsi(r) = v —vi(z)v; — v (z)v;

D’ou :
SiSj = sjsi
Et on a bien que les groupes G; et G; commutent.
e On a un sens évident : G; - - - G C G par structure de groupes.
Soit g € Gr, comme GR est engendré par un ensemble fini R de réflexions, on peut écrire :

g=58. s avec ¢, =Flet s, €R

De plus, pour tout ¢ € [1,m] il existe j € [1, k] tel que r; € Rac; car r; € Rac = Racy U -+ - U
Racy,. Donc en regroupant les 7; qui sont dans Rac; et en notant g; le produit des sji lorsque
r; € Rac; on obtient :

g=91" "9k
avec gj € G et d’ott le résultat : Gr C G; - - - G O

Lemme 16. On suppose toujours que la représentation induite par laction de G sur V est
completement réductible. On a les points suivants :
e Pour 1l <i <k, la représentation induite par l’action de G; sur V; est irréductible.

k
e Vr=QV
i=1
e On a l’égalité : Gr = G X - -+ X Gy, (produit direct de groupes).

Démonstration. e Le sous-espace V; est stable par G et I'action de G sur un sous-espace stable
est complétement réductible par hypothése. De plus I'image de G dans GL(V;) est la méme
que I'image de G; dans GL(V;), donc en déduit que que l'action de G; sur V; est complétement
réductible.
Supposons que R = R; (c’est a dire qu’il n’y ait qu’une seule classe d’équivalence). Donc on
a:

V=Vgr et G=G;j

Montrons que V; est irréductible pour 'action de G;. Comme V est complétement réductible
pour 'action de G on peut écrire :
vV=vEv
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avec V' et V" des sous-espaces stables par G, montrons que soit V' soit V" est égal a V.
Définissons :
R :={s,eR|L,CV'} et R :={s, e R| L, CV"}

Par le lemme 8, on remarque que si » € R’ alors V” C H, et lorsque r € R” on a V' C H,.
Ainsi cela montre que tout élément de R’ est orthogonal a tout élément de R”. Donc soit R’
soit R” est égal & R et on en déduit que V' =V ou V/ = V.

e Par le lemme précédent, on en déduit que :

Sveve
i

Par le premier point et par le lemme 13, on a :

VY -0
J#i
e Un élément g € G; qui appartient aussi & [[ V; agit trivialement sur Vj. A nouveau par
J#i
le premier point et par le lemme 13, la représentation de G; sur V; est fidéle et on a donc
g=1d. O

3.2.6 Classification de Shephard-Todd

On supposera dans cette sous-partie que IK = C.

On va construire tout d’abord une famille infinie de groupes, que 'on notera G(de, e, ).
Cette famille de groupes dépend donc de 3 paramétres : d,e et r trois entiers strictement
positifs.

e Soit D,(de) I'ensemble des matrices complexes de taille  x r diagonales, dont les coeffi-
cients de la diagonale sont a valeur dans pg. (le groupe des racines complexes de-iémes de
I'unité).

e [application suivante définit un morphisme de groupes surjectif :
(det)? : D,.(de) — pie

En effet, le déterminant étant un morphisme de groupes, on en déduit que (det)d est également
un morphisme de groupes.
Soit y := exp(%k”) une racine e-iéme de 'unité. On prend la matrice ci-dessous :

L] 0
0 ‘exp(%)

Cette matrice est bien dans D, (de) et est envoyé sur y par (det)?, ce qui montre la surjectivité
du morphisme.

On note A(de,e,r) le noyau du morphisme (det)?. En particulier, par le premier théoréme
d’isomorphisme on en déduit :

(de)”

e En identifiant le groupe symétrique &, avec le groupe des matrices de permutations de tailles
r X r, on définit :
G(de,e,r) = A(de,e,r) x &,

(Ce qui revient au méme que de faire agir &, sur A(de, e, r)).
On en déduit le cardinal de G(de, e, r) :

#G(de,e,r) =



On peut voir le groupe G(de, e, ) comme étant le groupe des matrices monomiales de taille 7 xr
de coefficients a valeurs dans pge (c’est a dire les matrices ayant exactement une valeur non nulle
sur chaque ligne et chaque colonne - c¢’est une généralisation des matrices de permutations, ou
la valeur des coefficients non nuls n’est pas forcément 1) et ici, dont le produit des coefficients
non nul est & valeur dans pg.

Exemple 3. On a les isomorphismes suivants :
G(1,1,r) ~ 6,
G(d,1,1) ~7/dZ

Théoréme 5. Classification de Shephard-Todd (1955)
Soit Ggr un groupe de réflexions complexes irréductible. Alors, au moins une des assertions
sutvantes est vraie :

o [l existe trois entiers d,e et r avec de > 2 et r > 1 tels que G ~ G(de,e,r)

o [l existe un entier r > 1 tel que Gp ~ &,

o G est isomorphe & l'un des 34 groupes exceptionnels obtenus dans des cas particuliers de
la classification (notés Gy,--- ,Gsz).

La preuve de ce théoréme est trés longue et est donc ici admise. Plusieurs outils de la
preuve résident néanmoins dans les parties précédentes : décomposition orthogonale, lemmes
15 et 16. On pourra trouver une preuve compléte du théoréme dans [11] et [12].

On peut toutefois montrer une partie du théoréme : les groupes G(de, e, r) sont des groupes
de réflexions complexes.

Lemme 17. Les groupes G(d,1,r) sont des groupes de réflexions complexes.

Démonstration. e On rappelle que G(d,1,7) est le groupe des matrices carrées de taille r a
coeflicients dans g avec un unique coefficient non nul par ligne et par colonne.

e On peut voir &, comme un groupe de réflexions réel (voir Exemple 1 - partie groupes de
réflexions réels) et donc on peut considérer les matrices de permutations comme des réflexions.
e Si z est une racine primitive d-iéme de 'unité alors G(d, 1, r) est engendré par la matrice :

z 0
M =
(5o

et par les matrices de permutations associées aux (¢ ¢ + 1). La matrice M est clairement une
réflexion complexe et par le deuxiéme point tous les générateurs sont des réflexions.
Donc les groupes G(d, 1,7) sont des groupes de réflexions complexes. ]

Théoréme 6. / Lemme pour la classification
Les groupes G(de,e,r) sont des groupes de réflexions complexes.

Démonstration. On a égalité :
G(de,e,r) = G(d,1,1)G(de, de,r)

Comme G(d,1,1) est un groupe de réflexions complexes par le lemme précédent, il suffit
de prouver que G(de,de,r) est un groupe de réflexions complexes. Il suffira en effet de voir
G(d,1,1) comme un sous-groupe de GL(V) ot V est 'espace vectoriel dont on prend le sous-
groupe G(de,de,r) de GL(V).

Remarquons que G(de, de,r) est engendré par les matrices de permutations associées aux (i

i+ 1) et par la matrice :
c| 0 o 0 =z
Q.-(O IT_2>ouC’.—<Z_1 0)
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avec z une racine primitive de-iéme de 'unité. La matrice @) est bien une réflexion complexe car
si on note (e, - - ,e,) la base canonique de C", ’endomorphisme associé fixe tous les éléments
de ’hyperplan engendré par ze; + eg et par les e3, - - - , €.

Donc G(de, de,r) est engendré par des réflexions complexes, ce qui en fait donc un groupe de
réflexions complexes. ]

4 Liens entre groupes de tresses et groupes de réflexions

Nous allons voir tout d’abord que I’on peut représenter les groupes de tresses et les groupes
de réflexions complexes d'une méme maniére & I’aide des diagrammes de Coxeter et Artin. Puis
nous verrons comment on peut voir un groupe de tresse comme étant un groupe engendré par
des éléments appelés réflexions de tresses.

4.1 Diagrammes de Coxeter - Artin

On construit les diagrammes de Coxeter - Artin (on dit aussi "diagrammes a la Coxeter")
de la maniére suivante :

e Les nceuds correspondent aux générateurs du groupe, ils sont schématisés par des boules
contenant ou non un nombre & l'intérieur. La présence d’'un nombre & l'intérieur de la boule
signifie I'ordre du générateur dans la présentation. L’absence de nombres dans les boules d’un
diagramme a lieu en présence de groupe de tresses.

e Deux nceuds distincts qui sont associés & des générateurs qui commutent n’ont pas de lien
direct dans le diagramme.

e Le diagramme :

FIGURE 12 — Exemple de diagramme

correspond & la présentation suivante :

(s,t|st=tl=1et stst--. = tsts---)
e facteurs e facteurs

e Lorsque e = 2 on ne fera donc pas figurer de "lien" entre les générateurs, et lorsque e = 3
on omettra de mentionner "3" sur la barre du lien. Lorsque e = 4 on utilisera 2 barres de la
maniére suivante :

s t

FI1GURE 13 — Exemple de diagramme avec double lien

qui correspond & la présentation :
(s,t]| s =t* =1 et stst = tsts)

Exemple 4. Diagramme des groupes G(d, 1,7)
qui a pour générateurs : M, sy, ,s,—1 (ot M est la matrice du lemme 17 et les s; les matrices
de permutations associées aux (i i + 1)) et pour relations :

o M? = s? =let Ms;Msy = s1Msi M et pouri € [1,r—2] : 8;8418i = Sit18iSi+1, M Sit1 = sita1M
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M 51 ) Sr1

FIGURE 14 — Diagramme de G(d, 1,7)

e Et en rajoutant la relation : s;s; = s;s; si |[i — j| > 1.

Pour montrer cela, on montre tout d’abord qu’un groupe G(d, 1, 1) vérifie les relations ci-dessus.
Pour montrer que les relations sont "nécessaires" pour décrire la présentation de G(d,1,r) il
s’agit de remarquer que l'on ne peut pas déduire une relation d’une autre (ce qui est assez
clair dans notre cas) en raisonnant par I’absurde.

De méme, pour obtenir une présentation de G(de, e,r) il suffit de considérer les générateurs :
{Me7 M_151M7 S15,0 7, 51‘—1}

soumis aux relations ci-dessus auxquelles on a retiré : MsiMs; = s1Ms1 M et auxquelles on
a rajouté :
MeMlsl = M/SlMe
M’SlSQM/8182 = SQM’SlSQM’Sl
slMeM’slMlsl v = MEM/slM/sl s
e+1 e+1
(Me)d =1let (M) = $2=1

%

o M' = M~1s; M.

e Les diagrammes de Coxeter-Artin utilisent également la forme suivante :

FIGURE 15 — Exemple de diagramme circulant

correspondant & la présentation :

(s,t,u] s* =1t"=u =1et stustu--.= tustus---. = ustust---)
—_—
e facteurs e facteurs e facteurs

On pourra consulter [13| pour d’autres exemples de diagrammes ou pour des formes un
peu plus exotiques. Cependant on peut déja remarquer que cette présentation sous forme de
diagrammes est particuliérement adaptée aux groupes ayant une présentation dite de Coxeter :

Définition 19. e Un groupe est dit de Coxeter s’il admet une présentation de la forme :

(s1,-+sn | (si85)™)
avec :
mi; =myg; € (IN\{0,1}) U{oc} sii#j
m;; = 1 sinon
(si57)> signifie qu’il n’y a pas de relation entre s; et s;
e Soit S :={s1, -+, Sp} un ensemble de générateurs, on définit la matrice de Coxeter associée
a S par :

Mg = (mij)s,,s;es
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Théoréme 7. Tout groupe fini de Coxeter est un groupe de réflexions (réel).

Démonstration. On ne fait figurer ici qu'une démonstration-résumée. Une preuve compléte se
trouve dans [14] et [15].
Soit G' un groupe de Coxeter, on munit V = R#S d’une forme bilinéaire symétrique définie
par :
B: R#*S xR#* — R
(ei,€5) — —COS(%)

On construit ensuite 'application :
v: S — GL,(R)
de la maniére suivante : pour tout ¢, € [1,n]
p(si)(ej) = ej — 2B(es, ¢j)e;

On montre que les p(s;)¢(s;) sont d’ordre m; ; et par propriété universelle qu’on a bien un
morphisme étendu a G :

¢ :G— GL,(R)

On obtient ainsi une représentation linéaire du groupe G, on montre enfin qu’elle est fidele
(donc injective) et ainsi on obtient que ¢ réalise un isomorphisme de G sur p(G) qui est un

groupe de réflexions réel.
O

Remarque 9. La réciproque du théoréme précédent est vraie, mais la preuve est assez longue.
Elle utilise entre autres un théoréme de Matsumoto et I'ordre de Bruhat-Chevalley. On en
trouvera une preuve dans [2].

Ainsi on connait une classification des groupes de Coxeter a l'aide la classification de

Shephard-Todd.
. O—O—O - O st

Le) e>2 OO Gle,e,2)

FIGURE 16 — Quelques diagrammes de groupes de la classification de Shephard-Todd

On a fait figurer les correspondances dans la classification de Dynkin (a gauche des dia-
grammes). Les groupes de type A,_1, Fg, Fy sont des groupes de réflexions sur le corps Q (on
les appellent groupes de Weyl). Le groupe de type Hs est un groupe de réflexion sur le corps

2im

Q(V/5) et celui de type Iz(e) un groupe de réflexion sur le corps Q(Ce + (1) o (. = exp(=).
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On peut remarquer aussi, par la définition 12 que les groupes de tresses vérifient & peu
de choses prés une présentation de Coxeter. En effet, il faut rajouter & une présentation de
Coxeter les relations de type "tresse" (correspondant au premier type - voir figure 9) pour
obtenir une présentation d’un groupe de tresses.

C’est pour cette raison que 'on peut aussi représenter les groupes de tresses par des dia-
grammes de Coxeter-Artin en omettant notamment les nombres dans les boules définissants
les générateurs.

4.2 Reéflexions de tresses
Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. Soit V' un K-espace vectoriel de dimen-

sion n et G C GL(V') un sous-groupe fini engendré par un ensemble de réflexions R.

On se donne un systéme d’hyperplans invariants par 'action de G :
A= (Hy)s,er

On définit ’ensemble suivant :
vee=v - | JH
HeA
On note p la surjection canonique p : V¢ — V'8 /G

Définition 20. Soit xg € V™8
e On appelle groupe de tresses pures en g associé & G le groupe :

P .= Wl(vreg,xo)
e On appelle groupe de tresses en zq associé & G le groupe :
T :=m (V™ /G, p(x))

Théoréme 8. Théoréme de Steinberg

Soit G un groupe fini de réflexions de V' Soit X un sous-ensemble de V. Alors le fizateur
G(X) de X est un groupe de réflexions engendré par des réflexions dans G dont l’hyperplan
de réflexion contient X .

Démonstration. Théoréme admis, une preuve se trouve dans [1] (partie 4). O

Soit H € A, on note ey le cardinal du groupe G(H) (fixateur de H). On pose :

2w
ZH ‘= exp a

On note sy et on appelle réflexion distinguée la réflexion dans G d’hyperplan de réflexion H
et de déterminant zg. On pose :

LH = Im(sH — Idv)
Pour x € V, on écrit : & = pry(z) + pr(z) avec :
pra(z) € H et pri(z) € Ly

Soit t € R, on définit :
2itm
2 = exp <€H> et sty(x) == pri(z) + 2pry(z)

On remarque que s%; est un élément de GL(V) et que si ¢ # 0 on obtient une réflexion complexe,
le cas t = 0 correspondant au cas réel. On remarque également que si I'on compose ey fois
I'endomorphisme s%; par lui-méme, on obtient :

terr

sy (z) == pra(x) + exp(Ziﬂ't)pTﬁ(:c)
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Pour z € V, on note oy, le chemin dans V' qui part de x et arrive en sy (z) défini par :
oy [0,1] —V
t— sy ()
Et on définit par 7, la boucle dans V' de point initial x :
THe: [0,1] —V
¢
t— s (x)

Soit v un chemin dans V'8 de point initial xy et de point final x .
On définit le chemin sy (y~!) par :

sp(y™H: [0,1] — Ve
t— sp(y (1))

Ce chemin commence au point sg(xy) et arrive au point sy (xg). On définit le chemin op
par :
,_ -1
OHy = 8H(Y ") OHay 7

ol ici - désigne la concaténation des chemins.

Remarque 10. Pourvu que xpy soit choisi "proche de H" et loin de I'autre hyperplan (sous
entendu 'hyperplan de A le plus proche de H dans V) alors le chemin o, est dans V'8 et
sa classe d’homotopie ne dépend pas du choix de x .

Remarque 11. La remarque 10 n’est plus vraie si 'on considére uniquement le cas IK = R.

On définit la boucle 7y, par :

-1
THy =7 ~ "THazy Y

-'l.ll

L

FIGURE 17 — Boucle 7y

Définition 21. On appelle réflexions de tresse les éléments sy, € T définis par les chemins

OH~-

Si image de sy~ dans G est sy on dit que sy~ est une sy-réflexion de tresse.
Y Y

On notera encore 7wy, I'élément de P défini par la boucle 7y .

Lemme 18. e Siv' est un chemin dans V"™ avec pour point initial xo et pour point final vg.
Si l’on note T la boucle dans V" définie par : 7 :=~'~1 -~ alors on a :

O-H7’Y/ = 7_ : O-H”YT_l

e Dans le groupe T on l’égalité :
ngv = THyy

Démonstration. e Par définition on a :

Oy = Sa(Y ") Oy Y

Et par ailleurs :

yesn(V) Oy T

T'O‘Hﬂ,'T—l :’y'
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De plus on a :
Car on a d’une part :
et :

De plus, par homotopie :

D’ou :
-1 _ /—1 /I
T Oy T  =8g(Y ") OHazy Y =OHy

e Pour le deuxiéme point, il suffit de remarquer que 'on a pour tout t € [0,1] et z € V :

€H __
UH,{L‘ - TrHvx

Par le lemme précédent, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 9. o Le groupe de tresses T' est engendré par les réflexions de tresses sp . (pour
tout hyperplan H et chemin ).
e Le groupe de tresses pures P est engendré par les éléments 52{17 =THy-

Démonstration. La preuve découle du fait que la variété V' (resp. V/G) est simplement connexe
(tout lacet peut étre réduit homotopiquement & un point). Les hyperplans (resp. les images
des hyperplans de réflexions dans V/G) sont irréductibles, fermés et de codimension 1. Et les
réflexions de tresses définies précédemment sont des générateurs de monodromie. O

5 Automorphismes d’un groupe de réflexions complexes

Dans cette section, nous montrons quelques résultats sur le groupe des automorphismes
d’un groupe de réflexions complexes. Ces résultats ont été obtenus trés récemment (2010) et
I’étude de propriétés sur les automorphismes de ces groupes est encore I’objet de nombreuses
recherches.

Définition 22. Soit G un groupe fini. On note Z(G) le centre de G. Un automorphisme f de
G est dit central si et seulement si il induit I'identité sur G/Z(G) ou de maniére équivalente
s’il vérifie :

VgeG, g ' flg) € Z(G)

Lemme 19. Le groupe D := A(de,e,r) est des matrices diagonales dans G := G(de,e,r) est
un sous-groupe caractéristique de G si et seulement si G n’est pas un des groupes suivants :

G(2,2,2), G(2,1,2), G(4,2,2), G(3,3,3), G(2,2,4)

On rappelle qu’un sous-groupe H de G est dit caractéristique s’il est stable par tout automor-
phisme de G.

Démonstration. On montre tout d’abord que pour r > 5, le groupe D est 'unique sous-groupe
maximal distingué abélien de G.

Soit E un autre sous-groupe distingué abélien de G. On a par définition G = D x &,., on en
déduit que I'image E/(E N D) de E dans &, est un sous-groupe distingué abélien de &,. Or
on sait par ’étude des sous-groupes distingués de &, qu’un tel sous-groupe est nécessairement
trivial si » > 5. On en déduit que :

E/(END) =1
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et donc :
ECD

Ce qui permet de dire que le groupe D est 'unique sous-groupe maximal distingué abélien de
G.

On suppose maintenant que r < 4.

Sid=e=1alors G =6, et D=1 est donc caractéristique. On supposera donc désormais
de > 1. On va montrer que D est 'unique sous-groupe distingué abélien d’ordre maximal,
excepté pour quelques cas particuliers.

On peut exclure tout d’abord G = G(2,2,2) car Out(G) = GLy(IF2) et donc ne préserve pas
D ~7/27.

Remarquons pour la suite que 'ordre du centre Z(G) est le pged des degrés des réflexions de
G égal a d - pged(e, r). Par ailleurs, on rappelle le résultat vu dans la partie 3 : #D = d"e" L.
Pour r =1ona G = D et donc il n’y a rien & prouver. Soit £ un sous-groupe distingué abélien
de G dont 'image dans &, est non triviale. Pour r = 2, 3, 4 le seul sous-groupe distingué abélien
non trivial K de &, est transitif et a pour ordre r. Il s’en suit que I'image de E dans &, est
K et a fortiori transitif. Soit z € E N D une matrice disagonale dans E avec pour diagonale :

Diaglas, - o)

Pour g € E qui a pour image w € K C &,, on a = grg~' qui est une matrice diagonale
avec pour diagonale :
Diag(cvy1y, -+ Qu(r))

Comme K est transitif, on obtient :
] == Qp

Donc z € Z(G) et END C Z(G). 1l s’ensuit que E est une extension de K par un sous-groupe
de Z(G). En particulier il vient :

#HE < H#Z(G)#K =r-d-pgcd(e,r)
Comme #D = d"e"!, on en déduit que :
H#E < #D

sauf pour les cas : G = G(4,4,2),G(2,1,2),G(4,2,2),G(3,3,3),G(2,2,4). A part pour ces
exceptions, D est préservé par tout automorphisme de G par unicité du sous-groupe distingué
abélien D qui est maximal.

On peut vérifier les cas correspondants aux exceptions "a la main" en construisant & chaque
fois un contre-exemple. Et on remarquera que G(2, 1, 2) posséde des automorphismes extérieurs
qui ne préservent pas D mais que tout automorphisme de G(4,4,2) préserve D. On peut aussi
vérifier ces cas particuliers a ’aide d’un logiciel comme GAP. O

Théoréme 10. Tout automorphisme du groupe G(de,e,r) est composé d’un automorphisme
qui préserve les réflexions et d’un automorphisme central, excepté pour les cas G(1,1,6) = &g
et G(2,2,2) = 62 X 62.

Démonstration. Prouvons le théoréme pour G = G(de, e, r) avec G différent de :
G(2,1,2), G(4,2,2), G(3,3,3), G(2,2,4)

On ne traitera pas cas particuliers qui peuvent étre prouvés a la main (ce qui est long et on
pourra en voir une preuve dans [16]).

On supposera donc G différent de ces exceptions (et celles du lemme précédent) et de plus on
supposera 1 # 6.

Soit M la matrice définie dans la preuve du lemme 17 et soit s; (pour ¢ € [1,7 — 1]) les

30



matrices de permutations associées aux (i i+ 1). On a vu que ces matrices sont des réflexions
complexes. On peut remarquer que G(de, e, r) est engendré par :

{M67M7181M7 S1,° 787‘—1}

(si d = 1 on retire M€ et si e = 1 on retire M sy M) on peut reprendre le lemme 17 pour
s’en apercevoir.

Soit ¢ un automorphisme de G. Comme G n’est pas une des exceptions du lemme précédent,
on peut 'appliquer et voir que ¢ préserve D et induit ainsi un automorphisme ¢ de &,..
Comme 7 # 6, on sait par I'’étude des automorphismes de &, que ¢ est nécessairement intérieur.
On notera g — Ad(g) 'application qui & g € G associe 'automorphisme intérieur :

Ad(g) : x> grg™?
On remarque donc que ¢ est de la forme Ad(c) avec 0 € &, et reléve o en une matrice de
permutation dans . Ainsi, modulo la composition par un automorphisme intérieur on peut
supposer que ¢ induit l'identité sur &, et donc préserve la forme des matrices monomiales
dans G.
On notera M, la matrice de permutation associée & o € &,..
Ainsi, ¢(s1) est de la forme :

Diag(zy,- - 737r)M(1 2)

Comme ¢(s1) est une involution, on obtient que z1 = x;l et que x3, -+ ,x, sont des %1.
Le fait que ¢(s1) commute avec ¢(s3),- -, d(sy—1) implique que :
T3 =x4="" =2y

Ainsi, ¢(s1) est de la forme :
Diag(al_lv ap,€ - 76)M(1 2)
avec € = +1 et a1 € pge. De méme, ¢(s;) est de la forme :

-1

Diag(€7'” 7051‘ y gyt 76)M(i i+1)

ol oy; est en i-éme position (le signe € est le méme qu’avant car sj et s; sont conjuguées).

De plus, ¢(M ~1s; M) est de la forme :
Diag(a/™1,a €, - ,6/)M(1 2)
Avec ¢ = € lorsque r > 2 et dans ce cas on obtient :
M lsyM = <8281M_181M82>_1(81)(8281M_181M82)

et donc M ~ts; M est conjugué a s;.
Soit :
s := Diag(1,ea; ', *(a1a) ™t -+ € (a1 ---a,) 1) € G(de, 1,7)

Il vient que Ad(s) induit un automorphisme de G qui préserve les réflexions et ’automorphisme
composé : ¢ = Ad(s) o ¢ satisfait :

¢,(Sl) = €S1," " a¢/(ST) = €Sy
On peut vérifier que 'élément ¢'(M ~1s; M) est de la forme :
Diag(a,lila a”7 €y 76)M(1 2)

pour @’ € pige.
On peut remarquer que s1M 1s;M est d’ordre de. Cela implique que e’ est une racine
primitive de-iéme de I'unité. Ainsi il existe v € Gal(Q((qe)/Q) tel que y(ea”’) = (ge. (Petit
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rappel : Gal(L/K) est appelé groupe de Galois de I’extension de corps L sur K , c’est le groupe
des automorphismes de corps de L laissant K invariant, on notera également : ¢, = exp(2Z)).
En appliquant v aux matrices de G on obtient un automorphisme qui préserve les réflexions,
et si I'on compose cet automorphisme avec ¢’ on obtient un automorphisme ¢” tel que :

¢"(s5;) = esj et ¢ (M Ls M) =eM s M

- Sid =1 c’est fini car ¢ est ’automorphisme central donné par : s — €s pour toute réflexion.
- Supposons maintenant que d > 1. Alors on peut vérifier que ¢ (M¢€) est une matrice diagonale
qui commute avec s9, - -+ ,S,._1 et est donc de la forme :

ZDiag(Cala"' 71)

avec z € Z(G) et ¢ € pge. Comme le produit ci-dessus est d’ordre d, z est nécessairement
d’ordre d et ¢ une racine primitive d-iéme de 1'unité.

Supposons tout d’abord que e = 1, donc comme déja mentionné plus haut, on retire M ~1s; M
des générateurs. Si ’'on compose ¢” avec 'automorphisme induit par un élément bien choisi
de Gal(Q(C4e)/Q) on peut obtenir ¢”’ un automorphisme tel que :

¢///(Si) — es; et (;S”/(M) — M

pour 2’ € Z(@G). Ainsi on remarque que ¢’ est un automorphisme central de G.
- On supposera maintenant que e et d sont différents de 1. On rappelle une relation de la
présentation du groupe G(de, e, r) donnée dans I'exemple 4 :
slMeM’slMlsl cee = MBM/slM/sl e
e+1 EI].

Cette relation implique que ( = (4 et ainsi que ¢ est 'automorphisme central qui vérifie :
s; > €s; et M€ w— zM°

En reprenant la méthode ci-dessus, on peut montrer le résultat dans le cas 7 = 6 et de > 1
lorsqu’on peut exclure la possibilité pour ¢ d’étre un automorphisme non intérieur de Sg.
Modulo la conjugaison par une matrice de permutation, on peut supposer que ¢ envoie (12)
sur (1 2)(3 4)(5 6). Soit p = M1 2y3 4)(5 6)- On a en notant Cg(z) le centralisateur d’un
élément z € G :

6(Ca(s1) N D) = Ca(6(s1)) N D = Ca(p) N D

La premiére égalité provient du fait que D est un sous-groupe caractéristique par le lemme
précédent. La deuxiéme égalité provient du fait que G = D x Gg et que D est abélien.

Il s’en suit que Cg(s1) N D et Ce(p) N D ont le méme cardinal. On peut dénombrer le nombre
de matrices dans D qui commutent avec s; on obtient :

#(Cg(s1) N D) = (de)*d

Par ailleurs, une matrice dans C(p) N D est uniquement déterminée par les coefficients de sa
diagonale :
(a,b,¢) € 3, tels que ¢ € a™2b 2 py

Comme un élément dans pge a au plus deux racines carrées, il s’en suit que :
#(Ca(p) N D) < 2d(de)?
Mais on sait aussi que de > 2, ce qui implique que :
2d(de)? < (de)'d
et donc une contradiction car on a montré que #(Cg(p) N D) = (de)*d.
Les cas particuliers d’automorphismes de groupes de réflexions complexes peuvent se trai-

ter au "cas par cas" suivant la structure des groupes. On pourra trouver le traitement de ces
cas dans [16]. O
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6 Quelques utilisations des groupes de tresses et des groupes
de réflexions
6.1 Théoréme de Shephard-Todd/Chevalley-Serre

Les groupes de réflexions complexes ont de nombreuses applications dans des démonstra-
tions mathématiques. Cependant, une des plus importantes est celle du théoréme de Shephard-
Todd/Chevalley-Serre. D’abord prouvé en utilisant la classification de Shephard-Todd et en
vérifiant le théoréme dans chacun des cas particulier de cette derniére, il fut aussi prouvé de
maniére "globale" sans traiter de "cas par cas" par Chevalley et Serre.

Théoréme 11. Soit G un groupe fini qui agit sur A := K[X1,--- , X,,] alors on a l’équivalence :
A~ A & G est engendré par des réflexions
ou A :={pe A |VgeG, g(p)=p}

Démonstration. Une preuve compléte se trouve dans [1], nous ne 'explicitons pas ici par soucis
d’espace. ]

On peut trouver une version légérement complémentaire de la précédente :

Théoréme 12. Soit G un sous-groupe fini de GL(V') (o0 V est un K-espace vectoriel de
dimension n avec K de caractéristique 0). Soit S(V) Ualgébre symétrique de V isomorphe a

lanneau de polynomes K[Xy,---, Xy]. Il y a équivalence entre :
o GG est engendré par des réflexions
o Lanneau S(V)C des polynomes fizés par G est un anneau de polynome : K[f1,--- , fa] ot

les f; sont des polyndémes homogénes algébriguement indépendants de degrés d;.

De plus, si cette équivalence est réalisée, alors si l'on note R l’ensemble des réflexions qui

engendre G, on a :
n

#R=> (di—1)

i=1
n
#G = H d;
i=1
Exemple 5. Pour G = &,, avec 'action de &,, sur V = C" canonique qui consiste & permuter
une base de vecteurs (e1,: -+ ,€5) en (ey(1),"* ;€q(n))- On aurait :

f1:X1+---—|—Xn, f2:X1X2—|—X1X3+~--+Xn_1Xn, ---,fn:XlXQ-"Xn avec d; = 1
Vi € [1,n].

6.2 Applications en informatique et en physique

¢ En informatique, le groupe de tresses a encore actuellement plusieurs problémes non
résolus. Ces problémes permettent des applications en cryptographie dont notamment avec le
probléme du mot ou encore celui de la conjugaison.
Le probléme du mot consiste a savoir si étant donné deux mots (suites de lettres codées par
£ Voir partie groupe de tresses) codent la méme tresse.

les o
L’autre probléme consiste, étant donnés = et y deux éléments d’un groupe de tresses, & vérifier
que z et y sont conjugués (c’est a dire & vérifier qu’il existe g dans le groupe tel que z = gyg~1).
Une version plus difficile de ce probléme est celle de la recherche du conjuguant, visant a dé-
terminer explicitement g qui permet la conjugaison. Ces problémes sont résolus aujourd’hui
mais pas en temps polynoémial, ce qui est donc encore I'objet de nombreuses recherches.

Entre autres, une grosse application en cryptographie de ce dernier probléme peut se résu-
mer & ’échange de clé suivant :
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Alice et Bob doivent se mettre d’accord sur une clé privé s permettant de sécuriser leurs
échanges (de maniére a ne pouvoir étre connu par d’autres interlocuteurs). On note 7y, 2, le
groupe de tresses engendré par les générateurs o,41 - - 02n—1

e On choisit p publique dans Tz,
e Alice choisit a € T,, et envoie ps = apa~' a Bob
e Bob choisit b € T, 2, et envoie pp = bpb_1 a Alice

e La clé s est obtenue par Alice en calculant apga™! et par Bob en calculant bp4b~!
Les tresses a et b commutent car a € 7, et b € T, 2, donc ab = ba et ainsi :
appa”t = abpb a7 = bapa b7 = bpab~!

Donc Alice et Bob obtiennent & la fin la méme tresse. Le caractére sécurisé de ce protocole est
réalisé par la difficulté a trouver a sachant (p,pa) et a trouver b sachant (p,pp).

e En physique, la température de la couronne solaire s’explique par I’émission d’ondes

dites d’Alfven depuis la photosphére vers la couronne. Ce sont des ondes magnéto-acoustiques
créées par le champ magnétique intense de 1’étoile. Elles transportent une trés grande quantité
d’énergie et constituent le mécanisme principal en période de faible activité solaire. En période
de forte activité, les physiciens ont observé des "nanoéruptions" semblables aux éruptions so-
laires mais & des énergies beaucoup plus faibles et donc difficiles & observer.
En 2012, une équipe de physiciens de la NASA a réussi grace a une nouvelle technologie d’ob-
server ces phénoménes. De plus, ils sont parvenus & décrire le mécanisme : les lignes de champ
magnétiques suivent des "tressages" particuliers. Et la maniére dont est tressé un champ ma-
gnétique provenant de ces phénomeénes détermine quasiment entiérement le niveau d’énergie
libéré. On pourra consulter [17] pour plus d’informations sur le tressage de ces champs ma-
gnétiques.

Les groupes de tresses sont aussi utiles pour décrire le comportement des anyons. Ce sont
des particules qui peuvent exister dans un espace & deux dimensions. Des "systémes d’anyons"
sont aujourd’hui considérés pour le développement de 'ordinateur quantique. Les anyons ont
la propriété de pouvoir étre "fusionnés" entre eux selon des régles de concaténation que suivent
les diagrammes de tresses explicitées dans la partie 2.
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7 Conclusion

L’introduction des groupes de tresses et des groupes de réflexions dans les premiéres par-
ties de ce rapport, nous a permis de comprendre les liens qui résident entre ces deux types de
groupes, notamment a travers leurs présentations voisines ou encore la possibilité de voir un
groupe de tresse comme étant engendré par des réflexions de tresses. Cette derniére caracté-
ristique a été observée grace a la manipulation de groupes fondamentaux faisant intervenir les
lacets d’un espace topologique.

Nous avons pu comprendre également, en partie, la longue classification de Shephard-
Todd des groupes de réflexions complexes. Celle-ci nécessitant I'introduction d’outils comme
les racines d’une réflexion ou encore les liens qui existent entre racines : [’orthogonalité ou
le parallélisme. Pour étudier ces liens, nous avons tout d’abord étudié des propriétés de sta-
bilité des réflexions par passage au conjugué ou & la transposée par exemple. De plus, nous
avons montré que ’on pouvait indicer un ensemble de réflexions de différentes maniéres. Ces
différentes maniéres d’indicer se sont montrées, par la suite, particuliérement utiles dans la
définition de sous-espaces vectoriels. Ces derniers ont joué un grand roéle dans la décomposi-
tion de notre espace vectoriel de travail V' en sous-espaces stables par ’action d’un groupe de
réflexion. Cette décomposition est d’ailleurs dans le coeur de la preuve de la classification de
Shephard-Todd.

Nous avons aussi introduit les diagrammes "d la Cozeter” qui permettent de simplifier la
présentation par générateurs et relations des groupes de tresses ou des groupes de réflexions.
Ces diagrammes montrent encore 1’étroitesse qui existe entre les groupes de tresses et ceux de
réflexions car il suffit de retirer les ordres des générateurs dans les diagrammes de réflexions
pour basculer & un diagramme de tresses.

Enfin, nous nous sommes attachés a& comprendre la structure du groupe des automor-
phismes d’un groupe de réflexion complexes. Cette structure n’a été mise en lumiére que trés
récemment dans les années (2009-2010) et I’étude des propriétés sur ce groupe d’automor-
phismes est encore d’actualité.

On a donc pu voir que principalement, tout automorphisme d’un groupe de réflexions com-
plexes est composé d’un automorphisme qui préserve les réflexions et d’'un automorphisme
central.

L’étude de la structure des automorphismes des groupes de tresses est un peu plus ancienne
(1981), on pourra consulter [18] pour son étude. Toutefois, celle concernant les automorphismes
du groupe de tresses pures est trés récente (2017) et on pourra consulter [19] pour en prendre
connaissance.

Enfin, nous avons exploré les diverses applications que ces groupes peuvent avoir. Nous
avons principalement étudié celles concernant le théoréme de Shephard-Todd/Chevalley-Serre
en algébre en suivant sa preuve (non présentée dans ce rapport - on pourra consulter [1]). Puis,
nous avons donné quelques utilisations dans les domaines de la cryptographie (probléme du
mot, du conjuguant) et de la physique (champ magnétiques de la couronne solaire, comporte-
ment des anyons).
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