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Résumé

Le théoréme de Pitman, découvert en 1975, transforme un mouvement brownien & une
dimension en un processus de Bessel. Le processus de Bessel ainsi obtenu peut étre vu
comme un brownien conditionné & rester positif. Nous étudions ici le théoréme originel,
ainsi que ses généralisations au cadre d’espace vectoriel et d’algébre de Lie que 1'on doit
a Biane-Bougerol-O’Connell dans l'article [I], dont on suivra la ligne directrice.
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1 Introduction

Le théoréme de Pitman, découvert en 1975, affirme que si (B;)s>0 est un mouvement brow-
nien & une dimension, alors (2 Supg<s<t Bs — Bt) 4> €st un processus de Bessel.
Gréace a la symétrie du mouvement brownien, on peut aussi énoncer le théoréme en disant que
(B; — 2infg<s<t Bs),~( est un processus de Bessel.
Autrement dit, si I’on pose 'application « transformation de Pitman » comme étant la trans-
formation qui associe a une fonction f continue réelle nulle en 0 définie sur R™, la fonction :

Pf(t):= f(t)—2 inf f(s) pourt >0

£(t) = £(6)—2 intf(s) pour t >
Le théoréme de Pitman de 1975 affirme que (& By),~ est un processus de Bessel.

Comme ’on peut aussi voir le processus de Bessel comme un mouvement brownien conditionné
au sens de Doob a rester positif, le théoréme de Pitman transforme un mouvement brownien
a valeurs dans R en un mouvement brownien (au sens de Doob) a valeurs dans R™.

L’article [I], datant de 2005, de Philippe Biane, Philippe Bougerol et Neil O’Connell établit
une généralisation du théoréme de Pitman. Il établit en particulier que si (X¢)¢>0 est un mou-
vement brownien a valeurs dans un espace vectoriel V' (ou une algebre de Lie), alors &2, X
est un mouvement brownien & valeurs dans la chambre de Weyl fondamentale (fermée). Dans
cet énoncé, la transformation de Pitman est généralisée et associée au plus long élément wg
du groupe de Weyl relativement & un systéme de racines. La chambre de Weyl fondamentale
peut s’interpréter comme un céne dans ’espace V' délimité par certains hyperplans.

Entre 1995 et 1998, Peter Littelmann s’est intéressé a la théorie des représentations pour les
groupes et algeébres de Lie. On peut citer notamment ses articles [10], [1T] et [12] dans lesquels
il introduit des opérateurs sur les chemins. Ces opérateurs que l'on appelle « opérateurs de
Littelmann » dans la littérature actuelle, partagent des liens profonds avec la transformation
de Pitman introduite par Biane, Bougerol et O’Connell. Pour un certain type de chemins, la
transformation de Pitman peut s’écrire comme une itération des opérateurs de Littelmann. Ce
lien particulier est notamment mis en lumiére dans article [I] en généralisant tout d’abord
les opérateurs de Littelmann a 'aide de « l'inversion de Biane-Bougerol-O’Connell ».

Cette inversion permet & partir d’un chemin donné et d’une information appelée « coordonnée
en corde » de fournir un antécédent au chemin pour la transformation de Pitman.

Nous présenterons dans ce mémoire tout d’abord, en section 2, la démonstration du théo-
réme de Pitman de 1975, en suivant la ligne directrice de sa démonstration originelle dans
[2]. On y trouvera en particulier une preuve du théoréme de Pitman en version discréte. En
section 3, on s’intéressera aux premiéres propriétés de la transformation de Pitman avec no-
tamment sa propriété de « tresse » et sa généralisation aux groupes de Coxeter. Puis, la section
4 sera consacrée a la construction des opérateurs de Littelmann, leurs premiéres propriétés et
liens avec la transformation de Pitman. La section 5 aura pour objectif de se familiariser au
contexte d’algébre et de groupe de Lie. On y trouvera de facon détaillée toutes les définitions
utilisées dans l'article & étudier, ainsi que des exemples et notions importantes pour aborder
la derniére section. Enfin, en section 6, seront données deux preuves de la généralisation du
théoréme de Pitman. On y rencontrera notamment d’autres transformations sur les chemins
et en particulier la co-transformation de Pitman.



2 Théoréme de Pitman pour le mouvement brownien a une di-
mension

2.1 Notations et prérequis pour le théoréme de Pitman

o Soit (W})¢>0 un processus a valeurs réelles. Soit ¢ € R, on définit le premier et le dernier
moment ou W atteint c¢ :

7_W

o =1inf{t > 0| Wy = ¢} avec convention : inf @ = co (1)

oWV :=sup{t >0 | W;=c} avec convention : supf =0 (2)
e La position de départ pour un processus sera noté en exposant. Par exemple pour un mou-
vement brownien conditionné & commencer en By = ¢ on notera MB®¢ pour un tel processus.

On rappelle la définition d’un processus de Bessel (en dimension 3) ci-dessous.

Définition 1. Un processus de Bessel (en dimension 3) est un processus Y qui peut s’écrire

3 N e 3 .
comme : Y; = HBt( )H ott || - || est la norme euclidienne de R? et Bt( ) un mouvement brownien
en dimension 3 i.e. Bt( )= (B}, B?, B}) avec B des mouvements browniens en dimension 1
indépendants.

On notera Bes(3) un processus de Bessel (en dimension 3).

e On présente les deux résultats suivants que 'on doit & Williams prouvés dans [3], qui
établissent une premiére dualité entre le mouvement brownien et le processus de Bessel en
dimension 3 dans le sens o : Bes(3) est un "upward conditioned MB" et MB est un "downward
conditioned Bes(3)".

Proposition 1 (Williams). Soit 0 < b, ¢ < 400 et on suppose que X 1= MB etY := Bes(3)°.
Alors on a les deux conséquences :

(i) Pourb<c: L ((Xt)OStSTCX |7 < T(f(> =L <(Yt)0§t§TCY>
(i) Pour ¢ <b : L ((Yt)OStSTX | 7Y < —i—oo) =L <(Xt)OStSTCX>

Proposition 2 (Williams). Soit X := MB° et Y := Bes(3)?, on se donne 0 < ¢ < +o0.
Alors, on a l’égalité en loi :

Loi
(C - XT(?(*t) = (Y%)OStSO'X

e Pour un processus W := (W});>0 & valeurs réelles, on définit M W 1e processus donnant
la borne supérieure (passée) du processus W par :

MY = sup W,
0<s<t

e On définit I le processus donnant la borne inférieure (future) du processus W par :

EY .= inf W,
s>t

On s’attachera donc dans cette section 2 & démontrer la version (plus compléte) du théo-
réme de Pitman suivante :

Théoréme 1 (Pitman). Soit X := M B et Y := Bes(3)". Alors, on a les trois conséquences :
(i) 2MX — X est un processus de Bessel (en dimension 3) Bes(3)".

(ii) 2FY —Y est un mouvement brownien MB°.

(i1i) On a ’égalité en loi des processus suivante :

M Loi Y



Géométriquement, les trajectoires du processus 2M* — X sont donc obtenues par les
trajectoires de X par réflexion de ces derniéres en chaque point du niveau de son précédent
maximum.

On démontre ci-dessous le point (iii) et que si 'on admet le point (i), on peut démontrer le
point (ii) du théoréme de Pitman :
Démonstration de (iii) et du fait que (i) = (ii) :

Montrons tout d’abord que si ’'on pose Y := 2MX — X alors on a MX = FY p.s.
Soit ¢ > 0 fixé, on a par définition de M¥ pour tout s >t :

Y, =2MX — X, > MX
Puis comme M = sup,<; X, et que s > ¢ :
MX > MmX

D’ou 'on obtient :
Vs >t: Y, > M~

Donc en passant & la borne inférieure dans l'inégalité, on a :
FY :=infY, > M;* (3)
s>t
Notons que par la loi du 0 — 1 de Blumenthal pour le mouvement brownien :

lim sup X; = 400 p.s.

t——+o00
Et donc par définition de MX :

lim M;X = 400 p.s.

t—-+o00

On en déduit qu’il existe sg > t tel que M S)(f > MtX . Comme M est continu et croissant, on
peut définir s; qui existe bien par :

sy :=inf {s >0 | MSX>MtX}
On a donc Mgl( = M7 et par définition de s1 : X5, = M;X. Et ainsi :
Yy, = 2M; — X, = M¥
Par I’égalité précédente, on en déduit que :
FtY = éréftYs = SilnzftY;;1 < MtX P.s.
Puis en combinant cette inégalité avec , on obtient :
FY = MX ps.

Ainsi on a montré (iii), puis en combinant (i) et (iii), on adonc F¥Y = MX p.s.et Y :=2M* - X
qui est un processus de Bessel Bes(3)?, d’ot :

Y :=2M%X - X =2FY — X p.s.

Ainsi : X = 2FY — Y est un mouvement brownien MB. Ce qui prouve le point (ii). O
I1 suffit donc pour achever la preuve du théoréme de Pitman de démontrer le point (i).



2.2 Marches aléatoires approchées

e Soit C := C([0,+oc[,R) I’espace de Wiener i.e. I'espace des fonctions continues de
[0, +00] & valeurs dans R. Soit B(R) la tribu borélienne de R et C la plus petite tribu sur C
rendant les applications coordonnées mesurables sur R. On considére un espace probabilisé
(Q, F,P) et un mouvement brownien B := (Q, F, (F1)i>0, (Bt)t>0, P).

Définition 2 (Mesure de Wiener). On considére 'application :

o: (Q,F)— (C,C)
wr— {t = By(w)}

La mesure de Wiener sur (C,C) notée W est la mesure image de IP par ® i.e. :
VfeC: W(f)=P(@ '(f))
On peut montrer qu’elle est unique et ne dépend pas du brownien qui a servi & la construire.

Définition 3 (Probabilités P* et Q%).

e Pour z € R, on définit une probabilité P* sur (C,C) comme la distribution d’'un MB?* :
autrement dit, P* est la mesure de Wiener sur (C, C) correspondante & un mouvement brownien
commencant en x € R.

e Pour > 0, de méme on définit une probabilité Q% sur (C,C) comme la distribution d’'un
Bes(3)” : autrement dit on remplace le mouvement brownien dans ® de la définition précédente
par un processus de Bessel commengant en z > 0.

Remarque 1. Sous P?, la trajectoire de f € C suit & chaque instant une distribution gaus-
sienne car P% est la mesure image par la trajectoire d’'un mouvement brownien.

e Soit C* I'espace des fonctions f € C telles que limsup; ., f(t) = 400,
On a clairement C* C C' et par la loi du 0 —1 de Blumenthal on a limsup, ., ., By = +00 p.s.
pour un mouvement brownien B et donc on en déduit que pour tout processus de Bessel X
on a aussi : limsup,_,  , Xy = 400 p.s. On en déduit que :

P*(C*) =Q"(C") =1
e On définit par Zs le réseau des multiples de § > 0 par :
Zs:={jo | j €L}

Définition 4. Soit m € N, on définit une fonction p((;m) : C* — [0, +o0| par :

pgo)(w) =inf{t >0 | w(t) € Zs}
oS (w) = inf {1 > ™ (w) | w(t) € Zs et w(t) # w(pf™ (w)) }

Donc les temps 0 < pgo) (w) < pgl)(w) < --- sont les temps successifs sur lesquels la trajectoire

d’une fonction w € C* atteint un nouveau point du réseau (grillage) Zs comme on peut le voir
dans la figure 1 ci-dessous.

Les points p((;m)(w) sont des temps et figurent donc sur I’axe des abscisses. Il conviendra
donc de garder en mémoire les informations des valeurs prises par w en ces points, c’est & dire

la suite des w(p((gm) (w)) pour m € IN.



FIGURE 1 — Représentations des points pgm’)(w) pour une fonction w € C*

Exemple 1. Pour la fonction w tracée sur la figure précédente, on a le début de la suite :
w(py (w)) = 0, w(ps (w)) = =8, w(pf? (w)) = 0, wp’ (w)) = 5, w(pg! (w)) =0,

5 6
w(pf (w)) =8 et w(pl® (w)) =26 -+

Au regard de I'importance de cette derniére suite, on pose la définition :

Définition 5. Soit m € IN, on définit une fonction V(s(m) : C* — Zs par :

Vi (w) = w(pf™ (w))

Exemple 2. On peut donc reformuler [’exemple 1 avec cette nouvelle notation. On obtient en
particulier pour la fonction w tracée : V(;(O) (w) =0, V:;(l)(w) = -0, V5(2)(w) =0, Vé(g) (w) =9,
Vit (w) =0, Vi (w) =8, Vi (w) = 25 -

Donc la suite (st(m) (w))men est la suite des points du réseau/grille Z; visités par la tra-

jectoire de w avec la condition V5(m+1)(w) # V:;(m) (w).

Remarque 2. Sous P* ou Q¥ la suite (V(;(m) (w))men est une chaine de Markov (a temps
discret) avec probabilités de transitions stationnaires par propriété de Markov forte issue de
P? ou Q*. La propriété Markovienne provient directement des définitions précédentes, nous
précisons le reste ci-dessous.

Proposition 3.

Sous P* : la chaine de Markov (Va(m) (w))menN
est la marche aléatoire symétrique simple sur
Zs avec probabilités de transitions de id & jo
données par p; ; ot P := (p; ;)i jez est la ma-
trice sur 7. X 7. définie par :

1
3 stj=t1+1louj=1—1
Pij = —
0 sinon FIGI.H?“E 2 o
Intuition de la proposition 3 grace a la re-
marque 1



Proposition 4. Sous Q* : la chaine de Markov (V:;(m) (w))men est la marche aléatoire sur Zs

avec probabilités de transitions de i a j6 données par q;; ot Q = (¢ij)ijez est la matrice
sur 7. X 7. définie par :
(1><1>. imitlouimi—1
-z sij=1 ouj=1i-—
G1=1 q=0sijAletVi>1: q; =4 \i)\2)7 *"/ J
0 sinon

e Pour démontrer ces deux derniéres propositions, on doit introduire la notion de fonction
d’échelle pour une diffusionE] {PP..}. On note plus simplement 7,, le temps d’atteinte de niveau
x d’un processus X lorsque celui-ci est clair :

Ty =1inf{t >0 | X; =z}
e Soit = € [a,b] (avec a < b), on définit la probabilité d’échelle par :
Sap() = Po(1 < 74)

Grace a la propriété de Markov (pour un Brownien ou un Bessel par exemple), on peut dé-
montrer que Sgp est toujours strictement croissante et continue.
Par le théoréme 4 page 9 de [4], on a la définition et 'existence de la fonction d’échelle :

Lemme 1. [] existe une fonction continue strictement croissante S appelée fonction d’échelle
de la diffusion {IP,} telle que :

S(z) — S(a)

Va € [a,b], sap(2) :=Pu(m < 70) = S(b) — S(a)

Nous calculons ci-dessous la fonction d’échelle associée & un mouvement brownien ou 4 un
processus de Bessel.
Calcul de la fonction d’échelle pour une diffusion brownienne :

Soit (B¢)¢>0 un mouvement brownien réel et soit a < b avec x € [a, b]. On note :
T:=inf{t >0 | B; =a ou B; = b}

On peut vérifier aisément que 7 est un temps d’arrét pour la filtration canonique du mouvement
brownien B considéré. Comme le mouvement brownien est une martingale, on a par le théoréme
d’arrét :

E;[B;] = E;[By] ==«

Par ailleurs, on a le calcul suivant :

E;[B:] = E, [BT]]‘Tb<Ta] + I, [BT]lTbZTa]
= b]Ex []lTb<7'a] + a]EI []]'TbZTCL:I
=bP,(1p < 74) +a(l = Py(1 < 74))
=(b—a)Py(m <7)+a
Ainsi, on obtient :
T —a
Sab(x) = IPx(Tb < Ta) = b (4>
—a
On en déduit en particulier que la fonction d’échelle pour un mouvement brownien est donnée
par S(z) = z et on dit alors que le mouvement brownien est & échelle naturelle.

1. On rappelle qu’une probabilité P, sur 2 définit une diffusion sur R si pour tout z € R: Po(Xo =z) =1
et X vérifie la propriété de Markov forte.



Pour le calcul de la fonction d’échelle pour une diffusion de Bessel, on aura besoin de
résoudre un probléme de Dirichlet, cela nous sera aussi utile ultérieurement. Nous rappelons
donc ci-dessous la formulation générale d’un probléme de Dirichlet ainsi que sa résolution.

Probléme de Dirichlet :
Soit D un ouvert borné de R? et soit A un opérateur elliptique (par exemple le laplacien).
Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une fonction u de classe C? sur D telle que :

Au — ku=—gsur D
u = f sur 9D

otk € C(D,Ry) et g€ C(D,R) et f €C(OD,R).

En particulier, on pourra consulter la proposition 7.2 page 364 de [6] pour une démonstra-
tion de la résolution du probléme de Dirichlet :

Résolution du probléme de Dirichlet :
Si X est solution d’une équation différentielle stochastique de la forme :

X :x+/ b(u, Xu)du+/ o(u, Xy)dBy, (5)
t t

avec 0 <t < s < 400 et Xy = x et des hypothéses de continuité et de croissance au plus li-
néaires pour b ou o (voir [6], proposition 7.2 page 364). Sil'on pose : Tp := inf {t > 0 | X; ¢ D}
le temps de sortie de D et que 'on suppose que : Vo € D : E;[Tp]| < 400, alors 'unique solution
au probléme de Dirichlet est donnée par :

VreD: u(z) =, {f(XTD) exp <— /OTD k(Xs)ds> + /OTD g(X2) exp (- /Ot k:(Xs)ds> dt}

Nous pouvons donc maintenant effectuer le calcul de la fonction d’échelle pour une diffusion
de Bessel :
Calcul de la fonction d’échelle pour une diffusion de Bessel :

Soit YV} = |]B§3)|| ol Bt(3) un mouvement brownien en dimension 3. Soit a < b et x € [a, b].

On note D le domaine de R? compris strictement entre les boules B(0,a) et B(0,b) (c’est a dire
la couronne centrée en 0 de rayons a et b). Le mouvement brownien Bt(3) satisfait évidement une
équation différentielle stochastique de la forme . En prenant donc le probléme de Dirichlet

avec A = A (laplacien), k = 0 et f définie sur 9D par :

{f<a:> =1si||z||=1b
f(x)=0si|jz] =a

L’unique solution au probléme de Dirichlet s’écrit pour tout « € D :
u(z) =L, | f <B§§2ﬂ

=Ex |1 (i)
= Ex £ (B2) ucn | B 1 (BY) e

=E,|f (Bg’)) ]1Tb<Ta} (car f est nulle sur le cercle de rayon a)

=P, (1 < 7,) (car f vaut 1 sur le cercle de rayon b)

Q=
‘H

Par ailleurs on peut vérifier que la fonction a(x) := ;.f‘ vérifie le méme probléme de
b

Q=

Dirichlet, il s’en suit par unicité de la solution que :

Vo € D: u(z) = u(z)



D’ou finalement :

1.1
Sap(x) :=Po(my < 74) = — 1 (6)
b T a

On en déduit en particulier que la fonction d’échelle pour une diffusion de Bessel est donnée

par S(x) = —l.

On peut donc maintenant conclure les preuves des propositions 3 et 4 :
Démonstration de la proposition 3 :

(m)

On peut donc maintenant calculer les probabilités de transitions de (Vi (w))men sous P?,
grace a (4)) on a :
i —(i—1)6 1

70
PP (Tens < T6-00) = G G- 18~ 3

Puis également :
is b= (i4+1)6 1
PP (a5 < T60s) = G- s 3

On obtient donc :

1 PP (i41y5 < Tim)s) sij=i+1
pij = P° (V§m+ J(w) = 45 | V™ (w) = id) = P (131 < Taynys) sij=i—1

0 sinon

D’ot la conclusion de la proposition 3 :

1

— sij=i1+louj=1—1
Dij =4 2

0 sinon

O
Démonstration de la proposition 4 :

On peut donc maintenant calculer les probabilités de transitions de (Va(m) (W))men sous QF,
grécea@ onapouri>1:

1 1 .
~w T s i+1

Q" (T(i+1)5 < T(ifl)é) = =
_‘(7;+11)5 + (ijT)a 2
Puis également :
, -5+ ﬁ i—1
Q (115 < Tatnys) = ——1— =
- (ijl)é + (i+11)6 2

On obtient donc :

Q” (Tiv1ys < Ti-nys) sij=i+1
x m—+1 . m . i .. .
4y = Q" (V" (w) = o | V™ (w) = i8) = § Q@ (s < Tagy) sij=i— 1

0 sinon

D’ou la conclusion de la proposition 4 :

1 1
. . - — |7 sig=i+louj=i—1
@1=1,qj=0sij#letVi>1: ¢;:= 1 2
0 sinon

O]

Remarque 3. Les marches aléatoires (Va(m) (w))men héritent des propriétés des processus
a temps continu qui ont servi a les définir. Par exemple, le mouvement brownien et la P*-

marche correspondante (Vé(m) (w))men admettent tous deux 0 comme point récurrent alors

que le processus de Bessel et la Q*-marche correspondante (Vé(m) (w))men sont transitoires.



e On va maintenant regarder ce qu’il se passe lorsqu’on fait tendre § — 0 :

On s’attend intuitivement & ce que les marches aléatoires "convergent" vers le processus a
temps continu dont elles sont issues. Cependant, pour étudier le passage a la limite, il faut que
les processus soient définis sur le méme espace : injectons donc les marches aléatoires dans C.
On a déja construit l'application w — (Vé(m) (w))men qui envoie une fonction de C* dans
I’espace des chaines de Markov. Il faut maintenant renvoyer la chaine de Markov dans I'espace
des fonctions continues : il suffit de prendre la fonction affine par morceaux obtenue en reliant
les points de la chaine de Markov mais il faut encore choisir le pas de temps.

Le pas de temps le plus naturel pour les convergences qui apparaitra ultérieurement est donné

par :

Epe [p((sm+1) _ p((sm)] — 52

Explicitons donc formellement comment on relie les points, on définit ’application Vj par :

Vs: C*—C
w — Vs(w)

Avec :
{%(w)(mfs?) = V™ (w) ¥m e N

Vs(w) affine par morceaux sinon de fagon a relier les points.

En particulier, grace a 'exemple 2, on peut tracer la fonction Vs(w) correspondante :
'\

24

)

FIGURE 3 — Fonction Vs(w) correspondante a la fonction w de la figure 1

Remarque 4. L’importance de la construction précédente réside dans le fait que Vy(w) est
une fonction affine par morceaux qui suit la méme séquence des points de Z;s atteints par w
mais en des temps (mé?)nen déterministes et non des temps aléatoires comme c’était le cas

avec les (p((;m) (W))men -

e On définit maintenant les mesures sur C* qui ne chargent que les chemins obtenus par
ce procédé relativement au mouvement brownien et au processus de Bessel :

Py = P"Vs et Qf :=Q"Vs (7)

e On munit C de la topologie de convergence uniforme sur tout compact qui en fait un espace
polonais.

e On munit 'espace Prob(C') des probabilités sur C' de la topologie faible-* associée : i.e. une
suite de mesure (up,)nen converge faiblement vers y < Vf : C' — R continue et bornée [ fdu, —
J fp.

On peut alors décrire précisément la convergence des marches aléatoires par le théoréme :

10



Théoréme 2. Soit x > 0 fizé.
(i) La mesure Pf/ﬁ converge faiblement vers la mesure de Wiener P*.

(ii) La mesure Qﬂlﬁ/\/ﬁ converge faiblement vers la mesure de Bessel (Q*.

Démonstration. (i) C’est un cas particulier du théoréme de Donsker, on pourra consulter [7]
et [8], pour une démonstration.

(ii) Ce point est assez long et difficile & démontrer, cela découle de l'article de Lamperti [9]
sur la convergence de chaines de Markov dont la matrice de transition est asymptotiquement
d’une certaine forme. O

Remarque 5. On peut aussi donner des arguments heuristiques pour cette démonstration
par des considérations sur les générateurs infinitésimaux. Cela est traité dans l'article [4] de
Bertin et Hoscheit.

En conséquence immeédiate du théoréme 2, on peut énoncer la version suivante qui sera
utilisée pour achever la preuve du théoréme de Pitman :

Théoréme 3. Si § converge vers 0 en suivant in, alors :

(i) La mesure Pf converge faiblement vers la mesure de Wiener P°.
(ii) La mesure Q3 converge faiblement vers la mesure de Bessel Q.

Enfin, on aura aussi besoin pour conclure la preuve du théoréme de Pitman, du lemme
technique suivant qui est un lemme classique de théorie de la mesure :

Lemme 2. Soit (pn)nenw une suite de mesure sur C' convergente vers une mesure i et soit
® : C — C une transformation mesurable et continue p-p.p. Alors, u,® converge faiblement
vers ud.

2.3 Théoréme de Pitman en temps discret

e On note (X,,)nen la marche aléatoire simple sur Z, c’est a dire la chaine de Markov ayant
pour matrice de transition la matrice P de la proposition 3.

e On note (Y,)nen la chaine de Markov ayant pour matrice de transition la matrice @ de la
proposition 4.

Dans cette section 2.3, nous démontrons une version discréte du théoréme de Pitman :

Théoréme 4 (Pitman discret). Soient (X, )nen et (Yn)nen les marches aléatoires précédentes
issues de 1. Alors :

Lo
(2M;Y = Xp), o = (2 sup Xp — X, 2 (V) nen
Osksn nelN

On va tout d’abord vérifier les propositions 1 et 2 en temps discret, pour cela on démontre
les deux lemmes suivants :

Lemme 3. Si 0 < b < ¢ sont entiers et que (Xp,)nen est issue de b alors :
b
Py (TCX < 7'8() =

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on résout un probléme de Dirichlet (concept rap-
pelé en section 2.2). On prend ici I'ouvert D :=]0, ¢[ et donc dD = {0, c}. On prend f définie
sur D par f(0) =0et f(c) = 1. On prend par ailleurs g = 0 avec 'opérateur A = A et k = 0.
L’unique solution u au probléme de Dirichlet ainsi considéré s’écrit pour tout = € D :

u(z) = Ey [f (X1,)]

=Ee |/ (Xur(er )|
=k, []ITCX<TOX] (par définition de f)

=P, (TCX < 7'5()

11



Le probléme de Dirichlet s’écrivant ici :

Au=0sur D
u= f sur 9D

On vérifie sans mal que u/(z) = a € R (constante) et donc que u(z) = ax + 8. Avec les
conditions aux bords, on déduit que :

u(z) = %

Par unicité de la solution du probléme de Dirichlet, on a donc :
x

IP:E(TCX<TOX):E

D’ou la conclusion du lemme 3 car X est issue de b : Py, (TCX < TOX) = 2. O

Lemme 4. Si 0 < b < ¢ sont entiers et que (Yn)new est issue de b alors :
v b
]Pb (Tc < +OO) = E

Démonstration. La démonstration est moins directe que la précédente car 'ouvert D qui pour-
rait étre considéré n’est pas borné. Cependant on peut appliquer la méme méthode que précé-
demment avec 'ouvert D :=]d, ¢[ pour d < ¢. En résolvant le probléme de Dirichlet avec f telle
que f(c) =1 et f(d) =0 de maniére identique & la démonstration précédente, on obtient :

IPb(TcY<TC%/):§

Puis, par théoréme de convergence dominée, on obtient bien la conclusion du lemme 4 :

. b
P, (TCY < 4o00) = dEIElOOIPb (TCY < TC%/) =

Démonstration de la proposition 1 en temps discret :

(i) Soit b < ¢ démontrons donc la premiére égalité en loi :

Soit (b, j1,- - ,jn) une trajectoire s’arrétant en c. Cela signifie que l'on fait des sauts de 1 vers
le haut ou vers le bas et que Vk € [0,n — 1] : 0 < ji < ¢ avec j, = c.

La probabilité sachant que TCX < 7'(‘)X pour que (X,,) parcourt cette trajectoire est donc donnée
par :

_ o X X\ PbpiPivgs  Pie e L
Po (Xo =0 X0 =i Xo = dn [ 720 <757) = =P i 5 = gn *

SO

Ou l'on a remplacé le dénominateur par sa valeur grace au lemme 3.
Pour (Y},) la probabilité de suivre cette trajectoire est :

. . 171 179 1 ¢ 1
Py (Yo=0Y1=j1, Y0 =Jn) = @jsGirge G iin = <2b> () ( > o

2 jl 2 jnfl

Les deux probabilités respectives sont donc identiques, le point (i) de la proposition 1 version
discréte est donc prouvé.

(ii) Soit ¢ < b démontrons donc la deuxiéme égalité en loi :

On reprend la trajectoire (b, j1,- -+, jn) décrite au premier point. La probabilité pour que (X,,)
parcourt cette trajectoire est :

Py (Xo=0,X1 =71, s X0 =Jn) = DbjiPj1jo " Pjn_1,jn = on

12
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La probabilité sachant 77 < 400 pour que (Y;,) parcourt la trajectoire est :

Py, (Yo =0,Y1 =j1,- Yo =jn | 7 < +00) = Qb’]ﬁ.(jj(hh < f]:;o;j = 2%
Ou l'on a remplacé le dénominateur par sa valeur grace au lemme 4. Les deux probabilités
respectives sont donc identiques, le point (ii) de la proposition 1 version discréte est donc
prouvé. L]
Démonstration de la proposition 2 en temps discret :
Soit 0 < ¢ avec (X,,) et (Y3,) issues de 0, montrons que :

{(e=Xx0) s 0<n< X} () 0<n<a))

On procéde de la méme maniére que la précédente démonstration : on se donne (0, j1,- - , jn)
une trajectoire possible sur Z pour les deux chaines; c’est & dire que 'on fait des sauts de 1
vers le haut ou vers le bas et que Vk € [0,n — 1] : 0 < jx < ¢ avec j, = c.

On a donc d’une part : Py (c —Xx 0=0c-Xx_1=J1, -, c— X x_x = c) =
Po(Xo=0,X1=c—jn-1, Xn-1=c—j1,Xpn=¢) = —. (#)

D’autre part :

Py (Yo=0,Yi =41, Y1 =Jn-1,Yn=c,n=0))

=Py (Yo=0,Y1=j1, Yo 1=jn-1.Yn=0)Po(n=0Y | Yo=0,Y1 =j1, -+, Y1 = jin—1,Yn =¢)

=1 (3) e (32) (355 ) Po(n =0 [ Yo =0Yi =i+ Yoot = o1, Yo = )
7ﬁIP0 (TL:UZ | Y'O:O,lejl,"' 7Yn—1:jn—17Yn:C)

Par ailleurs, on a :

Po(n =0y | Yo=0,Y1 = ji,,Yoo1 = ju-1,Ya = ©)
=Po(VE>n, YV #c|Yo=0,Y1 =71, ,Yoo1=jn-1,Yn =)
=Py (Vk >n, Yy #c| Y, =c) (par propriété de Markov)
=Po(VE>n, Vp#c|Yopi=c+1)Po(Yopi=c+1]|Y,=c¢)

c le+1 1
=(1-— x [ = = —
c+1 2 c 2c

Donc finalement :

. . 1
Po(Yo=0Y1 =41, Y1 =jn1,Yn=cn=0)) = on (##)

Comme les deux probabilités (#) et (#+#) sont égales, on a donc démontré la version discréte
de la proposition 2. O

e On termine cette section avec la preuve du théoréme de Pitman en temps discret (théo-
réme 4).
Démonstration du théoréme de Pitman en temps discret :

On pose Z,, := 2M.X — X,, et on veut montrer que (Z,) est une chaine de Markov issue de
1 avec matrice de transition @ (matrice de la proposition 4).
On procéde de la méme maniére que la précédente démonstration : on se donne (1, j1,- - , jn)

une trajectoire possible sur Z pour Z ; c’est a dire que Vk € [1,n] : 0 < ji avec j, = i.
Comme Z,, = i sur cette trajectoire, on en déduit que M;X € [1,i]. Puis, par la démonstration
du point (iii) du théoréme de Pitman explicitée en section 2.1 (ou l'on établit une égalité
presque sire) on aE]

VO<k<n: M{=F/ (8)

2. Notons que la méme démonstration s’applique ici pour la chaine de Markov (X,,) a la place du mouvement
brownien car on sait que pour la marche aléatoire simple sur Z : limsup,, ,, ., Xn = +00.
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Que l'on peut réécrire :

VO<k<n: M = inf Zy =min{Zy, - Z,_1,F7}
>n

Puis & nouveau par (8)), on peut encore réécrire :
VO<k<n: M{=min{Z, - Zo_1, M}

Cette derniére expression permet de calculer M ,g( pour tout 0 < k < n a la seule condition de
connaitre MT)L( De plus, X = 2M,§( — Zj, et comme on a vu que Mff € [1,4], il y a donc ¢
chemins décrits par X (chaque chemin étant associée & une valeur de M;X) tels que Z suive
la trajectoire considérée. Comme X est la marche aléatoire simple, les chemins décrits par X
sont équiprobables.

e Si Mf # X, (ie. M,i( # 1) alors Z,41 est augmenté ou diminué de 1 par rapport a Z,, avec
probabilité 1/2.

e Si MX = X, (i.e. MX =1i) alors Z,,1 est nécessairement augmenté de 1 par rapport a Z,.
Ces deux points se visualisent trés bien si 'on regarde Z,, comme réflexion de X,, autour de
son maximum, comme on peut le voir sur la figure suivante.

(£n)

FIGURE 4 — Représentation (en gris) d’une chaine de Markov (X,) et de sa transformation de
Pitman (Z,,) correspondante (en bleu)

Exemple 3. Sur la figure précédente, on considére une trajectoire possible pour (X,,) sur ses
8 premiéres valeurs :

XOZO; X1:1; XQZO; ng—l; X4:0; X5:1; X6:2; X7:1

Les points de (Z,) et (X,) se confondent pour n = 0,1,5,6 car en ces points M;X = X,,.
Puis les points Zo = 2; Zs = 3; Zy = 2 sont obtenus par réflexion/symétrie d’axe horizontal
y = 1 par rapports auzx points de (X,,) car les valeurs de (X,) en ces points sont inférieures
a son mazimum. Enfin, de méme pour Z7 = 3, le maximum de (Xn)ne[[o,ﬂ] étant 2 et comme
X7 =1<2 on prend la réflexion par rapport au maximum qui est 2 (i.e. symétrie par rapport
a la droite y = 2).

e On obtient donc par résumé des deux derniers points avant la figure et I’exemple :

1 le—1 1
P(Zn+1=i+1|20:17"‘,ani)ziXIP(Mr)f?“)‘*‘lXIP(Mg:i):gZZ- 7
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Donc :

P(Zysy —i+1] 20:1,---,ani):%itlzqml
Et de méme :
]P(Zn+1:z'—1|20:1,---,Zn:i):%x]P(Mfyéi):%i_il
Donc : ‘
P (Znyr =i—1| 20:1,---,anz'):%l_il:qi,i,l

Les deux égalités encadrées démontrent donc que (Z,)nen est une chaine de Markov de
matrice de transition @ := (g; ;)i jez donnée a la proposition 4. Cela démontre donc le théoréme
de Pitman dans le cadre discret. O

2.4 Démonstration du théoréme de Pitman en temps continu

On achéve ici la démonstration du théoréme de Pitman en temps continu. Pour cela, on
réutilise les marches aléatoires considérées en section 2.2 et 2.3, en particulier comme le théo-
réme de Pitman est démontré dans le cas discret, il suffit de faire tendre § — 0 pour obtenir
sa version continue grace au théoréme 3. L’idée est d’obtenir une égalité des processus limites
pour établir ’égalité en loi des processus stochastiques du mouvement brownien sous trans-
formation de Pitman d’une part et du processus de Bessel d’autre part.

e On pose @ qui & une fonction w € C associe sa transformation de Pitman :

. C—C
w — (28upgc <. w(s) — w(-))
Remarquons que si X désigne la fonction identité de C, alors on peut écrire ® = 2MX — X
On remarque aussi que ® est continue. On définit la fonction de "scaling" par :

9)

Ss: C—C
w — Ss(w)

t
ouVt>0: Ss(w)(t) :=ow <62> Montrons, avec la notation de (7)), que :
V6 >0: PP = PrSs et Q¥ = Q%Ss (10)

Démonstration. En effet, par définition du "scaling", pour tout > 0 et § > 0 : P*S; = P*

et Q%S5 = Q™ et pour la fonction Vj de la section 2.2, on peut réécrire avec le "scaling" :

Vs = S1/5V155
Donc par la définition ([7)) :
Py% = P™V; = P8, ;V1S5 = P"V1 S5 := P{S;
De méme avec @ :
QP = Q™Vs = Q™S /5V18 = Q"V1Ss == QT Ss
Cela démontre donc les égalités dans (|10)). O

On peut remarquer que ® et V5 ne commutent pas, cependant ® et S5 commutent (d’ou
lintérét du scaling pour conclure la preuve) :

®Ss = S5 (11)
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Démonstration. On a pour w € Cet d >0ett>0:

Ss®(w)(t) = Ss (2 sup w(s) — w(t>) =0 (2 sup w(s) —w <6t2>>

0<s<t 0<s<t/52

t s t t
oS, H=®|ow| = | ) =2 w(=)—odw(—=)=6[2 _
ottt ( v (52>> 0zast <52) v (52> < osig/ﬁw(s) v (52>>
Cela prouve donc I'égalité ((11)). O

e Montrons enfin I’égalité clef qui permettra de terminer la démonstration :

V6 >0: P{d=Q) (12)

Démonstration. On a les égalités suivantes pour § > 0 :

Pgs(I) = P115’5<I> (par la premiére équation avec x = 1)
= P ®Ss (par la relation de commutation (1))
= Q1S5 (par le théoréme de Pitman discret démontré : Pl ® = Q7)
= Qg (par la deuxiéme équation avec = 1)

O

e Enfin, en prenant 6 — 0 en suivant la décroissance 0 := 1/y/n, on a par le théoréme 3
les convergences faibles suivantes :

P} = P (mesure de Wiener)
Q% = Q° (mesure de Bessel)
Puis par le lemme 2 de théorie de la mesure :

P{® — P9
Q = Q°

Comme on a I’égalité pour tout § > 0, on en déduit par égalité des limites :

PO(P _ QO

On a donc démontré le théoréme de Pitman sous sa forme générale. O
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3 Transformation de Pitman

Dans la section 2.4, on a établi le théoréme de Pitman sous la forme :

<2 sup By — Bt> = Bes(3)"
£>0

0<s<t

Par symétrie du mouvement brownien et par le fait que sup(f) = —inf(—f), le théoréme de
Pitman peut s’écrire sous la forme :

(Bt—2 inf BS) L% Bes(3)°
0<s<t >0

Pour établir le théoréme de Pitman sous sa premiére forme, on avait considéré la transformation
de Pitman @ C’est cette transformation que l'on va étudier dans la suite.

Cette transformation est étudiée dans l'article principal du stage [I] de Biane, Bougerol et
O’Connell sous la forme associée & la deuxiéme écriture du théoréme de Pitman ci-dessus.
Pour se conformer a la forme choisie dans 'article [I], on étudiera donc dans la suite la
généralisation de la transformation de Pitman sous la forme :

d: C—C

w— (w(+) — 2infocs<. w(s)) (13)

3.1 Définition de la transformée de Pitman et propriétés fondamentales

Soit V un espace vectoriel et V'V son dual. Soit a € V et oV € V'V une forme linéaire telle
que a¥(a) = 2. On définit la transformée de Pitman ci-dessous.

Définition 6 (Transformée de Pitman). La transformée de Pitman notée &, est définie sur
I'ensemble des chemins continus 7 : [0,7] — V tels que 7(0) = 0 par la formule :

Par(t) =7(t) — Oiggfgt a” (m(s)) a

On remarque que £, dépend du choix du couple (a, ) mais on notera &, pour la
simplicité d’écriture et on considérera que a est donné tel que a¥(a) = 2.

N

4

Remarque 6. Danslecasou V := R
avec o ;= 1 et ¥ := 2 on retrouve

que A est la transformation de Pit-
man ([13) apergue en section 2 sous

son autre forme. Notons aussi que
Ieffet sur un chemin de la transfor-

mation de Pitman sous sa nouvelle
forme (L3 n’est pas le méme que pour

la forme @ Par exemple, si Z, := 0
X — 2info<p<p Xi le nouveau tracé

de la figure 4 est donné par la figure -1

ci-contre.
FIGURE 5 —

Effet de la (nouvelle) transformation de Pitman sur la

chaine de Markov (X))
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Proposition 5. Soit v € V.. On définit la réflexion par rapport a o par : s4(v) :=v—a"(v)a.
Alors on a pour le chemin 7w(t) :=tv :

{@Oﬂr =7n sia¥(v) >0

Pom = sqm si ¥ (v) <0

Démonstration. Par définition : P,7(t) := 7(t) — info<s<; ¥ (m(s)) a. On note qu’ici :
a’ (m(s)) = a" (sv) = sa’(v)

e SiaV(v) >0, alors on a :

inf oY (7(s)) =a(v) inf s=0 et donc Por =7
0<s<t 0<s<t

e Si aV(v) <0, alors on a :

inf oV (7(s)) = inf a”(v)s=a"(v)t et donc P,m = s,7
0<s<t 0<s<t

O]

Proposition 6. La transformée de Pitman satisfait les propriétés suivantes :
(i) Pour tout A > 0, la transformée de Pitman associée a ()\a, %) est égale a la transformée

de Pitman associée a (o, ).
(it) On a ¥t € [0,T] : ¥ (Pym(t)) > 0 et de plus :

Por =1 & Vte[0,T], a”(r(t)) >0

(ii1) La transformée de Pitman est idempotente : Po Pom = Py.
(iv) @ Soit 7 : [0, +oo[— V un chemin, alors :

- ogi?iT a’(7(t)) € [0,a” (Pan(T))]

e Réciproquement, si on se donne un chemin n tel que n(0) = 0 et tel que " (n(t)) > 0
Vt € [0,T) et que l'on se donne z € [0, (n(t))], alors il existe un unique chemin w tel que :

Pom =1
r = — infOStST Oév (W(t))

De plus, ce chemin est donné par la formule :

7(t) = n(t) — min (x inf oV (n(s))> ! (14)

t<s<T

On peut voir cette formule comme une formule d’inversion de Pitman due & Biane-Bougerol-

O’Connell dans [1)].

(t) —info<s<t @V ((5)) o

Démonstration. (i) On a par définition d’une part : &, ovy7(t) := 7
ﬂ)ﬂ'(t) = 7(t) — infocs<r 3 (m(s)) Aa = w(t) — info<s<t @V (m(s)) cv.
X

Et d’autre part : 90(1

D’ott le premier point.
(ii) Soit ¢ € [0, T, par définition P,7(t) :

= 7(t) — info<s< ¥ (7(35)) .
Donc par linéarité de a" et le fait que a¥(a) =

2:

o’ (Pam(t)) = o’ (7 (t)) - onf a’ (n(s) a’ (a) = a’(n(t)) - 2, It a’ (m(s))
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Comme 7(0) = 0 on a a¥(7(0)) = 0 par linéarité. Dot :

Oigr;fgt a(n(s)) <0 (15)

En particulier :

a’ (Pam(t)) = o’ (n(t)) - QOngfStOév (m(s)) = a¥(n(t)) — onf a’ (m(s)) - onf a (m(s))

>0 >0

Donc on a bien :
Vte[0,T]: a¥ (Pur(t)) >0

Montrons maintenant 1’équivalence :
(=) Si Pom =, alors : w(t) — info<s<t @ (7(s)) @ = 7(t). Donc on a :

(o () a o

Puis comme « n’est pas le vecteur nul (sans quoi on ne pourrait avoir o¥(a) = 2), il vient :

. Vi _
Og;fgta (m(s)) =0
Donc on a bien : Vt € [0,T]: aY (n(t)) > 0.
(<) Sivte[0,T]: «¥ (m(t)) > 0, alors : info<s<t @V (7(s)) =0 car «" (7(0)) = 0. Donc :
_ o v _
Par(t) =m(t) ngéta (m(s)) a = n(t)
Ce qui démontre le point (ii).
(iii) Par le point (ii) : ¥ (P,m(t)) > 0, puis par 'équivalence du point (ii) appliquée avec
P, ala place de 7 :

PP = Pyt
(iv) ¢ On a vu grace a que — info<i<r @¥(7(t)) > 0. Comme de plus :

a’ (Pan(t)) = a’(x(t)) - 20i§gfﬁav (m(s)) = o (m(t)) - ot a’ (m(s)) - onf a’ (m(s))

>0

On obtient donc :
o’ (Pam(T)) = —OgilgéTOév(ﬂ(t))
Ainsi, on a bien :
- nt a"(n(0) € [0.0" (Zun(T))

e Soit m un chemin, on définit :

N = Pym
On définit également z := — info<i<p V(7 (t)) et to :=sup{t >0 | &"(7(t)) = —x}
O Sit > tg, alors on a info<s<; ¥ (7(s)) = —z et de plus :
a' (n(t)) = a’ (Pan(t))
_ Vv o s v
= a¥(n(1) ~ 2 int_ a” (x(s))
=a’(n(t)) + 2z
=z

+ oV (7w(t)) + 2
N —’

>0 par déf. de =
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Donc Vt > tg: " (n(t)) > z et ainsi :

> : 1 1 v =
YVt > tp: min (x,tglglnga (n(s))) x (16)
Comme Z,m =7, on obtient ainsi pour ¢ >ty :
— 1 v g
m(t) = jinf o (7(s)) o =1(t)

7(t) = n(t) — xza (par définition de x)

7(t) = n(t) — min <x, inf oV (n(s))) o (par (16))

t<s<T

& Sit < tg, on pose :

u = inf{szt | oY (7(s)) = inf oY (w(v))}

0<v<t

Donc t < u < ty et en remarquant que :

a’(m(u)) = ot a’ (m(v)) = odnt a’ ((s)) (17)
On obtient :
a’ (n(w) = a’ (Pam(u))
= a¥(n(u) -2, inf_a” (x(s)
= —a’(m(u)) (par (17))
=— oigrql,fgt o (m(v)) (a nouveau par (L7))
On a donc :

inf oY (n(v)) < — inf o¥(r(v)) <z

t<v<T 0<v<t

Par ailleurs, pour v > ¢, on a :

a’ (n(w)) = a”(r(v)) =2 inf oV (7(s)) =a’(x(v)) — inf a"(7(s))— inf o (7(s))

0<s<vw 0<s<v 0<s<v

>0
D’ou oV (n(v)) > —info<s<y @Y (7(s)) et ainsi :

. \Vi o Y
A0k ot (n(v)) = = inf o (n(s))

D’ou finalement :

Vit <to: w(t) =mn(t) — min <m’t§i?£T o (n(s))) «

On a donc montré que si un tel chemin 7 existe, alors il est nécessairement donné par la
formule . Cela démontre donc 'unicité.

Pour l'existence, il suffit de prendre =« écrit comme et en disjonctant les cas comme
ci-dessus, on retrouve bien par les mémes calculs que :

P =1
x = —infoci<r V(7 (1))
Ce qui termine la preuve de la proposition. O

Remarque 7. Cette formule d’inversion de Biane-Bougerol-O’Connell sera particuliérement
utile ultérieurement pour définir une généralisation aux opérateurs de Littelmann.
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3.2 Relations de tresse pour la transformée de Pitman

Dans cette sous-section, on s’intéresse particuliérement a la composition de transformations
de Pitman sous forme de tresse (c’est a dire de la forme &2, 3%, ---). Ce nom de "tresse"
est directement issu de la théorie des groupes de tresses. On peut aussi noter que les groupes
de tresses ont des relations trés étroites avec les groupes de réflexions. Ces derniers seront aussi
exploités ultérieurement dans ce mémoire.

Notations et hypothéses : On considérera pour les théorémes suivants de cette sous-section :

a,BeVeta’,BY eV tels que a¥(B) <0et 8Y(a) <0

De plus, par le point (i) de la proposition 6, on peut quitte a faire un changement d’échelle,
supposer que :

a’(B) = B"(a)

qui ne change pas &, et 3. En effet, on a &, ov) = @(M avy avec A= gzg; et de méme
LAY
_ — BY(a)
@(/375\/) = @(Xﬂy%) avec )\/ = oV (B)"
On utilisera en outre les notations :
1 1
pi=—50"(8) = —587(a) ; X(s) = a’(n(s)) et Y(s) := B*((s))

n—1
- _ i A () (g,
(PaPsPoJn(t) =nlt) = _ inf <X;E(p)z (81)>a
n termes =
n—2
_ : : (i+1) (.
ogsn_fslfgsogt (io T2 (8’)> &

ot : Z®) = X si k est pair et Z®) =Y sik est impair. Avec les Ty, qui sont les polynomes de
Tchebychev définis par : To(x) =1, Ti(x) := 2z et Vk > 1: Tpi1(x) := 22Ty (z) — Tp—1(x).

Remarque 8. Les polynémes de Tchebychev satisfont ’égalité classique :

sin((k +1)0)

Ti(cos ) = Sn(0)

(18)

En particulier, sous nos hypothéses sur p et n, on a :
Vk € [0,n—1]: Tr(p) >0
On démontre maintenant le théoréme 5. Pour cela on aura besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 5. Soit X : [0,t] = R fonction continue telle que X (0) = 0.

On pose to :=sup{s > 0 | X(s) = info<y<s X(u)}. Alors, pour tout u <ty :

inf (X(s)—Q inf X(w)> = — inf X(v) (19)

u<s<t 0<w<s 0<v<uy

Démonstration. Soit u < tp, on pose r:=1inf{s > u | X(s) = info<,<, X (v)}.
Donc u < r <ty et on remarque que :

X(r)= inf X(v)= inf X(v) (20)

0<v<uy 0<v<r
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On obtient donc :

X(r)—2 inf X(w)=— inf X(w) (par [20))
= — inf X(v) (& nouveau par (20))
0<v<u

Puisque u < r < tg, on a donc :

inf <X(s) —2 inf X(w)) < X(r)—2 inf X(w)

u<s<t 0<w<s 0<w<r
Et ainsi :
inf [ X(s)—2 inf X < — inf X 21
it (X6 -2, X(w)) <t X0 2

Par ailleurs, pour s > u :

X(s)—20§13fSSX(w) = X(s) _oglgfng(w)_oglgfng(w)

>0

D’ot 'on obtient :
X(s)—2 inf X(w)>— inf X(w)
0<w<s 0<w<s

Et en rappelant que si A C B alors infg f <inf, f on obtient :

X(s)—2 inf X(w)>— inf X(w)

0<w<s 0<w<u

D’ou finalement :

inf [ X(s)—2 inf X >— inf X 22
oL ( (s) =2 nf <w>> z -~ dnt X (22)
Donc en réunissant les inégalités et , on obtient I'égalité annonceée. O

Lemme 6. Soient X etY deux fonctions continues telles que X (0) =Y (0) = 0. Alors :

it [X e i ve] = e X+t X002, 0 X+ e (Voo + e x)] 2

Démonstration. Le terme de gauche peut se réécrire : I := info<y<s<¢[X(s) + Y (u)].
On pose ty comme dans le lemme précédent :

to == Sup{s >0| X(s) = inf X(s)}

0<u<s

On obtient donc par disjonction des cas :

szfK inf Y(u)+X(to)) : <0<t02%f<s<t(X(s)+Y(u))>} (24)

0<u<tp

On note J le terme de droite dans I’égalité & démontrer. On peut réécrire :

J = X(to) + inf [X(s)—2 inf X(u)+ inf <Y(u)—|— inf X(v))}

0<s<t 0<u<s 0<u<s 0<v<u

= X(to) + inf [X(s) —2 inf X(w)+Y(u)+ inf X(v)]

0<u<s<t 0<w<s 0<v<u

= inf(A; B)

Avec :
A:= inf (X(to) +X(s) =2 inf X(w)+Y(u)+ inf X(v)>

0<u<s<t 0<w<s 0<v<uy
u<tq
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Et :

B := toglungfsgt <X(t0) + X(s) —2 Oglgfng(w) +Y(u)+ OSIII};LX(U)>
& Siu < tp: par égalité du lemme 5 :
o, (X0 =2, nf X)) = = nt X0

& Siu >t infocy<s X(w) = X (tp). D’ou finalement :
J = inf(A; B)

:inf[ inf (X(to)+Y(u) ; inf <Y(u)+ inf X(s))}

0<u<ty to<u<t u<ls<t

:inf[< inf Y(u)+X(to)> : < inf (X(s)+Y(u))>}

0<u<to 0<to<u<s<t
=1 (par (24))
Ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Démonstration du théoréme 5 :

On démontre le résultat par récurrence sur n en distinguant le cas n pair du cas n impair.

: Pour n = 1 le résultat est clairement vrai en notant que la somme associée a [ est
vide donc nulle. En particulier comme Ty(p) = 1 et Z(0(s9) = ¥ (n(sg)) on retrouve bien la
transformée de Pitman.

: On suppose le résultat vrai au rang n. Démontrons qu’il reste vrai au rang n + 1. On
suppose tout d’abord que n est pair. On a alors :

PPy Py = P3Py Py Py
n+1 termes n tgrrmes

De plus : a¥ (Pa7(s)) = a¥(7(s)) — 2info<y<s @ (7(u)). Donc avec la notation X :
¥ (Pam(s)) = X(s) — 2oini; X (u) (25)
De méme pour 3Y (P,7(s)) = BY(7(s)) — 2info<y<s o (m(u))BY (), avec la notation Y et p :
B (Far(s) = V() +2_inf X(u) (26)

Par hypothése de récurrence au rang n, on obtient :

PP P m(t) = (PsPaPs ) (Par(t))

n+1 termes n termes
n—1 .
=7(t) — Oigr;fth(s)oz - Ogsn_ligfgsogt (Z Ti(p)ng)(Si)> o
ns
_ ogsn,fjgfssogt (izo Ti(p)ngrl)(Sz’)) B

Ou l'on a posé, grace a et :

20(s) = X (s) — 2info<u<s X (u) pour ¢ pair
“ Y (s) + 2pinfo<y<s X(u) pour i impair

Le coefficient devant « dans ’expression précédente est égal & :

Ho == int (X ()= inf [T X () 2 ink. To(s)X () + jnk (T) + inf Tolp)X(0)
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ou I' est donné par :

— . . (1 _ .

T(u) := T1(p)Y (u)+2pT1(p) ot uX(v)+0§un_11£f“§u2gu <Z Ti(p) 28D (u; ) To(p) oinf X(v)

Que l'on peut réécrire par relation des polyndémes de Tchebychev :
n—1

o : : TVAQIE
D(u) = Ty(p)Y (u) + To(p) inf X(v)+ -~ iof (Z Ty(p) 2 (uz)>
1=
Par I'égalité du lemme 6, on peut réécrire H, en :
H, =— og;fgt <T0(p)X(s) + Oégfgsl“(u)> (27)

Prouvons maintenant par récurrence sur k que :

2k
- _ ] . (&) (4
Ha 0§u2k§}~n§fu1ﬁuo§t (z;TZ(p)Z (Ul) + Wk(U%_l)>
7=
ou l'on a posé :
n—1
. AYAQI
Wi(o)= . _ W (% Ti(p)Z{ (uz))
1=

La formule est clairement vraie pour k = 1 par ’équation ([27)).

Supposons que la formule est vraie au rang k et démontrons la au rang k£ + 1. On a par
hypothése de récurrence :

2%k
= 70 (4.
Ha  0<ug<- Hiful<u0<t (2; Ti(p) Z*™ (us) + Wk(UZk—1)>

%1
S Ti(p)Z2D(wi) + inf  To(p) 2P (v) + A

0<v<ugr—1

= — inf
0<ugk—1<--<ui<uo<t

Avec :

0<v<ugp_1 0<z<v

A:= inf (Tgk(p)X(v) — 20§igfgv Tor(p) X (w) + inf (Rk(z) + OSiI;sz Tgk(p)X(T)>>

ot I'on a posé :

n—1
Ry(z2) = T2k+1(P)Y(Z)+2PT2k+1(P) Inf X(r)+ inf ( Z 2&”(%))— inf To(p) X (1)

<z 0<up—1<--<u <z <r<z
noISTEIRRR S\ =k 2

Par la relation de récurrence satisfaite par les polynomes de Tchebychev :

20Tok+1(p) — Tor(p) = Tor+2(p)

Il vient :

n—1
Bi(2) = Tor1 ()Y (2) + Towt2(p) 1 lnf<ZX(7') T o<u 1<i-]-q£qu+2<z ( > ZY (Uz'))
rTe = =7 \i=2k+2

En appliquant du lemme 6, il vient :

2k—1
H, = — inf ZT )ZD (u;) +  inf (Tgk(p)X(v)—i— inf Rp(z )>]

0<ugp—1 < Sup<t 0<v<ugg—1 0<z<w
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D’ou finalement :

2k+2
Ha = — inf <Z T Uz —|— Wk+1(U2k+1)>

0<ugg42< - <ur1<up<t

En prenant & = n on obtient bien le terme en « de la formule initiale & démontrer au rang
n + 1. Pour le terme en 3, il suffit de remarquer que :
Wa,@&@a .- -7T(t) =L, ygﬁayﬁ e 7r(t)
N——— N———
n+1 termes n termes

La formule au rang n + 1 s’obtient donc directement a partir de celle au rang n.
Le cas n impair se traite de maniére analogue. O

Théoréme 6. Soit a,3 €V et a¥,5Y € VV tels que aV(a) = BY(B) = 2 avec a¥(B8) < 0 et
BY(a) <0 et a¥(B)BY(a) =4cos? (Z). Alors, on a :

PPy P = Py PPy
n termes n t;mes

Démonstration. Soit a¥(8) = 8Y(a) = —2cos (Z) i.e. p = cos (Z). On obtient donc par (18] :

Tnfl(p) = Sm =0

En supprimant donc le terme ci-dessus de la formule du théoréme 5, on obtient :

n—2
. - _ i A () (g,
(PaPsPoJnlt) =nlt) = _ inf (Z% Ti(p)Z (sz)> a
n termes =

Puis, en échangeant les roles (symétriques) de « et 8 on obtient :

 0<sn 2< <so<t (ZT Hl )> b

DY = - i Z+1)
(Z5PaPp- Jult) =m(t)— _ inf (ZT ()] 5
n termes

n—2
- i i O
ogsn_;gf.gs()gt (2; Ti(p)Z (51)> «

On obtient donc I'égalité annoncée : P PPy -+ = PgPo P+ O

n termes n termes

Remarque 9. e On a démontré ce théoréme comme corollaire du théoréme 5. On note que
pour des angles particuliers (dits "cristallographiques") i.e. correspondants a : n = 2,3,4,6,
on peut déduire une preuve de ce théoréme directement de la théorie de Littelmann. On peut
notamment consulter [11] et [I3] & ce sujet.

e SiPon a a¥(B) = BY(a) = 0, alors il vient assez simplement que : P, P = P P,.

En effet :

Pasu(t) = Za () - ut5(x()8) 0

0<s<

= (6) = it A (n(e)3 - int [ ()~ int " (n()5)

0<s<t 0<s<t 0<u<s
—(t)~ it 8"(x(s))3 ~ inf a"(x(s)a (car a¥(8) =0)
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Par symétrie des roles de « et 3, le calcul analogue donne :

Py Pom(t) =m(t) — inf a'(w(s))a— inf BY(n(s))B

0<s<t 0<s<t

D’ou : @ow@ﬂ == ‘@B‘@a' ]

3.3 Transformation de Pitman et groupes de Coxeter

On va maintenant généraliser la transformation de Pitman en I’associant & s € S o1 S sera
un ensemble de réflexion générateur d’un groupe de Coxeter.

Définition 7. Un groupe est dit de Coxeter s’il admet une présentation de la forme :
(s1,-++,8n | (sis;)™"7)

avec : S
mij =my; € (IN\{0,1}) U{oo} sii#
m;; = 1 sinon
(sis;)°° signifie qu’il n’y a pas de relation entre s; et s;

Définition 8. Un groupe de réflexions (réelles) est un sous-groupe de O(V') (le groupe ortho-
gonal d’un espace euclidien V') engendré par des réflexions.

Théoréme 7. Tout groupe fini de Coxeter est un groupe de réflexions (réel).

Démonstration. On ne fait figurer ici qu'une démonstration-résumée. Une preuve compléte se
trouve dans [I5] (§68 chapitre 5) et [16].
Soit G un groupe de Coxeter, on munit V = R#S d’une forme bilinéaire symétrique définie
par :
B: R# xR* — R
(ei,€5) — —cos(#ﬂ_)

On construit ensuite 'application :
¢: S — GL,(R)
de la maniére suivante : pour tout i, € [1,n]

©(si)(ej) = e — 2B(ei, €))e;

On montre que les ¢(s;)¢(s;) sont d’ordre m; ; et par propriété universelle qu’on a bien un
morphisme étendu & G :
¢: G — GL,(R)

On obtient ainsi une représentation linéaire du groupe G, on montre enfin qu’elle est fidele
(donc injective) et ainsi on obtient que ¢ réalise un isomorphisme de G sur ¢(G) qui est un
groupe de réflexions réel.

O

Remarque 10. La réciproque du théoréme précédent est vraie, mais la preuve est assez
longue. Elle utilise entre autres un théoréme de Matsumoto et 'ordre de Bruhat-Chevalley.
On en trouvera une preuve dans [14].

Exemple 4. Les groupes symétriques &, et diédraux D, sont des exemples classiques de
groupes de Coxeter.

On notera dans la suite W un groupe de Coxeter i.e. généré par un ensemble fini de
réflexions S d’un espace vectoriel réel.
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Définition 9 (Racine et transformée de Pitman pour s € 5).
e Soit s € S, on note as € Vet o) € VV tels que :

5:= 84, est la réflexion associée & ay i.e. s(v):=v—a)(v)as
Ainsi, g est appelée racine simple associée a s € S et ) est appelée coracine.
e On notera & la transformation de Pitman associée a la paire (ag, ) i.e :
P, :=m(t) — inf o)(7(u))a
c=(t) — inf o (x(u))a,
Remarque 11. e Par les résultats des sections précédentes les (), g forment une repré-
sentation du monoide généré par les idempotents satisfaisant les relations de tresses.

e Ce type de monoide est trés utilisé dans la théorie des algébres de Hecke dans le calcul des
orbites de Borel (voir [I7]) ot ces monoides sont appelés monoides de Richardson-Springer.

Définition 10 (Longueur d’un élément d’un groupe).

e Soit W un groupe noté multiplicativement d’élément neutre 1 et S un sous-ensemble gé-
nérateur de W tel que S~ = S et 1 ¢ S. Tout élément de W est produit d’une suite finie
d’éléments de S.

e Soit w € W, on appelle longueur de w (par rapport & S) et 'on note Ig(w) (ici plus simple-
ment [(w)) le plus petit entier ¢ > 0 tel que w soit produit d’'une suite de ¢ éléments de S.

e Ainsi 1 est 'unique élément de longueur 0 et pour tout s € S : I(s) = 1.

Proposition 7. On a les propriétés suivantes pour la fonction longueur, pour tout w,w' € W :

Démonstration. On pourra consulter [I5] (chap 4, §1, page 9). O
Pour un groupe de Coxeter, on a d’avantage d’informations sur la fonction longueur :

Proposition 8. Soit (W, S) un groupe de Cozeter et soit s € S et w € W. On suppose qu’une
décomposition réduite de w est :
w = 81 o e Sq

Deux cas seulement peuvent se produire :

a) l(sw) = l(w) + 1 et sw = ss1--- 54 est une décomposition réduite de sw.

b) l(sw) = l(w) — 1 et il existe un entier j tel que 1 < j < g tel que sw =1+ Sj—15j41- - Sq
est une décomposition réduite de sw et que la suite ss1---5;_18j41 - 84 est une décomposition
réduite de w.

Démonstration. On pourra consulter [I5] (chap 4, §1, proposition 4 page 15). O

Proposition 9 (Matsumoto).
Soit M un monoide (avec élément unité 1) et soit f : S — M une application. On note m(s, s')
lordre de ss' ou s,s' € S. On pose en outre :

Si Uon a Vs, s € S :a(s,s') = a(s,s), alors il existe g : W — M telle que g(w) =
f(s1)--- f(sq) pour tout w € W et toute décomposition réduite de w = sy - - - s4.

Démonstration. On pourra consulter [I5] (chap 4, §1, proposition 5 page 16). O
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Proposition 10. e L’opérateur P, --- Ps, ol w = s1--- 54 avec q := l(w) dépend unique-
ment de w et ne dépend pas de la décomposition réduite choisie pour w.

e On notera et définira donc cet opérateur par &y, dont la bonne définition est assurée par
cette proposition.

Démonstration. On a définit précédemment I’application :

L. S—M
s — A,

ou I'on note M le monoide des applications continues a valeurs dans V i.e. M := (C ([0,T],V) , o, id).
En effet, M est bien un monoide puisque :

fegeC([0,T],V)

Vf,9.h€C([0,T],V) : § fo(goh)=(fog)oh

foid=idof=f
On peut appliquer ici la propriété de Matsumoto (proposition 9) ici en prenant f = & car
Vs, s € S :a(s,s’) = a(s,s) en vertu du théoréme 6. Ainsi, il existe g : W — M telle que
g(w) = Py, --- Ps, pour tout w € W et toute décomposition réduite de w = s1---s4. Cela
signifie donc que P, --- P, dépend uniquement de w et que I'on peut définir la transfor-

mation de Pitman &, := P, --- P, qui ne dépend donc pas du choix de la décomposition
réduite. u

e On définit maintenant le demi-espace fermé Hg pour s € S par :

Hy:={veV|al(v) >0}

Proposition 11. Soit w € W, on pose :
Ly:={seS|l(sw)<l(w)}
Ry :={se S| l(ws) <l(w)}
Alors, on a les trois conséquences suivantes :

o Pour tout chemin w, Py, reste dans le cone convexe ﬂ H,.
SELw

e Ona:VselLy,: PP, =P,
e Ona:Vs€ Ry: PPy =P,

Démonstration. e Soit s € S telle que : [(sw) < I(w), alors d’aprés la proposition 8, on se
retrouve dans le cas (b) et donc w posséde la décomposition réduite :

wzssl"'Sk

Donc &, = PPy, -+ P

de la proposition 6 :

et ainsi Py = Ps (Ps, - -+ Ps,m) € Hy car d’aprés le point (ii)

Sk

vt € [0,T), o (P (P, - P, 7(t)) >0

Ainsi on a bien &, qui reste dans ﬂsELw H,.
e On a de plus :

P Pyt = PP (Ps, -+ P, T0)
=P (Ps, -+ P, m) (par idempotence, point (iii) de la proposition 6)
= ,w']'['

Donc on a bien Vs € Ly, : PPy = Pyr.
e De maniére analogue, si l(ws) < [(w) alors Vs € Ry, : Py Psmw = Py O
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Gréce a cette précédente proposition, on peut énoncer le corollaire suivant faisant intervenir
une chambre de Weyl dont nous préciserons la définition et les propriétés ultérieurement.

Corollaire 1. On suppose W fini et wy le plus long élément (au sens de la fonction lon-
gueur) dans W. Alors 2, prend ses valeurs dans C := (,.q Hs (chambre de Weyl fermée
fondamentale). De plus, Z,, est idempotent et ;

Vw €W+ Py Py = Py P = Py

Démonstration. Comme W est fini, on peut définir wg := argmax,cyl(w) I’élément de lon-
gueur maximale. Donc Vs € S : [(swp) < l(wp) (le cas d’égalité ne peut se produire car sinon
s =1d). D’ott Ly, = S et par la proposition 11 : &, 7 reste dans (\,cg Hs = ﬂsELwO H,.

On a de plus par la proposition 11 :

VseS: PPy, = PuwygPs = P (28)
Donc si w = s1 - - - 54 (décomposition réduite), il vient :

e@wr@wo :931"'9&1,1 (f@sqe@wo)
=Py - Ps, 1 Puy (par )
= Pu, (par en itérant)

De méme, Vw € W : Py, Py = Py, et en particulier Py, Py, = P, €t donc 'idempotence
de Pyy,. ]
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4 Opérateurs de Littelmann et transformation de Pitman

Dans toute cette section, on supposera que V est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (-, ) qui le rend euclidien. On supposera en outre que o, a € V vérifiant la relation :

on

a= 2W (29)

On définit dans une premiére sous-section les opérateurs de Littelmann et leurs premiéres
propriétés. On s’attachera ensuite dans les sections suivantes & explorer les liens entre ces
opérateurs et la transformation de Pitman.

4.1 Définition des opérateurs de Littelmann et propriétés fondamentales

e On note IT 'ensemble des chemins 7 : [0,1] — V linéaires par morceaux tels que 7(0) = 0.
e Pour deux chemins 71, w9 € II, on définit la concaténation 7 := 71 * w9 par :

0 m(2t) si 0<t<i
m(t) :=

m(2t — 1) +mi(1) si 3 <t <1
e On considére la fonction d’évaluation de 7 sur a¥ (coracine) :

he: [0,1] — R
t— ho(t) := (m(t), ")

e On définit le minimum de la fonction d’évaluation par :
me = min {hy(t) | t € [0,1]}

Définition 11 (Opérateur de Littelmann e,).

e On considére w € II, 'opérateur de Littelmann e, envoi un chemin 7 sur un autre chemin
eq(m) dont la construction est détaillée ci-dessous.

e On pose t; := min{t € [0,1] | ho(t) = mq} le premier instant ot le minimum de la fonction
d’évaluation est atteint.

e On pose tg € [0,t1] tel que £ est le moment maximal dans [0, ¢1] oi 'on a :

e On découpe ensuite 'intervalle [t,?;] en :
to:=80 <81 < - <8 =:171

en fonction d’instants s; ou les deux cas suivants peuvent se produire :

(1) ha(si_l) = ha(Si) et Vt € [Si—lasi] : ha(t) > ha(si_l).

(2) hq est strictement décroissante sur [s;_1, ;] et V¢ < s;_1 : ha(t) > ha(si—1).
e On pose s_1 :=0 et s,41 := 1 et 'on définit pour tout i € [0, + 1] :

TFi(t) =T (51;1 + t(Si — Sifl)) — 7T(Sl',1)
Clairement par construction on a donc : @ = g * « -+ * Tpyq.
On peut maintenant expliciter ’opérateur de Littelmann ¢, :
e Simg > —1: on pose eq(m) := 0.
e Simg < —1:on pose ey (m) :=m*knp %+ %Ny k Tpy1 AVEC :

) mi sihq se comporte dans [s;_1,s;] comme en (1)
i Sa(m;) si hy se comporte dans [s;_1, s;] comme en (2)
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FIGURE 6 — Opérateur de Littelmann e,

Sur la figure ci-dessus, le chemin en bleu foncé est le chemin e,m obtenu en appliquant
I'opérateur de Pitman sur un chemin 7 en noir.

Remarque 12. Par définition de tg le vecteur « sur la figure satisfait :
(@, a") = (r(to),a") = (m(t1), ") =1

Donc comme % est colinéaire a aV, il existe = tel que 4@ = zaV, I'égalité précédente donne
b 7

donc : x = W et ainsi :

aV 1
=== 30
“ (av,aV) 2 (30)

Ou la deuxiéme égalité est notamment obtenu par la relation .
La définition de 'opérateur de Littelmann f, est similaire :

Définition 12 (Opérateur de Littelmann f,).

e On considére w € II, I'opérateur de Littelmann f, envoi un chemin 7 sur un autre chemin
fa(m) dont la construction est détaillée ci-dessous.

e On pose tg := max {t € [0,1] | ha(t) = my} le dernier instant ou le minimum de la fonction
d’évaluation est atteint.

e On pose t1 € [to, 1] tel que t; est le moment maximal dans [tg, 1] oi 'on a :

ha(t) > mq + 1Vt € [t1,1]
e On découpe ensuite l'intervalle [to,¢1] en :
to:=80 <81 << 8§ =171

en fonction d’instants s; ou les deux cas suivants peuvent se produire :
(1) ha(si—l) = ha(si) et Vt € [si_l,si] : ha(t) > ha(si_l).

(2) hq est strictement croissante sur [s;_1, s;] et V& <'s; : ho(t) > ha(s;).
e On pose s_1 :=0 et s,41 := 1 et 'on définit pour tout 7 € [0,r + 1] :

mi(t) :=m (-1 + t(si — si—1)) — 7(si—1)

Clairement par construction on a donc : ™ = g * -« - * Tp41.

On peut maintenant expliciter 'opérateur de Littelmann f, :
® Si hy —mg < 1:on pose fo(m) :=0.

® Sihg—mg>1:0npose folm):=mp*ng % %1y % Tpp1 aVec :

{m si hq se comporte dans [s;_1, s;] comme en (1)
mi =

Sa(m;) si ho se comporte dans [s;_1, s;] comme en (2)
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FIGURE 7 — Opérateur de Littelmann f,

Sur la figure ci-dessus, le chemin en orange est le chemin f,m obtenu en appliquant ’opé-
rateur de Pitman sur un chemin 7 en noir.

Définition 13 (Chemin dual).
On définit 7* le chemin dual de 7 par :

7 (t) == m(1l —t) —m(1)

Lemme 7 (Propriétés élémentaires des opérateurs de Littelmann).

a) Sim(0) =0, alors m*(t) = w(t).

b) On a : (fom)* = eqnm™ et (eqm)* = for*.

c) Sieqm # 0, alors eqm(1) = 7(1) + « et si fom # 0, alors for(1) =7(1) — .
d) Les opérateurs e, et fo sont inverses l'un de Uautre :

Si eqm # 0, alors foeqm =7 et si fom # 0, alors eq fom = 7.

e) On a les équivalences :

enr=0n>m et filr=0sn> ((r(1),a") —ma)

Démonstration. a) On a par définition du chemin dual : 7**(¢ ) ™1 —t) — 7*(1). Or, a
nouveau par définition du chemin dual et par le fait que 7(0) =

(1) = 7(0) = =(1) = —m(1)

Puis encore par la définition :
() =7(t) —m(1) + 7(1) = 7 (¢)

b) On a bien (fom)* = eqm™ et (eqm)* = fom* par les définitions respectives des opérateurs de
Littelmann.
c¢) Par construction de e, le point e,m(1) est obtenu & partir du point 7(1) par translation
de vecteur 24 en résultant des symétries successives effectuées sur chaque partie du chemin.
Donc en vertu de (30)) :

eam(l)=m(l)+2t0=7(1)+

On procéde de méme pour f,7(1) obtenue a partir de 7(1) par translation de vecteur —24.
d) On a bien les inverses I'un de I’autre par définition des opérateurs puisque chaque partie du
chemin ot il y a une symétrie pour un des opérateur, va subir également une autre application
de la méme symétrie lorsqu’on applique le deuxiéme opérateur, et comme s2 = id, on retrouve
bien le chemin initial. On peut s’en convaincre visuellement grice aux ﬁgures 6et 7.
¢)Onaelr=0 = eq (el '7) =0. Or ean = 0 < mq(n) > —1. Autrement dit, comme :

«

min {(eq7(t),a") | t € [0,1]} =mq +1
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On obtient par récurrence immédiate :

min {(epm(t),a’) |t €[0,1]} =mq +n (31)
Donc si n > |myl, on a : ma(e217) > —1 et donc e = 0.
1 n—1

Réciproquement, si e = eq (2 'm) = 0, alors mq (el 'm) > —1 et donc nécessairement par

tme| < n.

Plus simplement, ce point peut étre résumé en disant qu’a chaque itération de 'opérateur de
Littelmann e, on décale le minimum par translation de %a, puis on conclut sur la définition
de nullité donnée dans la définition des opérateurs.

On procéde de la méme maniére pour f, par translation successives de —%a. O

4.2 Relation entre transformation de Pitman et opérateurs de Littelmann

On assimile dans cette sous-section la forme linéaire oV (-) a la forme linéaire (-,a") de la
sous-section précédente ot a¥ € V.
Par le point (iv) de la proposition 6, on peut définir des opérateurs de Littelmann généralisés
par :

Définition 14 (Opérateur EZ).

Soit 7 : [0,7] — V un chemin continu tel que 7(0) = 0 et x € R. On définit EXm comme
I'unique chemin (grace & (14)) tel que :

e Si —2aY(m(T)) 4+ 2info<i<r ¥ (7(t)) <z < —2info<i<r V(7 (t)) :

P Er =P E
E’m est I'unique chemin tel que : va o't o \(/ y

oY (Ein(T)) = o¥(n(T)) +z (E2)
e Sinon EZm = 0.

Proposition 12. On a E%n = 7 et EX*EYn = E& Y7 lorsque Edm # 0.

Démonstration.  On a bien évidement : P, (1) = Py () et ¥ (n(T)) = V(7(T)) + 0 donc
(F1) et (FEy) sont vérifites pour 7 et par unicité du chemin, on a donc : EOm = 7.
e On a bien :

P (EXEYT) = PoEYm (par (Ey) appliquée a ' := EYr)

= Pom (& nouveau par (E))
Et I'on a aussi :
oV (BXEYm(T)) = ¥ (EYn(T)) +x (par (F») appliquée a ' := EYr)
=aY(n(T)) +z+y (&nouveau par (Es))
Donc par unicité dans la définition 14, on a donc : E4 Y = EZEY. O

On considére maintenant les opérateurs de Littelmann pour des chemins paramétrés sur
[0, 7] et non plus [0,1]. On peut alors relier les opérateurs de Littelmann aux opérateurs EZ :

Proposition 13. On a les relations : E2 = e, et E;? = fo .

Démonstration. Montrons tout d’abord la premiére égalité en suivant le schéma des preuves
précédentes : on vérifie que e, 7 satisfait les équations (FE1) et (Fs) puis on conclut par unicité
du chemin E27. On va distinguer les trois cas : t € [0,o], t € [to,t1] et t € [t1,T).

e Pour (Ej), on vérifie que Vt € [0,T] on a : Paean(t) = Pom(t).

& Site0,tp], on a eqm(t) = w(t) par construction. Donc : Ppeqam(t) = Por(t).
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O Sitety,T], on aeqn(t) = 7w(t) + « par le point ¢) du lemme 7 et par construction.
De plus, on a par définition : P,ean(t) := eam(t) — info<s<t @ (e4m(s)) @. Donc comme :

1
- v _ v o v Loviy— s v
ogfgta (eam(s)) —ngéa (m(s) + @) _ogfgta (m(s)) + 5 (@) ngfgta (m(s)) +1

On obtient ainsi :

Poearn(t) =n(t) + o — oiggfgt a’(m(s))a—a = Pur(t)

& Sit € [to,t1], on a par construction :

it a¥(ear(s)) = ¥ (x(t) (32)

En reprenant la construction : tp :=s9 < 81 < -+ < 85 :=1t1 :
Silon at € [si_1,s;], on a par construction (1) et (2) :

inf o¥(n(s)) = a"(n(si_1)) (33)

0<s<t

et 'on a aussi :
eoﬂr(si_l) = TI'(SZ‘_l) +2aY (ﬂ'(to) — 71'(8,'_1)) U= 7T(SZ'_1) +aV (F(to) — W(Si_l)) o (34)

* Traitons tout d’abord le cas ou ¢ € [s;_1, s;] de telle sorte que n; = m; (cas (1)).
Dans ce cas-ci, on a :

eam(t) = eqm(si_1) + [m(t) — m(si1)] = 7(t) + o (7(ty) — 7(si-1)) @
ol la deuxiéme égalité résulte de . Comme de plus on a :

._ o %
Poeam(t) = eqm(t) ogfgta (eam(s))a

=7(t)+a” (7(ty)) o — ¥ (m(si-1))a — oiggfgt a’(eqm(s))a
— (t) — a¥(x(si-1))a (par (52)
Par ailleurs :

Par(t) :==7(t) — oiglgfgt oY (m(s))a

=(t) —a’(n(si-1)) (par (33))

D’ou finalement dans ce cas-ci : Pneam(t) = Pam(t).
* Traitons maintenant le cas o ¢t € [s;_1, s;] de telle sorte que 1; = so(m;) (cas (2)).
Dans ce cas-ci, on a :

eam(t) := eam(si—1) + 8o [T(t) — 7(si-1)]
=eam(si_1) +m(t) — w(si_1) — @’ (7(t) — w(s5-1)) (car so(v) :=v —a’(v)a)

=(t) (par (34))

On en déduit que dans ce cas aussi : Ppeam(t) = Py7(t).

Tous les cas ont été traités et dans tous les cas (E1) est satisfaite par eq.

e Pour (E5), on vérifie que 'on a : o (eqn(T)) = " (7(T)) + 2.

Cela résulte immédiatement du point ¢) du lemme des propriétés des opérateurs de Littelmann :

ean(T) =7(T) + «
Donc par composition :

a’ (eam(T)) = a¥(7(T)) + a’(a) = o” (n(T)) + 2



Donc (E3) est satisfaite pour e,. Ainsi, par unicité du chemin E? vérifiant (E;) et (E2) on a
bien :

2
Ef = eq

Pour établir que E;? = f, on procéde de maniére totalement analogue ou on remarque plus
simplement que I'inverse de E? est E.2 par la proposition 12. Donc d’aprés le point d) du
lemme 7, comme l'opérateur f, est I'inverse de ey, on en déduit que : E;2 = f,. O

On va maintenant s’attacher a établir une relation entre &, et directement I'opérateur de
Littelmann e,,.

Définition 15 (Chemins intégraux ou chemins entiers).
On appelle chemin entier (ou parfois chemins intégrauxE[) un chemin 7 : [0,7] — V tel que :
son point terminal 7(T") est dans le réseau de poids, i.e :

et pour toute racine simple « : info<s<r ¥ (7(s)) € Z.

Proposition 14 (Relation entre transformation de Pitman et e,).
Soit ™ un chemin entier. On note ny le plus grand entier n tel que elm # 0. Alors on a la
relation :

DT = epm

Démonstration.  On a vu par la proposition 13 que : e, = E2 donc e« = E2 ... E2. Puis,
——

N termes

par définition de E2 et (Ey) : P,E2m = P, 7 puis en itérant :

PLE? B rm=PEX E2---E: n)=P, E>---E> «

ne termes (na—1) termes (na—1) termes

Et donc : Zyelem = Pm. Par ailleurs, par idempotence : Py Pom = Py et ainsi Z,m et
eleq vérifient tous les deux (E7).
e Par la proposition 14, on peut écrire : e = E2" et donc par (Fy) :

oY (elen(T)) = oV (B2'w(T)) = ¥ (n(T)) + 2nq

Par ailleurs, par construction de I'opérateur de Littelmann et comme 7 est un chemin entier,
on a :
— inf aY(7(s)) = na (35)

0<s<T

Ainsi, on obtient :

oV (Por(T)) = aV (W(T) inf av(w(s))a>

0<s<T

= a¥(x(1) 2, inf a"(x(s))

=a’(n(T)) + 2ns (par (35))
Donc par ce qui précede : oY (Zom(T)) = oV (elen(T)) = oV (7(T)) + 2n4.

(6%
Donc Z,7 et elem vérifient tous les deux (E7) et (E2). Par unicité, on obtient donc :

— S
PoT = €epom

3. En anglais « integral path ».
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5 Algébres de Lie, Groupes de Lie et transformation de Pitman

5.1 Vocabulaire sur les algébres de Lie, systémes de racines et chambres
de Weyl

Définition 16 (Algebre de Lie).
e Une algébre de Lie sur K = R ou C est un K-espace vectoriel g muni d’une application :
] axg—g
(X,)Y)— [X,Y]

telle que :

1) [-,-] est bilinéaire

2) [Y,X]=—[X,Y] (antisymétrie)

X, Y], Z)+ (Y, 2], X]+ [[Z,X],Y] =0 (identité de Jacobi)
e On dit que deux éléments X,Y € g d’une algébre de Lie commutent si [X,Y] = 0.
e Une algebre de Lie g est dite commutative (ou abélienne) si VX, Y € g: [X,Y] =0.
Exemple 5. Soit g := R> muni du crochet de Lie donné par le produit vectoriel :

[]: axg—9
(@,y) — [z,y] ==z Ay

Ainsi g est une algébre de Lie.

Exemple 6. Soit g := sla(C) muni du crochet de Lie donné par :

] eaxg—9
(X,Y)— [X,Y]:=XY - YX

Ainsi g est une algébre de Lie.

Définition 17 (Sous-algébre de Lie et idéal).
e Une sous-algébre de Lie d’une algébre de Lie g est un sous-espace vectoriel b tel que :

VHy,Hy € bh: [Hy,Hs] €h
e Un idéal d’une algeébre de Lie g est une sous-algébre de Lie b telle que :
VXeg, VHeh: [X,H]€b

Définition 18 (Algebre de Lie simple).

e Une algebre de Lie g est dite irréductible si ses seuls idéaux sont {0} et g (i.e. pas d’idéal
non trivial).

e Une algebre de Lie g est dite simple si elle est irréductible et dimg > 2.

e De maniére équivalente, on peut dire qu’une algébre de Lie est simple si elle est irréductible
et non commutative car les seules algébres de Lie qui sont irréductibles et commutatives sont
de dimension 1.

Définition 19 (Algeébre de Lie semi-simple).

e Une algébre de Lie est dite semi-simple si elle est somme directeE] (finie) d’algebres de Lie
simples.

e En particulier toute algébre de Lie simple est semi-simple.

4. Si g est une algébre de Lie et g1, go deux sous-algébres de Lie, on dit que g est somme directe de g1 et
g2 si g est somme directe en tant qu’espace vectoriel et que VX1 € g1 et VX2 € g2 : [X1, X2] = 0.
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Remarque 13. D’autres définitions équivalentes d’algébre de Lie semi-simple peuvent étre
énoncées dans la littérature. On pourra consulter [I8] pour ces équivalences.

Les algebres de Lie semi-simples contenant donc les algébres de Lie simples, forment une
large famille partageant d’importantes propriétés de stabilités pour le crochet.
Dans ce contexte, on peut définir la notion de racine lorsque sous de bonnes hypothéses sur
une algebre de Lie semi-simple g et une sous-algeébre h munies d’un produit scalaire (-,-) on
souhaite pouvoir écrire le crochet de Lie sous la forme :

VHebh: HX]=(a, H)X (36)

Un tel o garantissant 'existence d’'un X € g non nul tel que l'on ait est alors appelé
racine.

On va d’abord ici définir les notions de racines et systémes de racines indépendamment du
contexte d’algébre de Lie semi-simple dans lequel elles sont utilisées.

Définition 20 (Systéme de racines).

e Un systéme de racines (E, ®, (-, -)) est un espace vectoriel réel de dimension finie F muni d’un
produit scalaire noté (-, -) et muni d’un ensemble fini ® de vecteurs non nuls de E satisfaisant
les propriétés suivantes :

(1) Les vecteurs de ® engendrent F
(2)Sia,fedetceR, alors: ca € P c==+1

(3) Sia, B € @ alors s4(8) € P ot s4(8) == — 2<B’a>a
(a, )
(4)Va,B €®, ona: ) gy
(a,a)
e La dimension de E est appelée rang du systéme de racines.
e Les éléments de @ sont appelés racines.
Remarque 14. ¢ Comme s,(a) = —a on a donc par (3) : —a € ¢ pour toute racine a.

e Dans la théorie des espaces symétriques, on rencontre des systémes satisfaisants (1), (3), (4)
mais pas (2) : ils sont appelés systémes de racines non réduits.

e Dans la théorie des groupes de Coxeter, on rencontre des systémes satisfaisants (1), (2), (3)
mais pas (4) : ils sont appelés systémes de racines non-cristallographique.

B
T { p
ot w3
E /)
€ > € > o &
h 4 W
Systéme A x A, Systéme A, Systéme B, Systéme G,

FIGURE 8 — Les quatre seules possibilités pour un systéme de racines de rang 2
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Définition 21 (Groupe de Weyl).

Soit (E, ®, (-,-)) un systéme de racines. Le groupe de Weyl W associée a ® est le sous-groupe
du groupe orthogonal (i.e. du groupe des applications linéaires de E dans lui-méme conservant
le produit scalaire) engendré par les réflexions s, pour a € ®.

Remarque 15. Par hypothése (3) d’'un systéme de racines, chaque s, envoie ® sur ®. On
peut préciser que ’envoi est surjectif car si § € ®, on peut écrire :

B = 5q(54(B)) car s2 =id

Comme ® est un ensemble fini, on en déduit que s, envoie bijectivement ® sur lui-méme.
Ainsi tout élément du groupe de Weyl envoi bijectivement ® sur lui-méme. Comme les racines
engendrent ’espace vectoriel F, une application linéaire de E dans lui-méme est entiérement
déterminée par ses actions sur @ (générateur par (1)).

On en déduit qu'un groupe de Weyl est toujours un sous-groupe fini de O(FE) (groupe ortho-
gonal) et peut étre vu comme un sous-groupe du groupe des permutations de ®.

Définition 22 (Base d’un systéme de racines et racines simples).

e Soit (E,®,(-,-)) un systéme de racines. On appelle base du systéme de racine, un sous-
ensemble A de ¢ vérifiant :

(i) A est une base de E en tant qu’espace vectoriel.

(ii) Yoo € @, a peut étre exprimé comme combinaison linéaire & coefficients entiers des éléments
de A tels que tous les coefficients sont tous positifs ou tous négatifs.

e Les racines dans une base A sont alors appelées racines simples.

Définition 23 (Chambre de Weyl).
e Les chambres de Weyl (ouvertes) d’un systéme de racines (E, @, (-, -)) sont les composantes

connexes de :
r-Un
acd

ou H, est 'hyperplan passant par 1'origine et orthogonal a a au sens du produit scalaire (-, -)
associé au systéme de racines.

e Si A:={aj, - ,a,} est une base de @, alors la chambre de Weyl fondamentale de E
(relativement a A) est I’ensemble des v € E tels que (a;,v) > 0 pour tout j € [1,7].

FIGURE 9 — Chambres de Weyl pour un systéme de type Ay ayant pour base {ag, as}.
Sur la figure ci-dessus, la région bleue C est la chambre de Weyl fondamentale relativement

a la base {a1,as} et donc délimitée par les hyperplans H,, et H,,.
La région en gris C’ est une autre chambre de Weyl qui n’est pas fondamentale.
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Remarque 16. ¢ Comme les éléments d’une base A forment une base de E en tant qu’espace
vectoriel, la chambre (ouverte) de Weyl fondamentale est convexe, connexe et non vide.

e Ainsi, la seule possibilité pour sortir d’'une chambre de Weyl fondamentale est de passer par
un point v tel que (e, h) = 0.

e La chambre de Weyl fondamentale est évidement une chambre de Weyl.

e Soit w € W élément du groupe de Weyl, donc w envoie ® sur ® bijectivement par la remarque
15. Donc w envoi (par orthogonalité) 1’ensemble des hyperplans orthogonaux aux racines sur
lui-méme bijectivement. On en déduit donc que si C est une chambre de Weyl alors w - C est
encore une chambre de Weyl.

Définition 24 (Racines positives ou négatives).

e Une racine est dite positive si 'on peut I'écrire relativement a une base comme une combi-
naison linéaire a coeflicients tous positifs des racines de la base.

On note généralement ®* C & P’ensemble des racines positives.

e Une racine est dite négative si I’'on peut ’écrire relativement & une base comme une combi-
naison linéaire a coefficients tous négatifs des racines de la base.

On note généralement ®~ C & I'ensemble des racines négatives.

Proposition 15 (Action du groupe de Weyl sur les chambres).
e Le groupe de Weyl agit transitivement sur [’ensemble des chambres (ouvertes) de Weyl, i.e :

VC,C' chambres de Weyl (ouvertes), 3w € W tel que w-C = C’

o Si A est une base, alors W est généré par les réflexions s, pour o € A.
e Soit C une chambre de Weyl et soient h,h' € C. Si il existe w € W tel que w-h = h' alors

h = h'. Autrement dit : deux éléments distincts de C ne peuvent étre dans la méme orbite sous
laction de W.
o Le groupe de Weyl agit librement sur l’ensemble des chambres de Weyl, i.e :

SihelC, alors: w-h=h = w=1d
e Si l'on se donne deux bases A1 et Ao de ®, alors il existe un unique w € W tel que :
w - Al = Ag

e Soit C une chambre de Weyl et h € E. Alors il existe exactement un unique point dans la
W -orbite de h qui est dans C.

Démonstration. On pourra trouver la démonstration de chacun des points ci-dessus dans les
propositions 8.23 a 8.29 dans [I§]. O

Définition 25 (Systéme de racines dual).
e Soit ¢ un systéme de racines dans E, on appelle coracine d’une racine « I’élément :

o
a¥l =2

(@, )

e L’ensemble des coracines forment également un systéme de racines noté ®¥ de E que 1'on
nomme systéme de racines dual.

e Par définition VY = « et on peut vérifier que ® et &V ont méme groupe de Weyl.
Remarque 17. On retrouve donc 'hypothése faite en début de section 4 de ce mémoire.

Définition 26 (Eléments entiers et réseau de poids).
e Un vecteur z € E est dit entier (relativement au systéme ®) si :

(z,q)

Vaoe d: 2 S/

(o, )

e [’ensemble des éléments entiers associés & un systéme de racines est appelé réseau de poidslﬂ.
Ce terme provient de la théorie de représentation des algébres de Lie.

5. En anglais « weight lattice ».
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Remarque 18. e La définition de systéme de racines implique que toute racine est elle-méme
un élément entier.

e Dongc, toute combinaison linéaire de racines est aussi un élément entier (notons que la réci-
proque n’est toutefois pas toujours satisfaite).

On définit ’endomorphisme adjoint ci-dessous, ce dernier va nous servir notamment a
définir le concept de sous-algébre de Cartan.

Définition 27 (Endomorphisme adjoint).
Soit g une algébre de Lie et soit x € g, on définit ’endomorphisme adjoint par :

ady: g— ¢
Yy adx(y) = [‘7373/]

On donne ci-dessous une définition de la sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie dans
le contexte ou ’algébre de Lie est semi-simple et de dimension finie.

Définition 28 (Sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple).
Soit g une algébre de Lie semi-simple, on appelle sous-algébre de Cartan de g une sous-algébre
de Lie b de g telle que :

(1) b est abélienne, i.e : Vx,y € b [x,y] =0
(2) SiVz e bh:[z,yl €bh, alorsy € b
(3) Vo € b : ad, est diagonalisable

Remarque 19. e On admet 'existence d’une sous-algébre de Cartan pour toute algébre de
Lie semi-simple : cela est prouvé dans la proposition 7.11 page 175 de [I8].

e La sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple est unique dans le sens ot : s’il
existe deux sous-algébres de Cartan, alors il existe un automorphisme (de Lie) entre les deux.
Cela est également prouvé dans [18].

Définition 29 (Rang d’une algébre de Lie).
On appelle rang d’une algébre de Lie g la dimension de sa sous-algébre de Cartan.

On peut munir toute algébre de Lie d’un produit scalaire par sa forme de Killing :

Définition 30 (Forme de Killing).
e La forme de Killing d’une algébre de Lie g est le produit scalaire :

Ve,y € g: (z,y) == B(z,y) := Tr(ad, o ady)

e On peut montrer qu'une algébre de Lie est semi-simple si et seulement si sa forme de Killing
est non dégénérée.

On peut maintenant définir le systéme de racines naturel pour une algébre de Lie semi-
simple dans la définition suivante. En particulier il s’agit ainsi de 'approfondissement de la
notion introductive apergue en .

Définition 31 (Systéme de racines d’une algébre de Lie semi-simple).
Soit g une algébre de Lie semi-simple et soit h sa sous-algébre de Cartan.
e Un vecteur non nul « € h est appelé racine (pour g relativement a h) si il existe x € g non
nul tel que :
VHebh: [Hz]|=(a,H)x

ot (-,-) est le produit scalaire obtenu par la forme de Killing sur g.
e On note ® I'ensemble des racines de g relativement a sa sous-algébre de Cartan h qui forme
ainsi un systéme de racines au sens de la définition 20.
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Définition 32 (Espace radiciel).
Soit o € ®, on définit ’espace radiciel de « par :

go:={zx€g|VH €bh,[H z]|= (o, H)z}
Remarque 20. Par définition, il vient immédiatement : g, # {0} et go = b.

Proposition 16 (Décomposition en espaces radiciels).
On note @ le systéme de racines de g relativement & sa sous-algébre de Cartan by. Alors g peut
étre décomposée (en tant que h-module, ou plus simplement en tant qu’espace vectoriel) :

g:b@@ga

acd

Autrement dit, tout élément de g peut s’écrire de maniére unique comme une somme d’un
élément de by et d’un élément de chaque gq.

Démonstration. On pourra consulter la section 7.3 et plus particuliérement la page 177 de la
référence [18]. O

Proposition 17. e On a la propriété pour tout a, 5 € @ :

[gon g,@] C Ja+s

avec égalité si —a = 3.
e De plus, dimg, = 1 et en particulier :

dimg = dim b + #P
Démonstration. On trouvera aussi une preuve dans [18]. O

Définition 33 (Matrice de Cartan).
Etant donné un systéme de racines simples ® := {1, -+ , .} (ot 7 est donc le rang du systéme
de racines), on définit la matrice de Cartan du systéme par A := (a;;); jeq,r] OU :

<ai’ aj>

Vi,j € [1,r]: a;;:=2
bieltrl: ai (aj, aj)

Remarque 21. L’intérét de la matrice de Cartan est que sa seule donnée est suffisante pour
reconstruire ’ensemble de tout le systéme de racines.

C’est donc un outil trés pratique pour « coder » I’ensemble des informations d’un systéme de
racines et donc aussi ’empreinte d’une algébre de Lie semi-simple par ce qui précéde. En allant
plus loin, on peut représenter « graphiquement » une matrice de Cartan par un diagramme
de Dynkin. Ces diagrammes établissent ensuite un outil puissant de classification des algébres
de Lie semi-simple

Définition 34 (Générateurs d’une algebre de Lie).
Des éléments d’une algébre de Lie g sont dits générateurs si la plus petite sous-algébre de Lie
contenant ces éléments est g elle-méme.

Remarque 22. La taille d’'un ensemble générateur minimal d’une algébre de Lie est donc
toujours inférieure ou égale a sa dimension.

e Par la théorie générale des systémes de racines, on peut construire une base {ay, -+, a,}
de b telle que chaque racine est une combinaison linéaire & coefficients entiers des (@i)ieﬂl,rﬂ
de méme signe. On pose :

€; = €q; € Qo
Ji= fozi € 0—o
h; := hai €bh
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Les 37 éléments e;, f; et h; sont appelés générateurs de Chevalley. On les choisis tels que :
e;, fi et h; générent g comme une algébre de Lie et tels qu’ils vérifient les relations suivantes
(appelées relations de Chevalley — Serre), ot I'on pose a; j := (hi, a;) :

[ ] [hi, hj] =0
° [eiafi] = h; et [ei,fj] =0sii#j
o [hi 5] = aijej et [hi, fi] = —ai;f;

ead(e;) " %i(e;) =0sii#j
e ad(fi)' ¥ (fj) =0sii#j

e On a également le sens réciproque : I'algébre de Lie générée par les générateurs e;, f;, h;
satisfaisant les relations de Chevalley-Serre, est une algébre de Lie semi-simple de dimension
finie possédant le systéme de racine précédent. Cela est retransmis dans le théoréme de Serre
suivant. En particulier, deux algébres de Lie semi-simples sont isomorphes si elles ont le méme
systéme de racines.

Théoréme 8 (Serre).
Soit & un systeme de mcz’neslﬂ dans un espace euclidien E muni d’un produit scalaire (-,-).
On pose le produit scalaire, pour tout o, 5 € E : (B, a) := gla.f)

GO

Soit {aq, -+ ,a,} une base de ®. Alors, l’algébre de Lie définie par :

(1) Les 3r générateurs e;, fi, h;

(2) Les relations de Chevalley-Serre

est une algébre de Lie semi-simple de dimension finie dont une sous-algébre de Cartan est
généré par les h; et de systéme de racines .

Démonstration. On pourra consulter [19]. O

En notant A := (<ai7aj>)z‘,je[[1,r]]
existe une unique (& isomorphisme prés) algébre de Lie semi-simple associée a A. On résume
cela en disant que : toute matrice de Cartan détermine une unique algébre de Lie semi-simple
(complexe). Si A := (a;;); je[1,r] est une matrice de Cartan, alors & isomorphisme prés il existe
une unique algébre de Lie semi-simple (complexe) g (dont la matrice de Cartan est équivalente
a A) telle que g est défini par 'ensemble des 3r générateurs e;, f;, h; satisfaisant les relations
de Chevalley-Serre.

la matrice de Cartan, on en déduit par le théoréme qu’il

On rappelle ci-dessous la définition de groupe de Lie ainsi que quelques définitions et pro-
priétés essentielles.
Définition 35 (Groupe de Lie).

Un groupe de Lie est un ensemble G muni de deux structures compatibles :
e Une structure de groupe donnée par une loi de composition interne :

m: GxG—G
(z,y) — -y

e Une structure de variété différentielle (réelle ou complexe) telle que m et i sont lisses, ou :

i: G—G
x— !
Exemple 7. Tout groupe discret (dénombrable) est un groupe de Lie. Les groupes suivants

sont des groupes de Lie : (R,+), (R*, %), (C*, x). Les groupes générauz linéaires sont aussi
des groupes de Lie.

6. Au sens de la définition 20.
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Définition 36 (Groupe de Lie linéaire).
Un groupe de Lie linéaire G est définit comme un sous-groupe fermé de GL,(R).

Exemple 8. Les groupes : SLy,(K) avec K =R ou C; O,(R); Un(R) ou encore GL,(H) ou
H est le corps des quaternions, sont des groupes de Lie linéaires.

Définition 37 (Construction de 1’algébre de Lie d’un groupe de Lie).
On définit 'application intérieure d’un groupe de Lie G par :

Int,: G—G
y— xyzr !
On pose ensuite la différentielle en I’élément neutre de cette application intérieure :

Ad, :=d.(Inty) : T.G — T.G
Yy de(Intw)<y)

Ou T.G est 'espace tangent & GG en 1’élément neutre e. On appelle ensuite algébre de Lie du
groupe de Lie G, 'espace tangent T.G muni du crochet :

Ve,y € T.G : [z,y] := Adx(y)

On peut vérifier alors que le crochet est bien un crochet de Lie et qu’on obtient bien une
structure d’algébre de Lie.

Plus simplement, pour un groupe de Lie linéaire on peut exprimer son algébre de Lie
associée :

Définition 38. Soit G un groupe de Lie linéaire. On lui associe son algébre de Lie :
g:= Lie(G) :={X € M, (R |Vt € R:exp(tX) € G}
munie du crochet de Lie : [X,Y]:= XY - Y X.

Définition 39 (Tore maximal).

e Soit G un groupe et T un sous-groupe de G, on dit que 7" est un tore de G si T' est isomorphe
a ($Y)* pour un entier k.

e Un sous-groupe 1" de G est un tore mazximal si c’est un tore de G et qu’il n’est pas contenu
dans un autre tore de G.

Exemple 9. Si G := SU,, on peut considérer le tore de dimension n — 1 :

T .= |(9i€R

eienfl
(0100 _1)

Si T est contenu dans un autre tore S C SUy, alors tout élément s € S commuterait avec tout
élément t € T. Or en prenant pour t € T que des valeurs propres distinctes, s aurait donc
aussi que des valeurs propres distinctes car :

ts(x) = st(x) = As(z) ou t(x) = Az

Donc s(x) serait aussi dans le méme espace propre de X pour t. Donc s serait diagonal et donc
seT : Ainsi T est un tore mazximal.

La proposition suivante fait le lien entre tore maximal pour un groupe de Lie et sous-
algébre de Cartan pour une algébre de Lie. On pourra notamment en trouver une preuve dans
[18].

43



Proposition 18 (Relation entre tore maximal et sous-algébre de Cartan).

o S5i T est un tore maximal dans un groupe de Lie G d’algébre de Lie g, alors ’algébre de Lie
h de T est une sous-algébre de Cartan de g.

e Réciproquement, si ) est une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie g, alors le sous-
groupe de Lie T' du groupe de Lie G associé a g et possédant une structure d’algébre de Lie §
est un tore maximal de G.

Définition 40 (Groupe de Weyl d’un tore maximal).
e Si T est un tore maximal dans G groupe de Lie, alors on définit le normalisateur de T noté
N(T) par :

N(T):={zeG|aTz ' =T}

e Le groupe quotient W := N(T')/T est définit comme le groupe de Weyl de 7.

Proposition 19 (Décomposition de Cartan).
On suppose donnée une sous-algébre de Cartan b d’une algébre de Lie g associée a4 un groupe
de Lie G. On peut alors écrire la décomposition suivante :

g=n_Dohdny

ot :

e n_ est l'algébre de Lie générée par les f;, i.e : n_ est la somme directe des espaces radiciels
correspondants aux racines négatives.

o n est l'algebre de Lie générée par les e;, i.e : ny est la somme directe des espaces radiciels
correspondants aux racines positives.

Définition 41 (Radicaux unipotents et sous-groupes de Borel).

Soit G un groupe de Lie ayant pour algebre de Lie g. Soit H un tore maximal de G.

e On définit un radical unipotent positif que 'on note Ny comme un sous-groupe de G ayant
pour algébre de Lie n

e On définit un radical unipotent négatif que I’on note N_ comme un sous-groupe de G ayant
pour algebre de Lie n_

e On définit un sous-groupe de Borel positif de G par : By := HN

e On définit un sous-groupe de Borel négatif de G par : B_ := HN_

Définition 42 (Décomposition de Gauss).
Soit G un groupe de Lie ayant pour algébre de Lie g. Soit H un tore maximal de G. On dira
qu’un élément x € G admet une décomposition de Gauss si I’'on peut ’écrire :

w = [x]-[z]ola]y

avec [x]_ € N_, [z]p € H et [x]+ € Ny ou N_ et Ny sont les radicaux unipotents associés
aux sous-groupes de Borel de G relativement au tore maximal H.

5.2 Module de Littelmann et chemin dominant

On étudie dans cette sous-section, grace au vocabulaire de la section précédente, le module
de Littelmann et les chemins dominants.

Définition 43 (Chemin dominant).

Soit W un groupe de Weyl fini associé & un réseau de poids dans V. Soit C la chambre de Weyl
fondamentale C := (,cg Hs ot Hy :={v € V | o (v) > 0} associée au systéme de racines.
On appelle chemin dominant, tout chemin & valeurs dans C.

Définition 44 (Module de Littelmann).
Soit 7 un chemin dominant, l’ensemble B7 des chemins (non nuls) obtenus par application
sur m d'un produit d’opérateurs de Littelmann est appelé module de Littelmann.
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Remarque 23. Grace au lemme 7 sur les propriétés élémentaires des opérateurs de Littel-
mann, on peut réécrire le module de Littelmann plus simplement généré par :

Bm = (m, fam, -+, f4*m | « racine)
oll ng est le plus grand entier tel que fe # 0.

Gréce a la section 4.2 et particulierement de la définition 15 des chemins entiers, on peut
démontrer la proposition suivante :

Proposition 20. Soit m un chemin dominant et entier, alors on a l’équivalence :

1 est un chemin entier

n € Br &
et Uon a :m= Py

ol wq est le plus grand élément dans le groupe de Weyl comme défini dans le corollaire 1.

Démonstration. Soit n un chemin et z tel que EZn # 0. Par définition (F7) des opérateurs de
Littelmann généralisés (section 4.2 définition 14) :

P ozEgn =2, al]
D’aprés le corollaire 1 (section 3.3) on a la relation pour tout w € W :
Lo Pw = Py (37)

Montrons que {n chemin | Z,,,n = 7} est stable par les opérateurs de Littelmann généralisés,
soit 1 tel que H,,n =7, on a :

Py Ean = Py PaEgn (par (7))
= PuwyPan (par (E1))
= Pun (par (7))
=7
On a donc bien : si n € B, alors : n = E¥m. Montrons maintenant ’équivalence demandée.
(=) Par ce qui précéde, on a donc : E;*n = 7 donc comme Py, E;%n = Py, 7 on a bien :

P =T

De plus, si 7 est un chemin entier alors EZ aussi et ’on a bien le sens direct.
(<) Réciproquement, si 7 est un chemin entier tel que m = 22,7, en notant wy = s1 - - - $, une
décomposition réduite : alors la suite n; P, ;- -5 (Ps, - - - Ps,, )1 est obtenue par applications
successives d’opérateurs de Littelmann car on a montré en proposition 14 que si 7 est un
chemin entier alors :

Pom = ep”

Donc il existe x, € R tel que &, n = EJ"n puis ainsi de suite :
(951"'95n)77:E§11 Ef,fn € B

Donc :
Py =T € B

on peut ainsi écrire :
T1 ... [ %ng, —
E] E'n=m

Et donc finalement la conclusion :

n=E". . -E "'n € Br

45



On veut maintenant étudier ’ensemble des chemins 7 tels que &,n = 7 ot 7 est un chemin
dominant donné.
Soit w = s1 - - - 54 une décomposition réduite. Soit 1 un chemin tel que 7(0) =0 et m := P,n
est un chemin dominant. On pose :

no:=m; ng:=netVje€[l,g—1]: n;:=Ps,, - Ps,ny
Par la formule d’inversion , il vient : pour tout j € [1, ¢—1], le chemin 7; est entiérement

déterminé parmi les chemins v qui vérifient &5,y = 1,1 par la donnée de :

2y == inf ¥ (1(t) € 0.0, (1(T))

Il s’en suit que le chemin 7 := 7, est entiérement déterminé parmi les chemins v qui vérifient
P,y = 7 par la donnée de la suite x1,--- ,24 ot 'on a pour tout 1 < j <gq:

0<z; <ay (nj-1(T))

On cherche a exprimer ces inégalités en fonction du chemin 7 et des racines ay, pour [ < j —1.
Par construction, on a :

77]_1 = L@S .. L@Sqnq = L@SJT]]

J

On obtient donc :

1j-1(T) = Ps;nj(T) = n;(T) — 0<1£1£T0‘ s (;(s) as; = mi(T) + wja,

En itérant cette derniére égalité en notant que w(7') = no(T), on obtient :

m(T) = no(T) = n;(T) + Zfﬂlasz
On peut donc écrire :
J
ni(T) = n(T) = > may, (38)
=1

Or comme :
nj-1(T) = n;(T) + zja,
On obtient :
a;, (nj-1(T)) = o, (j(1)) + zja; (as,)
Puis grace a , il vient :

o), (-1 (1)) = o, (n(T)) = Y may (as)

Donc on obtient finalement :

O<x<a Zmla asl

Ainsi, on peut conclure que 1’ensemble des chemins 7 tels que Z2,,n = 7w (ol 7 est un chemin
dominant) peut étre paramétré par un sous-ensemble du polytope convexe :

m::{(:rl,---,xq)elﬁqrwe[[l,qﬂ 0<z<a ZW asz}

Le chemin 7 correspondant alors a la donnée de (z1,--- ,z,) se reconstruit par les équations :
’l]j_l(T) = 77](T) + Tj0s; ol nj = @sjﬂ R @Sqn

Remarque 24. Dans le cas des groupes de Weyl, on peut montrer que le sous-ensemble de K
correspondant aux chemins 7 tels que &,n = 7 est U'intersection de K et d’un cone convexe
ne dépendant pas de 7. Cela est prouvé dans [11], en particulier ce cone est difficile a décrire,
on pourra aussi consulter [20].
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5.3 Formule de représentation théorique pour la transformée de Pitman

On utilisera a partir de maintenant le vocabulaire introduit en section 5.1. On considére
dans cette section un groupe de Lie G semi-simple complexe et simplement connexe associé
a un systéme de racines ®. Soit H un tore maximal et BT et B~ ses sous-groupes de Borel
avec radicaux unipotents Nt et N~. On note o; pour ¢ € I I'ensemble des racines simples
positives. On note o pour les coracines correspondantes. On note s; la réflexion associée «;
dans le groupe de Weyl. Soit e;, f;, h; les générateurs de Chevalley de 'algébre de Lie associée
& G. Pour un élément w € W, on note w € G un représentant dans le groupe G. On note
I'algeébre de Lie de H par h dont la décomposition de Cartan fournie : h = a + ia de fagon &
ce que les racines «; prennent des valeurs réelles dans 1’espace vectoriel a. Ici, a est généré par
les o et on note son dual par a* qui lui est généré par les ;.

Définition 45 (Poids et poids dominants).
e On définit I’ensemble (ou réseau) des poids par :

P:={Xea"|Viel: No)ecZ}
e On définit ’ensemble des poids dominants par :
Pti={\ea"|Viel: X)) €N}

Définition 46 (Représentation d’une algebre de Lie).
e Une représentation d’une algébre de Lie g est la donnée d’un espace vectoriel (complexe) V'
muni d’une application
m: g—gl(V)
x — mw(x)

qui est un morphisme d’algébre de Lie, i.e. une application linéaire telle que :

Va,y € g: w([z,y]) = w(z) om(y) — 7w(y) o m(x)
On notera z - v au lieu de 7(x)(v) pour l'action de I’élément = € g sur le vecteur v € V.
e La structure d’algébre de Lie de gl(V') est simplement donnée par le crochet de Lie :

[u,v] :=uov—vou

e Par correspondance entre algébre de Lie et groupes de Lie, cela signifie que 1'on se donne
une représentation G — GL(V) lorsque G est le groupe de Lie associé a g.

Définition 47 (Plus haut poids).

e Soient A et p deux poids. On dit que A est de poids plus haut que u si 'on peut exprimer
A — p comme combinaison linéaire & coeflicients positifs des racines simples positives.

e On dit qu’un poids A d’une représentation V' de g est un plus haut poids si A est de poids
plus haut que tout autre poids p de V.

Définition 48 (Sous-espace & poids et vecteur a poids).
e Soit A € g*, on appelle sous-espace & poids de V associé a A le sous-espace :

Vwi={veV|Vhebh: h-v=Ah)v}

e Les éléments non nuls de V), sont appelés vecteurs a poids associés au poids .
Autrement dit, un vecteur & poids est un vecteur propre simultanément pour ’action de tous
les éléments de b avec valeur propre A. La multiplicité de A est la dimension de V)

Remarque 25. Si V est de dimension finie, alors :

V:@VA

XeP(V)

ot P(V) est I’ensemble des poids au sens des éléments A tels que le sous-espace de poids V)
est non réduit au singleton {0}. On note aussi que P(V) C P.
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On rappelle que par la section 5.1, on peut écrire :

g:=n_@hdnyg ounyg = @ga
acdt

Définition 49 (Vecteur primitif).
Un vecteur v € V sera dit primitif de poids Asiv € Vy et sing-v=0.

Remarque 26. Cela est équivalent & demander que pour tout « racine simple positive :
ga-v=0

Lorsque V est de dimension finie, la finitude de P(V') et 'inclusion g, - V) C Vi1, assurent
Iexistence de vecteurs primitifs dans V. Si V' est de plus irréductible, on voit que V est
engendré par un vecteur primitif. On peut donc considérer la notion de représentation de plus
haut poids suivante.

Définition 50 (Représentation de plus haut poids et vecteur de plus haut poids).

e On dit qu’une représentation V de g est de plus haut poids si elle est engendrée par un
vecteur v primitif. Autrement dit, si : g-v = V pour v primitif. On dit aussi que V est généré
par v (primitif) en tant que g-module.

e On dit alors que le vecteur v est un vecteur de plus haut poids et que le poids A de v est un
plus haut poids de la représentation V.

On peut montrer que la terminologie de « plus haut poids » ci-dessus correspond & celle
de la définition 47.
On admet le théoréme du plus haut poids suivant :

Théoréme 9 (Theorem of the highest weight).

Il existe une bijection entre l’ensemble des poids (entiers) dominants Pt et l'ensemble des
représentations de plus haut poids. Autrement dit, pour tout X\ € PT, il existe une unique
représentation V' de plus haut poids, que 'on note V(\).

Démonstration. On pourra consulter le théoréme 12.6 de [I8]. O

En appliquant ce qui précéde a l'algébre de Lie a, pour chaque A\ € PT on choisit une
représentation V' (\) de plus haut poids avec vecteur de plus haut poids noté vy. Quitte a
normaliser un produit scalaire sur V() on peut supposer que 'on munit V' (\) d’un produit
scalaire (-, -) tel que vy est un vecteur unitaire.

En utilisant le fait que pour tout poids dominant A € PT et tout w € W on a pour les
indices i1, ,i, € 1 :
(€iy -+ €3, WV, Vx) 20
Et en utilisant notamment la méthode de Laplace, Biane-Bougerol-O’Connell ont montré dans

[1] la formule théorique suivante pour la transformation de Pitman 22 relative aux coracines.

Théoréme 10 (Formule de représentation théorique pour la transformée de Pitman).
Soit w € W, pour tout chemin © dans a, on a :

Pin(t) =n(t) =Y. it (ag(m(t) + - ay (n(t) o) (39)
el ogtrg-ugtfét

ot pour un poids A dominant on note S(A\,w) l'ensemble des suites (j1,---,jr) € I" telles
que (e, - - - e;, wuy,va) # 0 et ot ici les w; sont les poids fondamentaux caractérisés par les

relations w; ajv» = 0;,j pour tout i,5 € I.
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6 Généralisation du théoréme de Pitman

6.1 Dualité et co-transformation de Pitman

On considére un groupe de Coxeter W généré par un ensemble S de réflexions de V. On
suppose que le groupe W est fini et on note encore wy comme le plus long élément du groupe
au sens de la définition de la section 3.3. On s’intéresse a nouveau & la définition 13 de chemin
dual introduite en section 4.1. On en donne une nouvelle définition ci-dessous correspondant
& un changement d’échelle :

Définition 51 (Chemin dual). Soit T' > 0 fixé, pour tout chemin continu 7 : [0,7] — V tel
que m(0) = 0, on définit le chemin dual de 7 par :

kr(t) :=n(T —t) —n(T)

Remarque 27. Pour tout chemin 7 tel que 7(0) = 0, on a la relation :

On montre dans cette section que la transformation I := 22, x(—wp) est une involution sur
Pensemble des chemins dominants. (Cela peut étre vu comme une généralisation de 'involution
de Schiitzenberger).

Définition 52 (Chemin a-dominant, a-codominant et codominant).
e Un chemin 7 est dit a-dominant si pour tout ¢ € [0, 7] :

aV(m(t)) >0
e Un chemin 7 est dit a-codominant si k7 est a-dominant, autrement dit si pour tout ¢ € [0, 77 :

a’(n(t)) = o (x(T))

e Un chemin 7 est dit codominant s’il est a-dominant pour toute racine a.

On va définir maintenant la co-transformation de Pitman par kZ,k, calculons son expres-
sion pour un chemin 7 :
Comme on a :

Pokn(t) = kr(t)— inf oY (kr(s)a=n(T—t)—n(T)— inf o (7(T —s)—7=(T))a (40)

0<s<t 0<s<t

On obtient :

(kPok)m(t) = 7(t) — oggggut Y (m(T — s))a + OgilslgT a(m(T - 3))a

=n(t)— inf o inf oV
m(t) Jof o (m(s))a+ onf o (m(s))a
On définit donc la co-transformation de Pitman par cette expression :

Définition 53 (Co-transformation de Pitman).
On appelle co-transformation de Pitman 'opérateur &, := kP, k qui est donné par la formule :

Egm(t) = m(t) — tgigléT oY (m(s))a + ogigliT oY (m(s))a
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Proposition 21 (Relations entre transformation et co-transformation de Pitman).
On a les propriétés suivantes :

@
8o
A
3
[

SaPam(T)
Démonstration. 1) Par 'équation , on a d’'une part :

Pokr(t) =7(T —t) —7n(T) — T_%QEST a’(n(s))a+ ¥ (7(T))a (41)

Par ailleurs, comme on a :

KPam(t) =m(T —t) —n(T) — ogirglfT—t oY (m(s))a + ogirsléT oY (m(s))a

Il vient :

PokPor(t) =n(T —t) —n(T) — oggrglfot oY (m(s))a + ogigléT oY (m(s))a

g \ _ o . . v . V;
O%I;fgta |:7['(T s)—m(T) ogélglgusa (ﬂ(u))a—kognsliTa (m(s))c

=7n(T—t)—n(T)— oggrglg“—t aY(m(s))a + ogigléT oY (m(s))a

- oiggfgt [av(w(T —5)) — 209}23—3 av(w(u))] a+aY(m(T))a — 20Sir81£T oY (m(s))a

Or comme on a par changement de variable :

it [V =) —2_int a¥la()] = ot [a¥(n(s) <2 inf 0¥ (x(u)

On peut appliquer 1'égalité du lemme 5 avec u :=T —t et t := T et en posant :

to == sup{s >0 aY(n(s)) = inf av(w(u))}

0<u<s

O SiT —t < tg, on a donc par le lemme 5 :

it [l ~ 2 inf oY ()| = - _int o¥(a()

D’ot1 'on obtient en remplagant dans les égalités ci-dessus :

PokPon(t) =7n(T —t) —n(T) — ogigléT o’ (m(s))a + o (7(T))a

Or danslecasou T —t < ty, on a :

s Y _ s Y
ok at(m(s)) = inf_ a(n(s))

D’ou l'on retrouve bien I'expression (41)) et ainsi :

Pk Pom(t) = Pokm(t)
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O SiT—t > tg, onaalors : info<y,<s @V (m(u)) = a¥(7w(to)) et en remplagant dans les expressions
ci-dessus, on retrouve bien aussi I'égalité PoxP,7(t) = Pokm(t).
2) On a bien :

E? = (kPok) (kP ok)
= kP Pyk (car, par la remarque 27 : k2 = id)
= kP,k (par idempotence)

— &,
3) Il vient directement par le point 1) :

Ea Py = Kk (PakPy) = k(Pok) = &y
4) De méme grace au point 1) :

P by = (PabkPo) k= (Pok) k = Py
5) Par définition on sait que s4(v) := v — a¥(v)a, donc :

8a P (T) = Porm(T) — ¥ (Pon(T))
Comme : " (Zon(T)) = " (7n(T)) — 2info<s<r " (7(s)), on peut écrire :

sqaPan(T) =n(T) + OgilsliT ¥ (m(s)a — ¥ (Pun(T)) a = Eum(T)

Proposition 22 (Propriétés de la co-transformation de Pitman).

La co-transformation de Pitman &, satisfait les propriétés suivantes :

(i) Eam est Uunique chemin 1 satisfaisant les conditions : N(T) = sq Pom(T) et Pon = Pym.
(ii) Eo est U'unique chemin n satisfaisant les conditions : n est a-codominant et Pon = Pym.
(iit) Si m est a-dominant, alors &um est 'unique chemin tel que Pon =1 et n(T) = sq (7(T)).
(iv) On a l’équivalence : &ym = m < 7 est a-codominant.

Démonstration. (i) Ce point découle directement de la formule d’inversion de Biane-Bougerol-
O’Connell de la proposition 6 point (iv) de ce mémoire.

(ii) Il suffit de montrer que si «V(n(t)) > oV (n(T)) pour tout t € [0,T] alors n(T) = so Par(T).
Par le point (i) on aura donc démontré le point (ii). Si a¥(n(t)) > oV (n(T)) pour tout ¢ € [0, T,
alors :

odnf a’(n(s)) = o (n(T))

D'ou :
Pan(T) =n(T) - inf a’(n(s)) =n(T) — a”(n(T))ex

Ainsi on a la relation : Zon(T) = sqn(T), et donc en composant par S :
Saf@an(T) = SiU(T) = TI(T)

(iii) Si 7 est a-dominant, alors aV(m(t)) > 0 pour tout ¢ € [0,7]. Par le point (ii) de la
proposition 6 de ce mémoire, on a donc L,m = 7, d’oit par le point (i), on obtient bien
I’assertion annoncée.

(iv) (=) Si &ym = m, alors par le point (ii) : 9 := &ym = 7 est a-codominant.

(<) Si 7 est a-codominant alors pour tout ¢ € [0,7] on a a¥(w(t)) > oV (7(T)) et donc :

inf_a¥(n(s)) = inf a¥(r(s) = a¥(x(T))

Donc :

Gam(t) = 7(t) = il a"(r(s))a+ inf a¥(x(s)a = n(t) = a¥(x(T)) +a" (x(1)) = n(t)

O]
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On peut noter que &, joue le méme role pour les opérateurs de Littelmann f, que &,
pour les opérateurs de Littelmann e,.

Lemme 8 (Relations de tresses pour la co-transformation de Pitman).
Soit a, B € V et a¥,BY € VV tels que aV(a) = BY(B) = 2 avec a¥(B) < 0 et BY(a) < 0 et
aV(8)BY(a) = 4cos? (Z). Alors, on a :

Enbs6n -+ = Egbnls -

n termes n termes

Démonstration. Par les relations &, := k P,k et k? = id, on peut écrire :
EabBEn = KPP Po - K

Puis par le théoréme 6 pour les relations de tresses de la transformation de Pitman :
Eabpbn = KPP Pg -+ K

Donc & nouveau par les relations &, := k P,k et k% = id :

EnEiEn - = Egbnly---

n termes n termes

O]

Pour un groupe de Coxeter W, on peut encore étendre la définition de la co-transformation
de Pitman de la méme maniére que pour la transformation de Pitman réalisée en section 3.3
(proposition 10). Ainsi, pour tout w € W : &, := KPPy k.
En particulier, &, = éau%o est une projection sur ’ensemble des chemins co-dominants ol wq
est encore défini comme étant le plus long élément de W. Cela est assuré par I'idempotence
de P, prouvée au corollaire 1 (section 3.3).

Lemme 9. Soit m un chemin co-dominant et soit w € W et prenons « telle que l(sqw) > l(w).
Alors P, m est a-codominant.

Démonstration. La preuve de ce lemme technique étant assez longue, on pourra consulter [I]
(lemme 4.4) pour une preuve détaillée. L’idée est de tout d’abord démontrer le résultat pour
W un groupe diédral. Le cadre des groupes diédraux nous permet de nous placer sous les
hypothéses de la section 3.2 et donc de pouvoir appliquer la formule du théoréme 5. Le cas
pour un groupe de Coxeter quelconque s’obtient ensuite par récurrence sur [(w). O

Lemme 10. Soit m un chemin co-dominant et soit w € W. Alors &, est Uunique chemin n
satisfaisant les conditions : &,-1m =7 et w(w(T)) =n(T).

Démonstration. La preuve s’écrit aussi par récurrence sur [(w) en utilisant le lemme précédent :
Sil(sqw) = I(w) +1 alors par le lemme, &, est a-codominant. Par hypothése de récurrence,
on a donc P, Z,,m unique chemin 7 vérifiant &,n = Pom et (1) = sq Powm(T). O

La proposition suivante sera trés importante pour les résultats de la section 6.2.

Proposition 23 (Propriété du point terminal).
Pour tout chemin 7, on a :

Ewo™(T) = wo Py, (T) (42)

Démonstration. 1l suffit de prendre w := wq le plus long élément dans le lemme 10. On peut
appliquer le lemme 10 car en vertu de la relation &, &, = Py, il suffit de vérifier I'identité
pour 7 un chemin codominant. Grace au lemme 10, on obtient :

wo(m(T)) = Puym(T)
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Et en vertu du faire que wg est le plus long élément, on a nécessairement wg = w, L dou :
(1) = wo Pu,m(T)
Et comme 7 est supposé codominant :

Ewo™(T) = wo Py,m(T)

O
Lemme 11. On a la relation suivante :
(—wo) Puwy = Pw,(—wo) (43)
Démonstration. Soit o une racine simple, alors & := —wga est aussi une racine simple et 'on
a:a’ =—avwy. Ainsi, on a : P, (—wy) = (—wg) Pa, en effet :
Po(—wo)m(t) = —wom(t) — oigr;fgt oY (—wor(s))a = —won(t) + oigr;fgt o’ (wor(s))a

Et d’autre part comme w% =id :

_ N —(_ g AV | : Y%
(—wo) Pam(t) = (—wo) |7(t) nggta (m(s))a wor(t) + nggta (wom(s))a
Donc on a bien Z,(—wgy) = (—wp) P4 et si 'on note wg := Sy -+ * Sa,, Une décomposition

réduite, on obtient par itération de la derniére relation :
Pwo(—wo) = Pay +* P, (—wo) = (—wo) P, -+ Pa,
Comme on peut montrer par récurrence sur 7 := [(wq) que :
Wo = Say *** Sa, = Say - &
On obtient finalement :
P (—wp) = (—w) Pay -+ Pa, = (—w0) Py,
O

On se servira notamment du point (iv) du théoréme suivant dans la derniére section pour
prouver le théoréme de représentation du mouvement brownien dans une chambre de Weyl.

Théoréme 11. La transformation I := Py, (—wo)k posséde les propriétés suivantes :

(i) On a : I? = Py,.

(i) La restriction de I aux chemins dominants est une involution, i.e. : I’m = 7 si T est un
chemin dominant.

(iti) On a : [P, = 1.
(iv) On a la relation de dualité suivante : pour tout chemin w, on a :

IT(T) = Py,m(T) (44)
En particulier, si m est dominant on a : In(T) = n(T).
Démonstration. (i) Par le lemme 11, on peut écrire :
I? = Py (—w00)k Py (—w0) K = Py i(—w0) Py (—w0)k = Prog kP = Py Ere = P

Cela démontre donc le premier point.
(ii) Cela découle directement du premier point en notant que pour un chemin 7 dominant on
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a Yo = m donc en itérant P, m = 7.
(iii) En prenant le premier point, il vient :

[Py, =1 =11

Comme I est une involution sur les chemins dominants et que 'image par I de tout chemin
est un chemin dominant, il vient :

[Py, =1

(iv) Par le lemme 11, on a : [ = P, (—wo)k = (—wp) P,k Donc comme k? = id :
I = (—wo) kK Pk = (—wo) K&,
Puis en vertu de la proposition 23 (propriété du point terminal) :
Ewom(T) = wo Pym(T)

D’ou finalement :
In(T) = Py,m(T)

O

On définit comme en début de section 4.1 la concaténation, mais cette fois-ci pour une
paramétrisation sur [0, 7] : Pour deux chemins 7,7 : [0,7] — V, on définit 7 % n par :

_fw(2t) si0<t<?T
mxn(t) == {n(z(t—g))wr(;) st 2<t<T

Lemme 12. Pour tout w € W, on a : Py(mxn) = Py(w) xn' oun' est un chemin tel que :

@wo(n,) - '@wo(n)

Démonstration. On procéde par récurrence sur ((w).
: Pour [(w) =1 on peut donc écrire w = «, on a donc :

Pa(mxn)(t) =mxn(t) - inf a*(r+n(s))a

En disjonctant les cas ott le minimum de oV (m % 7(s)) est atteint soit entre 0 < s < T soit
entre % < s < T, on construit i’ tel que :

Pa(mxn) = Po(m) 1

avec Py (n') = Pa(n). Et comme P, Py = Py, le cas l(w) =1 est vrai.
: Pour I(w) > 1, on suppose la propriété vraie pour des éléments de longueur n.
Soit w := wys avec I(w) =n+ 1 et [(w;) = n. On a alors par le cas d’initialisation :

Pu(m*m) = Py Ps(mx 1) = Py (95(7?) *77/)
avec PN = Puyn. Puis par hypothése de récurrence appliquée a wy :
Py (QS(W) * 77,) = (P, Ps) () * 77”

avec Py = Py’ et done Py, (mxn) = Py(m) * 1" avec Pyyn” = Py
Ce qui prouve et achéve la récurrence. ]

Définition 54 (Ensemble de Littlewood-Richardson).
Soient 7 et 1 deux chemins entiers et dominants définis sur [0, 7], on pose :

LR(m,n) :={m*u| p € Bnetm+p est dominant}

ou l'on rappelle que B est la notation pour le module de Littelmann.
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Cet ensemble est étudié par Littelmann pour généraliser aux groupes de Weyl la construc-
tion de Littlewood-Richardson issue de la combinatoire. Cet ensemble donne une paramétri-
sation des décompositions en représentations irréductibles du produit tensoriel des représen-
tations de plus hauts poids 7(T") et n(T). Comme on a vu que I.#,,, = I par le point (iii) du
théoréme 11, on peut écrire : I(n)(T) = n(T') et I(7)(T) = 7(T). De plus, on peut montrer que
LR(I(n),I(r)) donne une paramétrisation de la décomposition en représentations irréductibles
du produit tensoriel de représentations avec plus hauts poids n(7T) et 7 (7).

Proposition 24. L’application I : LR(w,n) — LR(I(n),1(x)) est une involution bijective qui
préserve les points terminaux.

Démonstration. e Vérifions tout d’abord que ’application est bien définie.
Soit m* u € LR(mw,n), par définition de I, on peut écrire comme k et (—wp) commutent :

I(m s p) = P (5(=wo) (% 1)) = Py (k(—wo) () * £(—wo)(m))

Puis par le lemme 12, il existe un chemin ¢ tel que Z,,& = Py, (k(—wo) (7)) = I(7) et tel
que :

I(m o+ ) = P (K(=wo) (1)) * €

Puis par le point (iii) du théoréme 11 :

Donc on a bien :

I(m* p) € LR(I(n), I(m))

Et I'application est bien définie.

e Par le point (ii) du théoréme 11, il vient directement le caractére involutif et donc bijectif.
e Par la relation de dualité du théoréme 11, on obtient directement la stabilité des points
terminaux. ]

6.2 Théoréme de représentation du mouvement brownien dans une chambre
de Weyl

On considére encore ici W un groupe de Coxeter généré par un ensemble .S de réflexions
d’un espace euclidien V' et on suppose que W est fini. On notera encore par défaut C pour
parler d’'une chambre de Weyl ouverte. On mentionnera C pour obtenir sa fermeture.

Définition 55 (Fonction K-harmonique).
Soit K un noyau de transition sur V. On dit qu’une fonction A : V' — R est K-harmonique
si :

/ h(y)K (. y)dy = h(z)
1%

Définition 56 (Transformation de Doob ou h-transformation).
Soit K un noyau de transition sur V et h une fonction K-harmonique.
On définit la transformation de Doob de K (aussi appelée h-transformation de K) par :

Qh(xv y) = ZEZ;K(I7 y)
o Mise en contexte pour les algébres de Lie :
St W est le groupe de Weyl d’une algébre de Lie semi-simple g, alors on identifie V a4 a*
(voir section 5.3). La chambre de Weyl C = a’ peut étre identifice avec l'orbite de g, sous
Paction coadjointe du groupe simplement connexe compact K muni de l'algébre de Lie gr (a
identification des murs pres). Soit Z un mouvement brownien & valeurs dans gy, de covariance
donnée par la forme de Killing. L’image de Z dans lespace quotient gf, /K reste dans lintérieur
de la chambre de Weyl pour tout temps t > 0 et méme si le point de départ du mouvement est
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dans un mur. Les probabilités de transitions de Z sont invariantes sous [’action coadjointe.
Ainsi, limage dans le quotient est un processus de Markov dans C. Une description de ce
processus de Markov peut étre donné en terme de conditionnement de Doob. Le processus ainsi
considéré est obtenu a partir d’un mouvement brownien X sur V = a* tué aux bords de la
chambre de Weyl rendu possible par une transformation de Doob de fonction h donnée par :

h(v) = H o’ (v)

acdt

ot @1 est I’ensemble des racines positives. La fonction h ainsi écrite est l'unique (a facteur
multiplicatif prés) fonction positive harmonique sur C qui s’annule sur le bord de la chambre.

e Revenons maintenant au cadre d’une chambre de Weyl dans un espace euclidien V
sans parler d’espace quotient et étudions les probabilités de transitions pour un processus
stochastique contraint a rester dans une chambre de Weyl.

Définition 57 (Processus réfléchissant).

Soit (Xt)¢>0 un processus stochastique & valeurs dans V' contraint a rester dans une chambre
de Weyl. On dit que (X¢)i>0 est réfléchissant si les incréments de (X¢)i>0 sont symétriques
sous l'action d’un groupe de Coxeter W. Autrement dit : la distribution de X, sachant X,
est la méme que la distribution de w(X3,) sachant w(Xy, ) pour tout w € W.

Proposition 25. Si p.(x,y)dy sont les probabilités de transitions pour un processus stochas-
tiqgue (X¢)e>0 réfléchissant, alors les probabilités de transitions pour le processus (Xt)i>o tué
aux bords de la chambre de Weyl sont :

Va,y € C: pl(a,y)dy = Y e(w)pi(z, w(y))dy (45)
weW

ot e(w) := (=1)"®) qvec l(w) la longueur de I’élément w € W.

Démonstration. e Tout chemin 7 partant de x et arrivant en w(y) qui touche au moins un mur
de la chambre de Weyl, peut étre associé & un premier temps tg auquel il touche le premier
mur. On suppose que le mur en question est ’hyperplan orthogonal & a; et qu’on le note H,,
(s'il y a plusieurs possibilités, on prend i entier le plus grand). On réfléchit ensuite le chemin
7 par rapport a ce mur pour la partie du chemin correspondant aux temps ¢t > tg. Le chemin
ainsi obtenu est un chemin 7’ reliant = & so,w(y) qui touche une premiére fois le mur H,, au
temps tg. Cela fournit donc une bijection m +— 7’ préservant la mesure sur les chemins. Comme
€(Sa,w) = —e(w), toutes les paires (m,7’) de chemins ainsi construites disparaissent dans la
somme ({45]).

e Les seules paires de chemins qui ne disparaissent pas dans la somme sont les chemins qui
restent dans la chambre de Weyl. Or, w(y) est dans la chambre de Weyl de départ si et
seulement si w = id, on obtient alors la formule . ]

Remarque 28. Un mouvement brownien est un processus réfléchissant en vertu du principe
de réflexion. On peut donc appliquer la formule (45) pour les probabilités de transitions du
mouvement brownien tué aux bords de la chambre de Weyl ou p;(z, y)dy sont ainsi les proba-
bilités de transitions pour un mouvement brownien X ayant pour covariance donnée par un
noyau gaussien sur V := a*.

Les probabilités de transitions pour le processus de Doob correspondant sont :

Ve @)y = 103w wly)dy (16)

h< )weﬂf

Ces derniéres probabilités de transitions peuvent étre prolongées par continuité aux bords de
la chambre et en particulier pour x = 0.
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On veut prouver une généralisation du théoréme de Pitman dans le sens suivant : si 'on
applique l'opérateur &, & un mouvement brownien & valeur dans V alors on obtient un
mouvement brownien dans la chambre de Weyl fondamentale. C’est ce que 'on appelle le
théoréme de représentation du mouvement brownien dans une chambre de Weyl.

On considére désormais un mouvement brownien dans V avec covariance invariante mais
avec un drift £ € C. Les probabilités de transitions du mouvement brownien avec drift sont
alors données par :

2
pre(x,y) = pr(z,y) exp <<€,y —x) — Hé” t)

Ainsi, si 'on considére un mouvement brownien dans V débutant en z € C avec drift £ qui
est tué sur le bord de la chambre de Weyl, sa distribution au temps ¢ est donné par la densité
suivante pour y € C grace a la formule :

e (€0 - 950) = T dwmeuten (s - 155)

2
weW
Par invariance de p; sous ’action du groupe de Weyl W, on peut réécrire :
0 Py B oy el
(e y)exp ((Ey—a) = 5 t) = D elw)pp(0,y —w(w)) exp ((&y—x) — -t
weW

En notant Ty le temps de sortie de la chambre de Weyl C on a donc :

€11
5 t> dy

P(Tc >t) = /Cp?(%y) exp (<€,y —x) —

Et ainsi par ce qui précéde :

2
P >0)= 3 ctw) [ w0y~ w@)esp (- 2) - G50 ) ay

2
weW

Comme le drift £ est dans la chambre, par convergence dominée on peut écrire :

i [ oo (16~ _||s\|2>_
V\C 2

t——+o0

Ainsi :

t—-+o00

2
i [ 50— wie) e (16— 0) — 1550 ) @y = exp (6. wie) - )
Finalement :

lim P(To>t) =P(Tp =+00) = »  e(w)exp ((§, w(x) — ))

t—+o00
weWw

On notera cette derniére fonction par he(z). Grace a la transformation de Doob, on peut donc
écrire que le mouvement brownien conditionnellement & {7 = +o0} (i.e. conditionné a rester
tout le temps dans la chambre) avec drift £ commengant en x € C et tué aux bords de la
chambre est un processus de Markov avec probabilités de transitions :

he(y) €117
0 ¢\y
= — i 7t
qte(T,y) = py (fv,y)hg(m) exp <<€7y )=~ =
Lemme 13. La distribution d’un mouvement brownien avec drift &€ € C, commengant en 0 et

conditionné a rester tout le temps dans le cone C — x ot x € C, converge vers la distribution
d’un mouvement brownien dans la chambre de Weyl lorsque x,& — 0.
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Démonstration. On remarque que :

h
o ) _ h(y)
¢—=0 he(x)  h(x)
On en déduit la convergence annoncée lorsque z,& — 0 grace a I'expression . O
Soit wg := s1---84 une décomposition réduite. On notera s,, par s;. On rappelle qu'un
chemin 7 : [0,7] — V tel que 1(0) = 0 est dominant lorsque pour tout ¢ € [0,7T] : n(t) € C.
En définissant la suite (1) et z; := —info<s<7 af (9;(¢)) comme en fin de section 5.2, on peut

écrire grace a :
q
Pun(T) =1(T) +>_ x;j0;
j=1

On en déduit alors que 7 est dominant si et seulement si x; = 0 pour tout j € [1,¢].
On va introduire de nouvelles transformations sur les chemins et on déduira une nouvelle ca-
ractérisation pour les chemins dominants.

e Soit 3 € &' une racine positive, alors pour toute racine positive o on a :
5,85@0455 — ‘@SE(CM)
En effet, on a les égalités :

ssPaspm(t) =n(t) = inf a”(spm(s))a+ inf a”(ssm(s))B"(@)f = Poym(?)

e On définit la transformation Dg par :

On a par calcul :

(5)
= sgn(t) = inf 57 (n(s)f+2 inf 5" (n(s))p
= sgn(t) + inf B (n(s)) B

D’ou 'expression :
Dgn(t) = sgn(t) + inf B (n(s)) B

Par ailleurs, on étend la définition de I'opérateur D pour wg := s1 - - 54 (une décomposition
réduite ou s; := sai) en posant :

Doy == Pyywo = Dg, -+ Dpg,
ol 51 =1 et ,Bj =81 sj_locj.

e On définit la transformation Z, par :

Do = 806y = tDgt

ou ¢ = —K.
On peut alors écrire grace a la définition 53 :
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=n(t) = dnf o’(n(s)a+ inf a”(n(s)e—a”|n(t)— inf o’((s)a+ inf o’((s)ala
=n(t) - dnf a*(n(s))at inf a*((s)a—a’(nt)a+2 inf a’(n(s)a-2 nf o*((s)a
=n(t) —a’(n®)a+ inf o’(n(s)a— nf o’ ((s)a

=t + inf_a¥ (a(s) () a— inf_a¥(n(s)a

D’ott I'expression :

an(t) = n(t) + inf_a” (1(s) = n(t)) a — inf_a¥(n(s))a (47)

On étend la définition de &, comme pour D, on pose :
Dy = Dp, -+ D, = 1Dyt
On peut alors remarquer que :
Dy = 1Py (—K)wo = oI
Pour un chemin 7, on pose p; :=n et pour j < gq:
Pi=1 = Dp; Dp,Pq

On pose aussi : y; := — info<u<r B} (pj (1))

Proposition 26 (Caractérisation des chemins dominants).
e Pour tout chemin n, on a l’égalité des points terminaux :

3%077( + Zyjﬁj (48)

e [En particulier, 1 est un chemin dominant si et seulement si y; = 0 pour tout j € [1,q].

Démonstration. En suivant la méme construction que pour (38|), on peut écrire avec les nou-
velles notations :

-@woﬁ( ‘|’ Zyjﬁj

On peut aussi rappeler que Z,,, = woéy, et donc par la propriété du point terminal :
‘@won(T) = wOéawon(T) = 911}077( + Zyjﬁj

Comme un chemin 7 est dominant si et seulement si Zy,,n(T) = n(T"), on en déduit que cette
égalité tient si et seulement si Z?:l y;B; = 0. Or comme y; et [3; sont positifs, on en déduit
que c’est équivalent & demander y; = 0 pour tout j. ]

Premiére démonstration du théoréme de représentation du mouvement brownien :

On considére maintenant des chemins définis sur [0, +o0o] et non plus sur [0, 7. Les défini-
tions des transformations P, Py, Do et Dy, s’adaptent naturellement sur [0, +oo[. Vérifions
que l'on peut aussi étendre la définition de Zg a [0, 400 : Soit 7 : [0, 4+00[— V un chemin
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tel que 7(0) = 0 et tel que limy_, o oV (7(t)) = +00 pour toute racine simple «. Pour de tels
chemins et pour 3 une racine positive on peut définir :

Dym(t) 1= m(t) + inf 8 ((s) = 7(1)) B — inf 8*((s))8

s>0

On définit ensuite Py, = P, - - - P, comme précédemment.

On énonce ci-dessous deux lemmes que ’on admet, dont on pourra trouver la démonstration
dans la section 5 de larticle de Biane-Bougerol-O’Connell [I] :

Lemme 14. Si w est un chemin dominant, alors Dy, Dy,m™ = .

Lemme 15. Si X est un mouvement brownien avec drift dans la chambre de Weyl C, alors
Do X a la méme distribution que X. De plus, D,,,X est indépendant de la famille de variables
aléatoires : {infy>o ¥ (X;) | a racine simple}.

On peut maintenant donner une premiére preuve du théoréme de représentation :

Théoréme 12 (Th. de représentation du mouvement brownien dans une chambre de Weyl).
Soit X un mouvement brownien a valeurs dans V. Alors &,,X est un mouvement brownien
dans C la chambre de Weyl fondamentale (fermée).

Démonstration. Soit z,& € C et soit X un mouvement brownien avec drift . L’événement
{X reste tout le temps dans le cone C'} peut étre réécrit en fonction des variables aléatoires
{inf;>0 a¥(X¢) | a racine simple}. En effet, par définition de la chambre de Weyl fondamentale
(voir définition 23), si I'on note A := {ai,---,a,} les racines simples, la chambre de Weyl
fondamentale est I'ensemble des v € V" tels que o (v) > 0 pour tout j € [1,7].

Donc on peut réécrire :

{X reste tout le temps dans le cone C'} = {;Izl(f) of (X)) > 0| Vje [[1,7“]]}

On note A cet événement, qui est donc indépendant de Z,,, X par le lemme 15. Ainsi, si R a
la méme distribution que X conditionné a A, alors Z,,,R a la méme distribution que X.

Si 'on fait tendre = et £ vers 0, X devient un mouvement brownien sans drift et R un
mouvement brownien dans C. Par continuité Z,,R a la méme distribution que X. Par le
lemme 14, on obtient :

DyyZw,R =R p.s.

Donc D,,, X est un mouvement brownien dans C. Comme Dy X = PyywoX et que wy laisse
invariant la distribution du mouvement brownien (processus réfléchissant), on en déduit que
Py X est un mouvement brownien dans C. O

Deuxiéme démonstration du théoréme de représentation du mouvement brownien :

On résume ici les grandes étapes de la démonstration qui figure en détail dans la section 5
de larticle de Biane-Bougerol-O’Connell [I]. Cette démonstration se rapproche de celle pour
le théoréme de Pitman réalisée en section 2. En effet, elle utilise en particulier des marches
aléatoires approchées que l'on fait converger vers le mouvement brownien grace au théoréme
de Donsker comme en section 2.

On suppose que W est le groupe de Weyl d’une algébre de Lie semi-simple g et que V' := a*.
Soit w € P un poids dominant non nul (voir définition 45). On note R, la mesure sur P
définie par :

Ry(p) i= my
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ou my, est la multiplicité du poids p dans le module de plus haut poids w. On obtient une
mesure de probabilité en divisant par la dimension de la représentation de plus haut poids w
que l'on note dim w :

Vg 1= est une mesure de probabilité sur P

dim w
On considére ensuite une marche aléatoire (X,)pen sur le réseau de poids Pt ou les

incréments sont distribués relativement a la mesure de probabilité v,,.

On suppose que (X,)new commence en 0. Les probabilités de transitions de cette marche

aléatoire sont alors données par :

m’ll]
A—p
JA) =
Pt A) dim w
Proposition 27. Soit Y une chdine de Markov sur PT commencant en 0 avec probabilités de
transitions :

~ dim A
~ dimp

> puw (4 pyw(A +p))
weWw

Qw(/%

ot p est la moiti€ de la somme des poids dominants.

Y . .
Alors, \L/NN” convergence en lot lorsque N — 400 vers un mouvement brownien dans la chambre
de Weyl fondamentale C.

Pour un poids dominant non nul w, on choisit un chemin dominant 7% défini sur [0, 1] tel
que 7(1) = w. On note Br™ le module de Littelmann pour 7%. On construit une marche
aléatoire Z a valeurs dans P :

On choisit des chemins aléatoires indépendants 7, € Bn™ avec une probabilité uniforme sur
Br™. On définit ensuite Z comme le chemin aléatoire obtenu par les concaténations 7y *ngx*- - -
En particulier, on a donc si ¢t € [n,n + 1] :

Z(t) =m(1) +n2(1) + -+ np-1(1) + 7t —n)

La théorie de Littelmann implique que 7,(1) est un poids aléatoire dans P avec distribution
Uy et (Z(n))nen est une marche aléatoire dans a* avec incréments distribués avec vy,.

Théoréme 13. Le processus stochastique (PuwyZ(n)),cn €st une chaine de Markov sur PT
avec probabilités de transitions qu,.

On peut alors donner une deuxiéme démonstration du théoréme de représentation du
mouvement brownien dans une chambre de Weyl :

Théoréme 12 (Th. de représentation du mouvement brownien dans une chambre de Weyl).
Soit X un mouvement brownien & valeurs dans V. Alors P, X est un mouvement brownien
dans C la chambre de Weyl fondamentale (fermée).

Z\nt)

VN
vers un mouvement brownien dans a*. Puis par le théoréme 13, le processus (P, Z (1)),

est distribué comme une chaine de Markov avec probabilités de transitions ¢, et on peut donc
Py Z(INt])
_ VN

mouvement brownien dans la chambre de Weyl C. Comme &,,, commute avec le changement

d’échelle effectué, on en déduit que £, Z est un mouvement brownien dans C et le théoréme
est démontré. ]

Démonstration. D’aprés la proposition 27 appliquée a Y := Z, on obtient que

converge

appliquer la proposition 27 a 'Y := &2,,,Z. On obtient alors que converge vers un
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7 Conclusion

La deuxiéme section de ce mémoire nous a permis de mettre en lumiére une méthodologie
de preuve novatrice apportée par J. W. Pitman. En effet, I'idée clé & retenir est de partir
de processus discrets et de les faire tendre vers des processus continus grace au théoréme de
Donsker. I’idée importante de Pitman est alors d’établir une égalité des processus limites pour
obtenir 1’égalité en loi des processus stochastiques du mouvement brownien sous transforma-
tion de Pitman d’une part et du processus de Bessel d’autre part.

La troisiéme section nous a familiarisé avec la transformation de Pitman associée & un
couple (a,a") et permis d’entrevoir ses premiéres propriétés. On retiendra en particulier la
propriété d’entrelacement de « tresse », ainsi que I'importante inversion de Biane-Bougerol-
O’Connell qui permet de reconstruire un antécédent avec la seule donnée du chemin image et
de la « coordonnée en corde ». Cette section nous a permis aussi de généraliser la définition de
la transformation de Pitman pour une composition de réflexions appartenant & un groupe de
Coxeter. La méthode pour justifier cette généralisation réside dans la proposition 9 que 1'on
doit & Matsumoto.

La quatriéme section du mémoire fut consacrée aux opérateurs de Littelmann. On a pu com-
prendre leurs constructions en détail avec notamment des figures que I'on a tracées. On retien-
dra que 'importance de ces opérateurs couplée avec l'inversion de Biane-Bougerol-O’Connell,
permet d’établir facilement des égalités entre opérateurs sur les chemins. En effet, au lieu de
vérifier ’égalité des opérateurs sur un chemin donné, la définition 14 des opérateurs de Lit-
telmann généralisés permet de vérifier seulement deux conditions, plus maniables en pratique
comme on peut le remarquer en propositions 13 et 14.

La cinquiéme section nous a permis de comprendre de nouveaux concepts. Elle a un objectif
introductif au vocabulaire des algébres de Lie et en particulier sur les systémes de racines et
les chambres de Weyl. On y retiendra en particulier les effets de 'action d’un groupe de Weyl
sur une chambre de Weyl ainsi que les décompositions en espaces radiciels pour une algébre de
Lie. Cette section nous a permis aussi d’introduire les notions de représentation d’algebre de
Lie et de représentation de plus haut poids. On y trouvera aussi une formule de représentation
théorique pour la transformation de Pitman en théoréme 10.

Enfin, la sixiéme et derniére section nous a introduit a plusieurs nouvelles transformations
sur les chemins. On soulignera le role important de la co-transformation de Pitman pour la
propriété du point terminal, démontrée en proposition 23. Cette propriété est en effet un
point central dans la preuve du théoréme de représentation du mouvement brownien dans une
chambre de Weyl. Plus précisément, son rdle sert notamment a la caractérisation des chemins
dominants en proposition 26 qui est ensuite utilisée pour la premiére preuve du théoréme.
Nous avons tenu & faire figurer une deuxiéme preuve du théoréme qui consiste & approcher
un mouvement brownien dans la chambre de Weyl fondamentale par des marches aléatoires a
I’aide du théoréme de Donsker. Cela fait ainsi écho a la méthodologie initiée par Pitman dans
son théoréme de 1975.
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