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Partie 1 : Introduction et outils



Position du probleme

Soient f : R4 — R% un champ de vecteurs continu et localement lipschitzien.
Soient h >0, N e N*et 0=tg < t1 <--- <ty =h.

@ Probléme de Cauchy considéré:

{ ¥ =f(y)
y(0) = yo

@ Données: pour tout j € [0, N], yy; = ¢¢,(vo)
T

@ Objectif: retrouver le champ de vecteurs f & partir des données y; de la
solution a différents temps.

@ Plusieurs trajectoires étudiées:

©@ K données initiales.

@ Pour tous k € [0, K — 1,5 € [1, N, y{) = ¢¢, (y5")
2



Position du probleme

YorYt,omY, mtm| NN | st = [.0SS =
h

Figure: Illustration de la technique d’TA

@ fapp s’écrit a 'aide des parametres du réseau de neurones

@ ¢1: valeur prédite de y; par un certain schéma numérique, en faisant
intervenir yo, ¥yt .-+, Y1 et fapp

h

@ Objectif: Minimiser la fonction Loss



Position du probleme

Objectif: Minimiser la fonction Loss

@ 17¢ étape - Entrainement (ou Apprentissage): Minimiser la fonction

1 Ko—1 1 * k) 2
LOSSTraining ?0 ﬁ 1 — Y ’
k=0
@ 2™¢ étape - Test: Tester la fonction
K—1
1 1 NP
= — gy ) — o (F)
Losstest = K Ko > w2 |U Y1
k=Ko

Ko = |pK], p €]0,1]



Réseaux de neurones

Couche de neurones

1 lb
; s
Xl ylzz Wl,ixi +b1 —_— Xl = U(yl)
i=1
d 1
i=1
Entrée Sortie

X —> y=Wx+b — x'=2(Wx+b)

Figure: Ilustration du fonctionnement de la couche de ¢ neurones

@ Paramétres: Matrice poids W € M, 4(R), biais 1 de poids b € RS, fonction
d’activation 0 : R - R

@ zeR? y o’ €RS



Réseaux de neurones

Perceptron Multi-Couche (PMC)

(©) @) ™
1 b 1 b 1 b
), t(1)_~r ), Q) y'D_x® @

W Y

Figure: Illustration du fonctionnement d’'un PMC comportant J couches de neurones,
I’entrée, la sortie et le poids du biais associés a la couche j sont respectivement notés
x(j), 2'0) et p@)

@ PMC: succession de couches dans lesquelles la sortie de la j-éme couche
correspond & l'entrée de la (j 4+ 1)-éme couche

@ Approximation du champ de vecteurs f en fopp via: /() = fop, (x(1).

@ Fonction Loss qui dépend des parametres wO o w ) e (D), Objectif:
optimiser en ces parameétres.



Choix du pas de la méthode numérique h > 0

Création des données:
@ Choix au hasard de K données initiales y(()k) pour k € [0, K — 1]
© Calcul de ¢y (yék)) pour k € [0, K —1],j € [1, N]

Création des données prédites: Calcul de yf“ pour k € [0, K — 1] a partir de
(k) (k) . (k)
Yo Yty s yYp et Sapp

7
Introduction des fonctions Loss:

1| & o2
L(W,k) = ﬁyf>fy1()

W: Parametres du réseau de neurones

Calcul des différentielles des fonctions Loss en les parametres par différence
finie centrée.



Résolution numérique du p

@ Choix d’une proportion de données pour 1’entrainement p €]0, 1] et calcul de
Ko = [pK].
@ Introduction des fonctions:

1 Ko—1
LossTruininy( W) = ?0 Z L( W, k)
k=0

Loss Test ( W) = Z
K — Ko Ko Pyt
@ Choix d’un nombre d’itérations N;;e,

@ Minimisation de la fonction LossTyining via un algorithme d’optimisation, que
Pon arréte au bout de Ny, itérations.

@ Test de la fonction Losstes; (on s’assure qu’elle décroit comme LossTrqining)

@ Comparaison: Mesure de 'écart entre f et faopp



Algorithme du gradient stochastique

@ Choix des parametres « > 0 (Taux d’apprentissage) et Njer (Nombre
d’itérations de 'algorithme)

@ Choix au hasard de (W), parametres du réseau de neurones initiaux.
@ Pour t € [0, Nijter — 1]:

Q@ u ~U([0,Ko—1])

Q@ (W)iy1 = (W) — a - nablaL((W)y, i)

nablaL(-, k): Approximation de la différentielle de L(-, k) en les parameétres W par
différence finie centrée.

Convergence: ’algorithme converge lorsque la fonction Loss est (strictement)
convexe vers un minimum (global)



Partie 2 : Cas linéaire: Premiére formulation



Position du probleme

Soient A € M4(R) et h > 0.

@ Probleme de Cauchy considéré:
{ y=Ay
y(0) = o
@ Données: y; = eyq.

@ Objectif: retrouver la matrice A a partir des données yo et y1 de la solution
aux temps 0 et h.

@ Plusieurs trajectoires étudiées:

@ K données initiales.

@ Pour tout k € [0, K — 1], yim = ehAy[(Jk>



Position du probleme

@ Structure du réseau de neurones: Une couche de d neurones, fonction
d’activation: o = Idp

@ Paramétres: Une matrice poids W € M4(R) donnant ainsi, pour tout
kelo,K —1], u® = Ahyo(k> (A}, est la matrice d’itération propre au
schéma numérique, dépend de W. fopp(yo) = Wyo)

@ Forme de la fonction Loss:
1 k)12
LW.E) = ‘(Ah - ehA> y$ ’j

@ Minimiseur: Matrice Wy, € My(R) telle que Ay, = e"4, sous réserve d’avoir
au moins d données linéairement indépendantes.



Méthode d’Euler Explicite

Fonction Loss

Matrice d’itération: A, = I; + hW

Proposition (Fonction Loss - Méthode d’Euler Explicite)

Soit k € [0, K — 1]. La fonction

L(- k) : W % ‘(]d +RW — ehA) yék)r

est conveze sur My(R) et est presque partout strictement conveze sur My (R).

Preuve (idée):

@ Convexité: Utilisation de la différentielle via la relation:

L(Wl,k)-l—dL(Wl,k‘)-(WQ— Wi) < L(Wa, k)

@ Convexité stricte: Utilisation du fait que, pour presques tous W € M4(R),
yo € R, |Wyo| > 0.



Méthode d’Euler Explicite

Ordre de convergence

Proposition (Méthode d’Euler Explicite - Ordre de convergence)

L’apprentissage pour la méthode d’FEuler Explicite est d’ordre 1:

Wtin Vo A+ O(h)

Preuve (idée):

@ Minimiseur:

ehA _ Id

@ Ordre de convergence: Développement limité en A — 0.



Méthode d’Euler Implicite

Fonction Loss

@ Matrice d’itération: A, = (I; — hW)~1

@ Fonction Loss:

LW, k) = % ‘(([d — W)t - ehA) y(()k)‘2

Proposition (Fonction Loss - Méthode d’Euler Implicite en dimension 1)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et yék) # 0. La fonction

L(- k)'W»—)i L ha Qy(k)2
T h2 \1—hW 0

est strictement conveze sur [—R, R] dés que h est assez petit.

Preuve (idée):
Stricte convexité: Stricte positivité de la dérivée seconde



Méthode d’Euler Implicite

Ordre de convergence

Proposition (Méthode d’Euler Implicite - Ordre de convergence)

L’apprentissage pour la méthode d’Fuler Implicite est d’ordre 1:

Wtin Vo A+ O(h)

Preuve (idée):
@ Minimiseur:
I 4= eth

@ Ordre de convergence: Développement limité en A — 0.



Méthodes d’Euler

Ordre de convergence

Erreur finale en fonction du pas (Euler Explicite)

I B 09999739491887818
1 0 W -AlR
107!
L
2
& 1077
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£ g
S o
1074

1077 10-° 107 107 1073 1072

Pash

Variable explorer Help Plots Files Profiler

O Console /A

Taux de convergence observée (Euler Explicite): 0.9876001150565926

(a) Méthode d’Euler Explicite:
y1 = (Ig +hW)yo

Erreur finale en fonction du pas (Euler Implicite)

10° { === 09999846271152096
o |Ws, -All:

107

Erreur finale

1074

1077 107° 107 107 107 102
Pas h

Variable explorer Help |Plots Files Profiler

o Console 1/A

Taux de convergence observée (Euler Implicite): 0.9904982317881722

(b) Méthode d’Euler Implicite:
g1 =(Ig —hW) lyo



Méthode du Point Milieu

Fonction Loss

@ Matrice d’itération:

@ Fonction Loss:

Proposition (Fonction Loss - Méthode du Point Milieu en dimension 1)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et y(()k) # 0. La fonction

2

1 (1+tw 2

L k) : W — [ =227 gha)] )
( ) h2 <1—;W € Yo

est strictement convexe sur [—R, R] dés que h est assez petit.

Preuve (idée):
Stricte convexité: Stricte positivité de la dérivée seconde



Méthode du Point Milieu

Ordre de convergence

Proposition (Méthode du Point Milieu - Ordre de convergence)

L’apprentissage pour la méthode du Point Milieu est d’ordre 2:

Wiin 2o A+0(h?)

Preuve (idée):

@ Minimiseur:

h -1 h hA
Iy — 3 Wtin I + 3 Wtin = e

@ Ordre de convergence: Développement limité en A — 0 afin de montrer que

A Vo Wtin + O(h2) en utilisant le logarithme matriciel
—



Méthode de Runge-Kutta 2

Fonction Loss
2
@ Matrice d’itération: A, = I, + hW + 5 w2
@ Fonction Loss:

h? hA (k>2
(1d+hw+7w2—e )yo

1
h2

Proposition (Fonction Loss - Méthode de Runge-Kutta 2 en dimension 1)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et yék) #0. Sion a:

v e (- 5) e (3)
min { — ——),—log | -
R v2) 14 8 \a
alors la fonction:

1 h2 2 )2
L(- k) : Waﬁ(1+hW+?W2—e"A) yiP

est strictement conveze sur [—R, +00l.

Preuve (idée):
Stricte convexité: Stricte positivité de la dérivée seconde



Méthode de Runge-Kutta 2

Fonction Loss

Proposition (Fonction Loss - Méthode de Runge-Kutta 2 en dimension supérieure)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et yék) # 0. La fonction

L W2l w2
L(-,k):W»—)ﬁ Id+hW+?W —e %

est conveze sur By|. (0, R) od || - || est une norme matricielle quelconque.

Preuve (idée):
Convexité: Faire un développement limité en h — 0 pour montrer que la fonction
Loss ressemble a une forme quadratique en W — 0g4:

_ L *]?
LWk = 3 |(W=4Ay"| +0(M)



Méthode de Runge-Kutta 2

Ordre de convergence

Proposition (Méthode de Runge-Kutta 2 - Ordre de convergence)

L’apprentissage pour la méthode de Runge-Kutta 2 est d’ordre 2:

Wiin W0 A+0O(h?)

Preuve (idée):

@ Minimiseur:

h2
Id + hWMin + ? W]%h‘n = ehA

@ Ordre de convergence: Développement limité en h — 0 afin de montrer que

o Wtin + O(h2) en utilisant le logarithme matriciel
h—



Méthodes du Point Milieu et de Runge-Kutta 2

Ordre de convergence

Erreur finale en fonction du pas (Point Milieu)

=== 09999999989709337
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Pash

Variable explorer Help Plots Files Profiler

o Console 1/A

Taux de convergence observée (Point Milieu): 1.9998942561372377

(a) Méthode du Point Milieu:
y1 =

(Id—ﬁW

3 - (Id+%W)yo

Erreur finale en fonction du pas (Runge-Kutta 2)

--- 09999996286730822
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Pash

Variable explorer Help Plots Files Profiler

o Console 1/A

Taux de convergence observée (Runge-Kutta 2): 2.000848918771452

(b) Méthode de Runge-Kutta 2:
Y1 =

2
(Id + AW + %WQ) Yo



Simulations Numériques

Méthodes d’Euler

@ Systéme différentiel:
T
o
@ Pas de la méthode numérique: h = 0.1

Comparaison de tracés (Euler Explicite)
154 - - I

== Solution tracée avec RK45 pour A
Solution tracée avec RK45 pour Wi

o -

—— Solution tracée avec le schéma pour A

\ — Solution tracée avec le schéma pour Wi

(a) Méthode d’Euler Explicite:
1 = (Ia + hW)yo

0o -1 T

Comparaison de tracés (Euler implicite)
PILT [ n ————— N

- Solution tracée avec RK4S pour A
Solution tracée avec RK45 pour Waur
—— Solution tracée avec le schéma pour A

—— Solution tracée avec le schéma pour Wa,

(b) Méthode d’Euler Implicite:
v1=(Ig —hW) lyo



Simulations Numériques

Méthodes du Point Milieu et de Runge-Kutta 2

@ Systéme différentiel:

T
2

@ Pas de la méthode numérique: h = 0.1

Comparaison de tracés (Point Milieu)
L e

==~ Solution tracée avec RK4S pour A
Solution tracée avec RK4S pour Waan
— Solution tracée avec e schéma pour A

— Solution tracée avec|e schéma pour Wien

(a) Méthode du Point Milieu:
Y1 = )

h - h
(Idfjw) (Id+§W) Yo

-1 T

Comparaison de tracés (Runge-Kutta 2)
——
100

—-~ Solution tracée avec RK45 pour A

¥ Solution tracée avec RK45 pour Wi

075
050 |—— Solution tracée avec e schéma pour A
—— Solution tracée avec le schéma pour Wien

025

000
-025
-0.50
-075

-1.00

-0 -05 00 05 10

(b) Méthode de Runge-Kutta 2:
y1 =

2
(Id + AW + %WQ) Yo



Partie 3 : Cas linéaire: Nouvelle formulation et méthodes
supplémentaires



Position du probleme

Soient A € My(R),h>0etO0=ty <t1 <---<ty=h

@ Probléme de Cauchy considéré:
y=Ay
y(0) = %o
© Données: pour tout j € [0, N], yy; = e'i‘yo.
n

@ Objectif: retrouver la matrice A a partir des données y+, de la solution aux
W
temps ;.

@ Plusieurs trajectoires étudiées:

@ K données initiales.

@ Pour tous k € [0, K —1],5 € [1, N], y(tf) = ef’JAyék)
W

@ Structure du réseau de neurones: Une couche de d neurones, fonction
d’activation: o = Idg



Position du probleme

@ Paramétres: Une matrice poids W € M4(R) donnant ainsi, pour tout

kelo,K —1], yfk) sous cette forme:

y{k) Za]y(k) + WZ,BJ 7?/1

@ Forme de la fonction Loss:

L(W,k) = Z jy(k) k>+WZB] ]y[

j=0 i

@ Minimiseur: Matrice Wy, € Mg(R) telle que A, = e, sous réserve d’avoir
au moins d données linéairement indépendantes.



Convexité des fonctions Loss

@ Forme des fonctions Loss:

1 X 2

LW, k) = ﬁ‘u“‘wm(“‘
1 . NP
= |Bu” + wey?)|

@ Minimiseur: Matrice Wy, = —BC ™1, sous réserve d’avoir au moins d données
linéairement indépendantes.

Proposition (Fonction Loss - Forme quadratique en W)

Soit k € [0, K — 1]. La fonction
L W — L,® Wo (k) 2
(-, k) : W2 u'®) + Wo

est conveze sur Mg (R) et est presque partout strictement conveze sur Mq(R).

Preuve:
Comme pour Euler Explicite



Meéthodes a deux points

@ Données: Seulement yg et yi.

@ Trois méthodes:

@ Mséthode d’Euler Explicite: y3 = (Ig + hW) yo
@ Méthode d’Euler Implicite: v; = yo + hWy;

© Méthode du Point Miliew: 41 = yo + & W (yo + 41)

Proposition (Méthodes d’Euler et du Point Milieu - Ordres de convergence)

@ L’apprentissage pour les méthodes d’Euler Explicite et Implicite sont d’ordre
1:

Wi =, A+O(h)

@ L’apprentissage pour la méthode du Point Milieu est d’ordre 2:

. _ 2
WM'm h50 A + O(h )




Meéthodes a deux points

Preuve (idée):
@ Méthodes d’Euler: Mémes minimiseurs qu’en partie 1, puis développement
limité en h — 0.

@ Méthode du Point Milieu: Forme du minimiseur:

2 _
Wniin = E(IdJrehA) Lt — 1)

puis développement limité en h — 0.



Meéthodes a deux points

Méthodes d’Euler - Ordre de convergence

Erreur finale en fonction du pas (Euler Explicite) Erreur finale en fonction du pas (Euler Implicite)
10° § === 09999826983179213 - 100 | == 09999984569023724
o W, -All:z o IWs,-All
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Pash

Variable explorer Help plots Files Profiler Variable explorer Help plots Files Profiler

Console 1/A Console 1/A

Ordre de convergence observé (Euler Explicite): 1.0101700984686135 Ordre de convergence observé (Euler Implicite): 1.0027554845802722

(a) Méthode d’Euler Explicite: (b) Méthode d’Euler Implicite:
71 = (Ig +hW)yo y1 = yo + hWy1



Meéthodes a deux points

Méthode du Point Milieu - Ordre de convergence

Erreur finale en fonction du pas (Point Milieu)

--- 09999999729111169
1079 5 (W -All
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P
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Pash

Variable explorer Help plots Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Point Milieu): 1.9994561419704842

(a) Méthode du Point Milieu:
%1 =0+ 4 W(yo+v1)



Méthodes multi-pas a pas constant

@ Données: Solutions y

@ Méthode:

el 4yo en les temps t; = %, jefo,N—1]

N-1 po Nl
Dy i+~ WD By
i=0 N NS N



Méthodes multi-pas a pas constant

Ordre de convergence

Proposition (Méthode Multi-pas & pas constant - Ordre de convergence)

Si on a:

N—1
Z a; =1
=0

@ Pour tout q € [1,p]:

N—1
S iton - it = (—1)e
=0

Alors:

Witin WSo A+ O(R?)

Preuve (idée): Utiliser le développement limité de ’exponentielle de matrice, puis
les conditions en hypotheses.



Méthodes multi-pas a pas constant

Exemples

Erreur finale en fonction du pas (Nystrom)

=== 09999999999435245 Erreur finale en fonction du pas (Multipas  pas constant - ordre 3)
10-2 Wy, —Allz
o I 10 | === 0.9999665460513347
o |IWs, —Allz
. 10 10
2 i
T w07 2 107 -
5 g
g S
o [u] g 07
10° &
107
107
10
107 107 107 107 10 102 - - - - -
Pas h 10 107 PIU N 107 10
as

Variable explorer  Hel Files Profi
janablelexpiorer) (e S Gi'ex) Rioflleg Variable explorer Help Plots| Files Profiler
Console /A Console 1/A

Ordre de convergence observé (Nystrom): 2.0000246824422354

Ordre de convergence observé (Multipas & pas constant - ordre 3): 2.9583067540569363

(a) Méthode de Nystrom

: (b) Méthode d’ordre 3: N = 2
N =2 (a0, a1, Bo, B1) =
(a0, @1, Bo, B1) = (0,1,2,0) (—4,5,4,2)
91 :yo+§W(2y%) Y1

—dyy +5yo+ 4 W(4y% +2y0)



Méthodes multi-pas a pas constant

Exemples

Erreur finale en fonction du pas (Milne)

I 0.999986207175497 ’rﬂ
071 5 W, Al e

Erreur finale

Variable explorer Help Plots, Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Milne): 3.9727109910372707

(a) Méthode de Milne: N = 4

(0‘0:0‘1:a%:QSiﬂOvﬁlvﬁi’:ﬂB) =
8

(9,0,0,1,57—§7 5,0)

Y1 = Yo +

py (8 4 8
i *yg—*y;-‘r*y;)
1 3Y3 T 3Y1 T3Vl

Erreur finale en fonction du pas (Multipas 3 pas constant - ordre 5)

| --- 09999998526477534
07 o ((Wa, Al

Erreur finale

Variable explorer Help Plots Files Profiler
Console /A
Ordre de convergence observé (Multipas & pas constant - ordre 5): 4.9917980640640405

(b) Méthode d’ordre 5: N = 3

(g, a1, a2, Bo, B1, B2) =

(—18,9,10,9,18,3)

y1 = —18y2 +9y1 +10yo +
3 3

Lw(9yy +18y1 + 3y0)
3 3



Méthodes multi-pas & pas non constant

@ Données: Solutions yi, = = el yo enlestemps 0=ty < t1 <---<ty=h
I

@ Méthode:

Y1 = Yo+ WZ: (/Oh L],N(t)dt) o
= yo+WZ(/ )dt) A0

(L i, N)O<J<N Base de polynomes interpolateurs de Lagrange de Ry [X],
interpolation de t — WeAyg en tg,--- , ty.



Méthodes multi-pas & pas non constant

Ordre de convergence

Proposition (Méthode Multi-pas & pas non constant - Ordre de convergence)

Si A € GL4(R) (ce qui est le cas presque partout dans M4(R)), Uapprentissage
pour cette méthode est d’ordre N + 1:

Wtin WSo A+ O(NT

Preuve (idée): Etudier le minimiseur:

-1

N
Wain, = Z (/ )dt> <ehA - ]d>
B -1
Mo hoia > tA hA
/0 et dt—/o et — ;)L]W(t)ef dt (e —Id)

en notant que le polynéme interpolateur approche ¢ — ef4



Méthodes multi-pas a pas non constant

Exemples

Erreur finale en fonction du pas (Multipas 3 pas variable - ordre 3)

10-2 { === 0.9999976531936636 -8
o |IWs,_ -All:

00l 0 -

Erreur finale

1072

10

10-1¢

Variable explorer Help plots| Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Multipas & pas variable - ordre 3): 2.9904368627374263

(a) Méthode d’ordre 3: N = 2
Solutions données en 0, % et
h

Intégration numérique des
L],Q(t) sur [0, h]

Erreur finale en fonction du pas (Multipas & pas variable - ordre 4)

-=-- 09999986027016572 -8
o W, —All

Erreur finale

1072

107 102 102 107

Pas h

Variable explorer Help |Plots Files Profiler

Console /A

Ordre de convergence observé (Multipas 3 pas variable - ordre 4): 3.989874942319539

(b) Méthode d’ordre 4: N = 3
Solutions données en 0, %, %
et h

Intégration numérique des

Lj 3(t) sur [0, h]



Généralisation

@ Solutions yy; = eidygen 0=ty < --- < ty = h de §j = Ay.
h

@ Méthode:

@ Vecteur prédit par le réseau de neurones:

N N
7 = Za]yii-l-WZ,thjyi
j=0 h j=0 h
@ Vecteur prédit par la méthode numérique:
N N
o = ZO‘JW; +AZBJh«7ytJ
j=0 n j=0 h



Généralisation

Ordre de convergence

Théoréme (Ordre de convergence - Cas linéaire)

Si la méthode est d’ordre p, i.e.

w-un = Ok
—0

et si % (Boho + -+ Bnhn) # 0, alors ’apprentissage est d’ordre p:

) — P
Watin o A+ O(hP)

4
Preuve (idée): Etudier le minimiseur en yo:
Nohy o
Wuinyo = Ayo+ | D_BjLelit |  — <y1 - yl)
= n h
]



Exemples

Erreur finale en fonction du pas (Exemple - Ordre 2)

=== 09999994846953508
1024 o [We.-Allk
107
v
g 10
c i
2
E 10®
& o
107"
O
1077 10 10°° 107 1072 1072 107
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Exemple - Ordre 2): 1.9977642149536778

(a) Méthode d’ordre 2:

Solutions données en 0, % et
h

1=
yo-‘r%W(yo-‘rQ?]% +y1>

Erreur finale en fonction du pas (Exemple - Ordre 4)

102 | 7= 0.9999977633637519
o |Ws, -All
10
s 107
§ 10 /E,"/
£ -
1071 o
o o ,J!‘
10-1% ’,”
104 10 107 107

Pash

Variable explorer Help plots Files Profiler

Console /A

Ordre de convergence observé (Exemple - Ordre 4): 3.987156859160303

(b) Méthode d’ordre 4:
Solutions données en
0, 4,20 et b

y1 =yo +

tw yo+3y% +3y% +y1>




Simulations Numériques

Méthodes d’Euler

@ Systéme différentiel:

jl 0 -1 Tl
{lfg 1 0 2

@ Pas de la méthode numérique: h = 0.1

Comparaison de tracés (Euler Explicite) Comparaison de tracés (Euler implicite)
s o e s o .~
15 = Solution tracée avec RK4S pour A By v ™ === Solution tracée avec RKS pour A
Solution tracée avec RK45 pour Wae AP R Solution tracée avec RK45 pour Wi,
10 — Solution tracée ave le schéma pour A oy, N X — Solutiontracée avec le schéma pour A
Solution tracée avec le schéma pour Wan , \ — Solution tracée avec le schéma pour W
¥

(a) Méthode d’Euler Explicite: (b) Méthode d’Euler Implicite:
1 = (Ia + hW)yo Y1 =yo +hWy1



Simulations Numériques

Méthode du Point Milieu

@ Systéme différentiel:

1
2

@ Pas de la méthode numérique: h = 0.1

Comparaison de tracés (Point Milieu)
S ————————

e

-== Solution tracée avec RK45 pour A
Solution tracée avec RK45 pour W
‘= Solution tracée avec le schéma pour A

— Solution tracée avec le schéma pour Waen

(a) Méthode du Point Milieu:
Y1 =0+ & W(yo +v1)

-1 1

Comparaison de tracés (Milne)

-10 05 00 05 10
x

(b) Méthode de Milne:
Y1 = Yo +

Lw (%y% - 3v1+ 5y

Solution tracée avec RK45 pour A
Solution tracée avec RK45 pour Wan
Solution tracée avec le schéma pour A

Solution tracée avec le schéma pour Wien



Partie 4 : Cas non-linéaire



Cas non-linéaire

Position du probléme

Q@ Equation: § = f(y), f € C°(R%,R%), localement lipschitzien

@ Données: Solutions yi; = @¢; (yo) (®: flot associé & 'EDO) en les temps
W
O=th<---<ty=h

@ K données initiales, donnant K séries de données: pour tout k € [0, K — 1]

ygj) =y (yék>)
i



Cas non-linéaire

Structure du réseau de neurones

Théoréme (Théoréme d’universalité)

Soit g € C(R%,R), soit o € CO(R,R)\R[X]. Alors, pour tout e > 0, il existe
Japp € Mo telle que, pour tout Q C R¢ compact:

llg — gappHLoo(Q) < €

avec:

Mo = Vect{xHa(w-x—l—b),wE]Rd,be]R}

R[X] ~ {Fonctions polynomiales}




Cas non-linéaire

Structure du réseau de neurones

Wo

T
U 4
Y= Wy’ = 32 (W +w
Premiére Couche
d
IR > IR3

rd

1) W(Z) @ ) m
) — WO (W +wi")

Fonction d'activation Seconde Couche

d
> IRg > IR

Figure: Structure du réseau de neurones pour le probléeme non-linéaire

Japp(y0) = W(2)2<W(1)y0+wél>)



Cas non-linéaire

Ordre de convergence

Premiére formulation:

© Vecteur prédit par le réseau de neurones:

N N
Gio= > ayy +h25jffapp (yzl)
j=0 h =0 h

@ Vecteur prédit par la méthode numérique:

h

N N
no= Zajyti+hzmif(yi)
j=0 o h g

@ Minimiseur de la fonction Loss: f,, € C° (R, R?) tel que L(fgpp) =0



Cas non-linéaire

Ordre de convergence

Théoréme (Ordre de convergence dans le cas général - Premiere formulation)

Si la méthode est d’ordre p, i.e.

yi—y = OhrTY
—0

et si % (Boho + - -+ Bnhyn) # 0, alors Uapprentissage est d’ordre p:

fapp (%0) f(yo) + O(h?)

h—0

Preuve (idée): Etudier le minimiseur en yp en montrant que:

* 1 ~
fapp (¥0) W0 f(yo) + m (yl - yl>
=



Cas non-linéaire

Ordre de convergence

Nouvelle formulation:

@ Vecteur prédit par le réseau de neurones:

h h

N N
1 = Zajytl +hfapp Zﬂjzjyl]
7=0 Jj=0
@ Vecteur prédit par la méthode numérique:

N

N

~ h;

Y1 = Ea]-yt_iJrhf §ﬂ_7#yi
j=0 "

J=0 E

© Minimiseur de la fonction Loss: f,, € CO(R4 R?) tel que L(fgp) =0



Cas non-linéaire

Ordre de convergence

Théoreme (Ordre de convergence dans le cas général - Nouvelle formulation)

Si la méthode est d’ordre p, i.e.

pi—y = O
h—0

et st % (Boho + -+ - + Bynhy) # 0, alors lapprentissage est d’ordre p:

Tiw(w0) =, F(30) + O(h?)

h
4
Preuve (idée): Etudier le minimiseur en yo en montrant que:
1 ~
fapp Zﬁjiyf = E (yl_y1>
|



Cas non-linéaire

Simulations numériques

@ Systéme différentiel:

{12 tan

@ Pas de la méthode numérique: h = 0.1

Figure: Méthode d’Euler Explicite, ¢ = 200 neurones



Cas non-linéaire

Simulations numériques

@ Systéme différentiel:

{12 tan

@ Pas de la méthode numérique: h = 0.1

Figure: Méthode du Point Milieu, { = 20 neurones

Figure: Méthode du Point Milieu, ¢ = 200 neurones



Merci pour votre attention !



