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Introduction

L’intelligence artificielle, outre ’application a des problemes complexes tels que le traite-
ment d’image, du signal ou encore la classification des données [I],[2], peut s’appliquer a
I’étude de problemes d’évolution. En effet, il est possible d’utiliser des techniques d’IA
sur des équations différentielles - voire aux dérivées partielles lorsqu’elles sont discrétisées
en espace - autonomes § = f(y) afin de retrouver le champ de vecteurs f via I’étude de
trajectoires [3],[4] y compris lorsque ces derniéres sont perturbées par un bruit [5], afin
d’imiter la trajectoire (discrétisée en temps) d'une solution d’'EDO [6] ou lorsque 1'on veut
simplifier un modele physique afin de réduire le cotit de calcul [7]

L’objectif de ce stage consiste en I'application de méthodes d’intelligence artificielle
a des équations différentielles, c’est-a-dire que, étant donné une EDO ¢ = f(y), il s’agit
de retrouver le champ de vecteurs f de maniere approchée a partir de données sur la
trajectoire de la solution partant d’'une donnée initiale 9, et en connaissant une donnée
"finale” y;. En réalité, il est nécessaire de connaitre plus d’une trajectoire (donc on se
donne plusieurs conditions initiales y((]k) et plusieurs données y%k)) afin de pouvoir calculer
f. C’est la que les méthodes d’TA entrent en jeu, puisque les données sont souvent nom-
breuses. Par ailleurs, f est retrouvé de maniere approchée, c’est-a-dire que des méthodes
numériques pour les EDO entrent en jeu [8],[9]. Une part du travail est consacrée a 'étude
de la précision avec laquelle le champ de vecteurs f est retrouvé et le lien avec 'ordre de
la méthode numérique, en particulier lorsque ’on rajoute des points intermédiaires entre

Yo et y1, permettant d’apporter plus de précision.

La premiere partie traite de I'introduction des méthodes d’intelligence artificielle pour
I’étude d’EDO. 11 y est introduit la définition de fonction de perte Loss, qui mesure 1’écart
entre des points de la trajectoire réelle et de la trajectoire calculée par une IA, la notion de
réseaux de neurones, notamment le PMC [2], ainsi que le gradient stochastique, technique
d’optimisation largement employée dans le cadre du stage afin de minimiser la fonction
Loss [1],[10].

La seconde partie se concentre sur le cas linéaire et aborde quatre méthodes numériques
classiques des EDO de petit ordre [§],[9] permettant de retrouver le champ de vecteurs.
Cette partie accorde une place importante a la convexité de la fonction Loss, critere tres
apprécié en optimisation.

La troisieme partie propose toujours d’étudier 'approximation de f dans le cas linéaire,
en fonction de certaines méthodes numériques mieux adaptées aux algorithmes d’optimisa-
tion que l'on peut trouver dans la littérature [3],[§],[9]

Enfin, la quatrieme partie aborde le cas ou f n’est plus linéaire, et met en évidence une
nouvelle structure de réseau de neurones [I][7], adaptée a 1’étude de systemes dynamiques
complexes utilisé dans d’autres disciplines comme la physique ou la biologie [3],[7]. Les
méthodes numériques employées reprennent celles utilisées dans le cas linéaire [3],[§],[9].
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Partie 1

Intoduction et outils

1.1 Position du probleme

Soit f : R — R? un champ de vecteurs continu et localement lipschitzien. Soient h >
O,NeNetty=0<t; <--- <ty =h. On considere le probleme de Cauchy suivant:

{ y=ry)

y(0) = o

et on suppose que, pour tout j € [0, N], v,

t; = ¢, (yo) est connu, ol ¢ est le flot associé
h

a Iéquation différentielle § = f(y).

L’idée du travail réalisé est de retrouver le champ de vecteurs f a partir des données
y; de la solution a différents temps. Concretement, il s’agit de retrouver le champ de
vecteurs f a partir d’observations sur la trajectoire partant de .

Bien entendu, plusieurs observations sont menées, a partir de K données initiales yék),
pour k € [0, K — 1], donnant ainsi, pour tout j € [1, N], ygf) = (btj(y((]k)).

W

La stratégie est d’approcher le champ de vecteurs f aussi précisément que possible
afin de pouvoir reconstituer toute la trajectoire. C’est la que les techniques d'TA entrent
en jeu:

YooYt o-5)) mte| NN |t Y o [OSS =
h

Figure 1.1: Illustration de la technique d’TA

- Les données y+, sont entrées dans un réseau de neurones (NN), muni de parametres.
W

5



Master 2 Mathématiques Fondamentales Mars-Juin 2021

- Il en ressort un champ de vecteurs approché f,,, (calculé en fonction des parametres de
NN), ainsi qu’une valeur en h prédite de la solution, notée v, faisant intervenir f,,, au
moyen d'un schéma numérique donné. Par exemple, si on opte pour le schéma d’Euler
explicite, on aura ¥ = Yo + A fapp(Yo)-

- On évalue la différence 3; — y; a laide le la fonction de perte (Loss). C’est cette
fonction que 'on va chercher a minimiser en les parametres du réseau de neurones,
faisant intervenir des méthodes d’optimisation

On dispose de K données, mais on ne les utilise pas toutes afin d’optimiser la fonction
de perte. Une partie seulement le sera (Ky < K données). C’est la phase d’apprentissage
(ou entrainement), qui consiste & minimiser cette fonction:

(k)
1

2
™ —y ‘

Kop—1

1 ' &K1

LOSSTraining = K[) E ﬁ
k=0

Le reste des données servira a vérifier que les parametres du réseau de neurones ap-

prochent correctement f, et que les autres différences y%k) — y§’“) ne sont pas trop grandes

non plus. C’est la phase de test, qui consiste a vérifier que la fonction suivante n’est pas
trop grande par rapport a la fonction Lossprgining:

K-1

1 1. NE
LosStest = K — K, Z 2 iy — y% ))

k=Ko

Remarque. - Lorsque la fonction Losstes devient trop grande par rapport & Losstraining,
on dit qu’il y a surapprentissage.

- En notant p €0, 1] la proportion de données qui servent a l’entrainement, on a Ky =

[pKo]

1.2 Réseaux de neurones

Dans cette section, nous allons détailler le fonctionnement d’un réseau de neurones, tel
qu’il est utilisé dans le cadre du stage (ce qui ne correspond donc pas au cas général).

1.2.1 Couche de neurones

Une couche de neurones peut étre vue comme une application R? — RS qui envoie un
vecteur vers un autre vecteur, et dont les parametres sont les suivants:

- Une matrice W € M¢ 4(R), appelée matrice poids
- Un vecteur b € R¢ appelé poids du biais (le biais a la valeur 1)

- Une fonction o : R — R appelée fonction d’activation

On dit que la couche comporte ¢ neurones, et voici son fonctionnement:

Maxime BOUCHEREAU 6 Université Rennes 1
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On prend un vecteur z € RY, appelé entrée

On calcule le vecteur y = Wz + b € RS

On calcule le vecteur 2’ = X(y) € R¢ en appliquant la fonction d’activation o & chacune
des composantes de y: S((y1,...,y)") = (o), ..., o))"

On obtient un vecteur 2’ € RS, appelée sortie

b

|
! 2.

d

X YIZZWLiXi +b, — X1|:O-(yl)
1=1
d !

Xd W yFZZWS—,iXi—Fbg _— ng O-(Y§)
1=1

Figure 1.2: Illustration du fonctionnement de la couche de neurones

Remarque. Pour tout j € [1,(], le vecteur (w;1,...,w;q) € R? est appelé poids du
neuromne j.

1.2.2 Perceptron Multi-Couche (PMC)

Un PMC est un type de réseau de neurones utilisé dans le cadre du stage. Il se compose
d’une succession de couches dans lesquelles la sortie de la j-eme couche correspond a
'entrée de la (j 4 1)-éme couche:

1 b(l) 1 b(2> 1 b(D

x(l) = 1 _)X'(l):XQ) : 2 _)X'(Z)___X'(J-l):X(J) = J _)X’(J)
W W w

Figure 1.3: Illustration du fonctionnement d'un PMC comportant J couches de neurones,
I’entrée, la sortie et le poids du biais associés & la couche j sont respectivement notés z¥),

Dans le cadre du stage, en notant W) la matrice poids associée & la couche j, nous
obtenons une fonction Loss qui dépendra des parametres W . W pM)  p() - La
stratégie est d’optimiser en ces parametres.

Maxime BOUCHEREAU 7 Université Rennes 1



Master 2 Mathématiques Fondamentales Mars-Juin 2021

1.3 Algorithme du gradient stochastique (SGD)

On cherche a minimiser la fonction en les parametres du réseau de neurones, que ’on note

W

LOSSTraining (W) -

2

(k) (k)

ou LW, k) = 35 [y —

On se donne un réel a > 0, appelé taux d’apprentissage (learning rate en anglais).
L’algorithme du gradient stochastique est donné par la boucle suivante, et s’effectue en
un nombre d’itérations que I'on note Ny,

(W)o est choisi au hasard
Pour tout ¢ € [0, Ny, — 1]:

- iy ~ U0, Ko — 1])
- (W)t+1 = (W)t - OéVL(<W)t7it)

Cet algorithme présente ’avantage de ne pas avoir a calculer le gradient de Losstyqining
a chaque itération, ce qui serait coliteux, en particulier lorsque K, devient grand, ce qui
est le cas lorsque nous avons beaucoup de données, tout en assurant de descendre dans
suffisamment de directions afin de faire converger I’algorithme.

Remarques. - Dans le cadre du stage, il a été observé que l’algorithme converge si les

fonctions L(-, k) sont (strictement) convezes sur le domaine sur lequel se trouvent les
(W)

- Il existe des variantes de l’algorithme SGD. Par exemple, il est possible de calculer la
moyenne de plusieurs gradients de fonctions L(-, k) a chaque itération (petits lots), ou
bien de faire décroitre le taux d’apprentissage au cours des itérations.

Maxime BOUCHEREAU 8 Université Rennes 1



Partie 2

Cas linéaire: Premiere formulation

2.1 Position du probleme

Dans cette partie, on va se restreindre au cas linéaire, i.e. de la forme:

{ y=Ay
?J(O =%
ou A€ Md(R)

Par ailleurs, on considerera que N = 1, c’est-a-dire que ’on connait la solution du

probleme de Cauchy qu’en t = 0 et t = h, cette derniere étant donnée par: y%k) = ehAy(()k).

Ainsi, on utilise un réseau neuronal comportant une couche de d neurones, sans biais,
ce qui se traduit par une matrice poids W € My(R). Ainsi, nous avons:

(k kO
= Ayl
ou Ay est la matrice d’itération, qui dépend du schéma numérique employé:

- Pour la méthode d’Euler Explicite, on a:

A, = I;+hW

donnant ainsi:

1 2

- Pour la méthode d’Euler Implicite, on a:

([d + hW — ehA) y(()k)

A, = (Ig—hWw)™?

donnant ainsi:

1 2
LW,k) = —

7 | (Lo =)~ =) g

9
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- Pour la méthode du Point Milieu, on a:

-1
i (i) (1 )

donnant ainsi:

2
1
LWk = -

ho \7* h
(([d — §W) ([d + §W) - €hA> y(()k)

- Pour la méthode de Runge-Kutta 2, on a:

h2
A, = Id+hW+?W2

donnant ainsi:

2

1
LW, k) = 72

h2
(Id + hW + ?WQ — ehA> y(()k)

Remarque. Si on écrit une fonction Loss de la fagcon suivante:

2

L(W,k) =

k
o [
alors la condition pour que LoSStraining(W) =0 < M =0 (minimisant ainsi la Loss)

(k
0

est d’avoir d données y, ) linéairement indépendantes. Ainsi, peu de données suffisent

dans le cas linéaire.

2.2 Méthode d’Euler Explicite

Proposition (Fonction Loss - Méthode d’Euler Explicite)
Soit k € [0, K — 1]. La fonction

1 2
L(- k) : W — 7 ‘(Id—i-hW—ehA) y(gk)‘

est convexe sur M (R) et est presque partout strictement convexe sur M (R).

Démonstration. L(-, k) est une forme quadratique en W, donc est une application réguliére.

Tout d’abord, calculons la différentielle de L(-, k). Soient W, H € M4(R):

2

LW + Hk) = (I + (W + H) — ")y

2

1

|
1

h2

22
([d + hW — ehA) yék)‘ + E(([d +hW — ehA) yék)]Hyék)> + ‘Hy(()k)

Maxime BOUCHEREAU 10 Université Rennes 1
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Done, on retient le terme linéaire en H pour obtenir la différentielle (le terme restant
est un terme quadratique):

2
AL(W,k) : H E(([d + W — )y Hy )

- Tout d’abord, montrons la convezité. Soient W1, Wy € M4(R):

2
LWL, k) + dL(Wy, k) - (Wa — W) = (I + hW; — e4) y(()k)‘

h2
2

+ E<(Id +hW; — €hA) y(()k)|(W2 - Wl)y((]k)>
1 INE

< = (Id + hW; — ehA) y(() )‘

2
+ E<(Id + hWy — ehA) y(()k)|(W2 — Wl)y((Jk)>

2
+ ‘(W2 - Wl)y(()k)‘

1 2
< ﬁ ‘(Id + hW1 - ehA) y(()k) + h(W2 — Wl)y(()k)

1 012
< = (Id + hWy — ehA) y(() )
< L(Wa, k)

Done L(-, k) est conveze sur My(R).

- Montrons la stricte convexité presque partout sur Mg(R).

Cette propriété se montre en reprenant le raisonnement précédent, et en utilisant le fait
que, pour presque tous Wi, Wy € M4(R), y(()k) € R¢:

2

(W — Wl)yék) > 0

puisque les matrices non inversibles sont de mesure nulle dans My(R) (pour la mesure
de Lebesque), et que y((]k) £ 0 presque partout sur R?. Ainsi, on a, pour presque tous

Wi, W € My(R), 4 € R:

LWy, k) +dL(Wh, k) - (Wy —Wy) < L(Wy, k)
ce qui montre la stricte convexité presque partout sur Mg(R)
[ |
La stricte convexité presque partout fournit I'existence d’au plus un minimiseur Wy,

qui annule la fonction L(-, k), et a fortiori LosSpraining, cette matrice étant la matrice
recherchée pour approximer A.

Maxime BOUCHEREAU 11 Université Rennes 1
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Proposition (Méthode d’Euler Explicite - Ordre de convergence)
L’apprentissage pour la méthode d’Euler Explicite est d’ordre 1:

h—0
Démonstration. On rappelle que:
1 B |2
LW E) = o | (la ot R = ¢4
On a
et — T
Watin Td

On fait un développement limité a [’ordre 2:

1
2
Wtin 5 (Ia+hA+O(h?) — 1)
Wy = A+ O(h)
Erreur finale en fonction du pas (Euler Explicite)
-=- 0.9999857515934083 A
10° ¥ o |IWe.-All: ',a’
J'Er

L} ‘J‘u
g 107 g
: -
£ pg
w H’f

102 1 -

LA
ta
R
’f
@
107 10~* 10°3 10°2
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Taux de convergence observée (Euler Explicite): 1.0065676454395045

Figure 2.1: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode d’Euler Explicite,
obtenue avec une matrice A prise au hasard dans My([—10,10]) dans le cas d = 2,

Nijer = 500 et o« = 1073

Maxime BOUCHEREAU 12

Université Rennes 1



Master 2 Mathématiques Fondamentales Mars-Juin 2021

2.3 Méthode d’Euler Implicite

Proposition (Fonction Loss - Méthode d’Euler Implicite en dimension 1)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et y{” # 0. La fonction

1 1 e
L(- k) : __ _hA (k)
L HHhQ(l—hW ¢ )yo

est strictement convexe sur [—R, R] dés que h est assez petit.

Démonstration. On a, pour tout W € R\ {1}

1 1 2 k2
L(W,k) = ﬁ( —ehA) e

1—hrW
Cette fonction est deux fois différentiable sur R\ {%} et on a:
oL 2 1 2
= k — __ _hA (k)
o "R = ey (1 —wv € ) Yo
0*L 2 2 2
k — __ _hA (k)
gz VR = (1—hW ‘ )yo

Prenons h < . Soit W € [-R,R]. On a W < R < +, donc -7 > 0. Donc L(-, k)
est strictement conveze si et seulement si:

2 hA
1—hW_€ > 0

(stricte positivité de la dérivée seconde). Or, nous avons:

2

1—hW_€hA>O & 1—hW <274

& 27y —1>0

Or, un développement limité en h assure que:

2e "M L AV — 1 =, 21— hA)+hW —1+ O(h?)
_)
=, Lt h(W —2A) + O(h?)

Donc, si h est assez petit, on a:

2 ML AV -1 > 0

Donc L(-, k) est strictement conveze sur [—R, R].

Etudions maintenant une matrice Wrin telle que Lossrraining(Warin) = 0:

Maxime BOUCHEREAU 13 Université Rennes 1
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Proposition (Méthode d’Euler Implicite - Ordre de convergence)

L’apprentissage pour la méthode d’Euler Implicite est d’ordre 1:

h—0

Démonstration. On rappelle que:

1
LOVE) = 5 | (L= hW) ! =)y

‘2
On a comme unique possibilité pour W, :

Id _ e—hA

On fait un développement limité a ['ordre 2:

1
Wi = 7 (Ia = Lo+ hA+ O(h?))
Wirin = A+ O(h)
h—0

Remarque. En dimension 1, le point critique de L(-, k) vérifie ﬁ — el =0. done, au

voisinage de ce point critique:

(k)?

0?L 2y, 1
gz Wk = (1—hW) 1—hW
oy )2
_ Yo
(1—hW)4

> 0

donc on y a de la convexité stricte, la convergence vers ce point critique, minimiseur
via la méthode du gradient y est garantie. De facon plus générale, en partant d’un point
quelconque, la méthode de gradient va converger vers le point critique, et ce grace a la
convexité sur tout segment lorsque h est assez petit.

Maxime BOUCHEREAU 14 Université Rennes 1
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Erreur finale en fonction du pas (Euler Implicite)
=== 0.9999137287622031 /D
1004 O Wy, —Al ‘,m"
ffE)’
fﬂ’
T er”
£ 107! 4 -
— -
5 ’dﬂ
3
5 ,/”’
4T
- L
10 ”E'
P
g
m”
10~ 10~# 10°* 1072
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Taux de convergence observée (Euler Implicite): 1.011661245310168

Figure 2.2: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode d’Euler Implicite,
obtenue avec une matrice A prise au hasard dans Mg([—10,10]) dans le cas d = 2,
Niter = 500 et a = 1073

2.4 Méthode du Point Milieu

Proposition (Fonction Loss - Méthode du Point Milieu en dimension 1)
Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et y((]k) # 0. La fonction
L (L+5W Sy
. 2 hA

est strictement convexe sur [—R, R] deés que h est assez petit.

Démonstration. On a, pour tout W € R\ {2}:

2
1 (1+2W 2
LW, k) = % (—_ zW — ehA> <y(()k)>
2

Cette fonction est deux fois différentiable sur R\ {%} et on a:

oL 2 1+ 2w 2

_I/I/ak — 2 _ _hA (k)

O = g () ()

2L B 2 () 2 2 L+2w ) 2
Gz o k) = —(1_@W)2 (yo ) +(1_%W)3 oy € (yo)

Pour tout W # %

Maxime BOUCHEREAU 15 Université Rennes 1



Master 2 Mathématiques Fondamentales Mars-Juin 2021

0L 2 h 2 h h 2
sz k) = e ((1 - §W) +14 50 - (1 —~ §W> ehA) (ng)
2

Sih < %, alors W < R < %, donc 0 :W)Ll > 0. Donc L(-, k) est strictement convexe
—3

st et seulement si:

ho \° h h A
(1—§W> +1+§W—(1—§W)e > 0

(stricte positivité de la dérivée seconde).

On fait un développement limité au voisinage de h = 0:

1—EW 2+1+EW— 1—EW Mt = 1—hW+1+EW+O(h2)
2 2 2 h—0 2

— (1 — gW) (1+hA+O(h?))

hoo\? h h h h
1—=-W I+-W—(1—=W ] = 2—--W—-14+=-W-—hA 2
( 5 )++2 ( ; >e = > +3 hA + O(h?)
ho \? h h A )
(1—§W) +1+§W—(1—§W>e =, 1 — hA+ O(h?)

Donc, si h est assez petit:

h 2 h h
1— =W 14+ -W—(1=2Ww])e4A
( 2 ) 2 ( 2 ) ‘ >0

Donc L(-, k) est strictement conveze sur [—R, R).

On s’intéresse a une matrice Wy, qui minimise LoSS7yqining €0 I’annulant.

Proposition (Méthode du Point Milieu - Ordre de convergence)

L’apprentissage pour la méthode du Point Milieu est d’ordre 2:

h—0

Démonstration. On rappelle que:

ho \7! h
((Id -5w) (rgw)- ) "’

Maxime BOUCHEREAU 16 Université Rennes 1
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On a ainsi:

h ! h
<]d — §WMm> ([d + §WMm) = M

On applique le logarithme matriciel:

h ! h
hA = log 1 — §WMin I+ §WMin

On utilise les propriétés du logarithme (valables pour les matrices):

1 h h
A = 7 {log (]d + §WMm) — log (Id - §WMzn>}

On fait un développement limité a 'ordre 3:

1[h 1(h 2 X h 1/ h 2 .
A w50 h {§WMm 5 (§WMW,> +O(h”) — <—§WMm 3 <—§WMm) +O(h?)

%{hWﬁﬂn+CXh%}

_ ) 2
o Wirin + O(h*)
Donc on a:

Wirin = A+ O(R?)
h—0

h

h
Remarque. En dimension 1, le point critique de L(-, k) vérifie % — e =0. donc, au
2

voisinage de ce point critique:

82L 2y(k)2
Wk) = —2—
8W2( k) ( —%W)2
> 0

Donc on y a de la stricte convexité, ce qui garantit la convergence de la méthode de
gradient vers ce point critique. De facon plus générale, en partant d’un point quelconque,
la méthode de gradient va converger vers le point critique, et ce grace a la convexité sur
tout segment lorsque h est assez petit.
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Erreur finale en fonction du pas (Point Milieu)
107 § --- 0.9999999989607288 L2
o |We, -All L2
= -
10°? o
”

» 107 s
© Mag
E -~
L 107 T
= -
E v
d &

10-* +

g
AB"’
1077 1 -
F’H
10 { &
10°° 10 103 102
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Taux de convergence observée (Point Milieu): 1.9999175270752492

Figure 2.3: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode du Point Milieu,
obtenue avec une matrice A prise au hasard dans Mg([—10,10]) dans le cas d = 2,
Niter = 500 et a = 1073

2.5 Méthode de Rung-Kutta 2

Proposition (Fonction Loss - Méthode de Runge-Kutta 2 en dimension 1)

Soient k € [0, K — 1] et y(()k) # 0. La fonction

1 h? 2 2
L( k) : W o (1 +hW W2 — ehA) y$b)

est strictement convexe sur R si et seulement si A <0 et h > ﬁ log(2)

Démonstration. On a, pour tout W € R:

1 h? ) ()
LW, k) = ﬁ<1+hW+?W2—e ) <y0)

Cette fonction est deux fois différentiable sur R et on a:

oL 2 h? s hA #)?
S (Wk) = E(1+hW)(1+hW+EW —e )<y0>
0L hA 3 91172 )
8W2(W,k) = 2 (2—6 + 3hW +§h %% ) (yo )

_ 53 2 L al ()2
= 2[2(1+hW)+2 e }(y())
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Une condition nécéssaire et suffisante de stricte convexité est que, pour tout W € R,
2 - \ . . . - /N . .
%(W, k) >0, i.e. A <0, ou A estle discriminant associé a la fonction polynomiale de

degré 2 %(-, k). A est donné par:

A = 12n%y0" (2eM 1)

Donc:

0L
ow?

(wk)>0surR & A<O
& 2eM-1<0
< hA < —log(2)
- Si A >0, c’est impossible

_ S¢A<0,h>lji§|2>

Remarque. Ce résultat nécéssite de ne pas prendre h trop petit et on n’a pas de convexité
globale quand A > 0

Proposition (Fonction Loss - Méthode de Runge-Kutta 2 en dimension 1)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et y(()k)#O. Sion a:
1 1 1 d
h ind = (1-—), —log (2
< wn g () e ()

1 2 oA\ )\ 2
LK) s W s o (L4 hW + W2 —e <y0 )

est strictement convexe sur [—R, +00.

alors la fonction:

4 i - 1 5 hA hlAl ~ 5 it L ehA S 3
Démonstration. - h < A log (4) donc " < "1 < 3, soit 5 — e > —1

- De plus, si h < }% (1 — \%), alors, pour tout W € [—R, 0[:

S EARIC
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Donc hW > \% —1de 1+hAW > \/ig Ainsi, on a:

1
(1+hW)? > 3

Done, pour tout W € [—R,0]:

8W2(W,k):2 5(1+hW) +5 € >0
>3 ~_3
4

Done L(-, k) est strictement conveze sur [—R,0[.

- Enfin, h < |_ix| log (2) < ﬁlog (2) donc hA < h|A] <log(2) i.e. e <2 soit 3 — et >
3
—3

Donc, st W > 0:

T
>=3

Donc L(-, k) est strictement conveze sur [0, +00].
Donc L(-, k) est strictement convere sur [—R,+o0].

Evolution de W; a chaque itération (Runge-Kutta 2)

—— LOSSyraning
600000 - + Matrice A
x Matrices W:
500000
400000
5
g
£ 300000 -
200000 1
100000

0

-300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100
Iterations

Figure 2.4: Lorsque h n’est pas assez petit, 'algorithme du gradient stochastique donne
la convergence vers le mauvais minimiseur de la Loss
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1ed&volution de W; a chaque itération (Runge-Kutta 2)

= LOoSSmannmg
20 + Matrice A
x Matrices W:
15 A1
5
<
w10+
0.5
0.0 1

-300 -250 -200 -150 -100 50 0 50 100
Iterations

Figure 2.5: Lorsque h est suffisamment petit, I’algorithme du gradient stochastique donne
la convergence vers le bon minimiseur de la Loss, et ce grace a la convexité.

Proposition (Fonction Loss - Méthode de Runge-Kutta 2 en dimension supérieure)

Soit R > 0. Soient k € [0, K — 1] et y{” # 0. La fonction

1 h? ?
L(- k) : W — 72 I+ hW + ?WZ — et y(()k)2
est convexe sur By (0, R) ou || - || est une norme matricielle quelconque.
Démonstration. On a, pour tout W € My(R):
L w7 G W2 a na) ®)
LW k) = L [d+hW+?W —e Id—i-hW—l—?W — e )y,
1 T T
o e (hOV = 4)+ O(h®)" (h(W — A) + O(h?)) y;”
k) |
— | - |+ om)
h—0

Donc, si h est assez petit, L(-, k) ressemble a une forme quadratique en W — 04, donc
on a de la convexité autour de cette matrice.

On s’intéresse a une matrice Wy, qui minimise L0SS7yqining €0 1’annulant.

Proposition (Méthode de Runge-Kutta 2 - Ordre de convergence)
L’apprentissage pour la méthode de Runge-Kutta 2 est d’ordre 2:

Wyin = A+O(h2)
h—0
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Démonstration. On rappelle que:

2

1

h2
<Id + hW + ?WQ - €hA> yék)

On a ainsi:

h2
Id + hWMm + ?W]%hn = ehA

On applique le logarithme matriciel:

h2
hA = log {Id + hWasin + ?me}

1 W,

On fait un développement limité a ['ordre 3:

A = 1L hW-+h—2W2 21 hW-+h—2W2 2+0(h3)
ho0 h Min 9 Min 9 Min 9 Min
1 h? h? s ht 3
o {hWMz'n + EWMin — ?WMin — EWMm - gWMm +O(h )}
1 3
o h {hWMm +O(h )}
_ , 2
o Wirin + O(h*)
Donc on a:
h—0

Remarque. En dimension 1, le point critique de L(-, k) vérifie 1 +hW + %hWV2 —eh =0
i.e. 3[14(1+hW)?| =€ donc, au voisinage de ce point critique:

0L

oW?2

Donc on y a de la stricte convexité, ce qui garantit la convergence de la méthode de
gradient vers ce point critique. De facon plus générale, en partant d’un point quelconque,

la méthode de gradient va converger vers le point critique, et ce grace a la convexité sur
tout segment lorsque h est assez petit.

(W, k) =281+ )2 >0
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Erreur finale en fonction du pas (Runge-Kutta 2)

107* 1
o

Erreur finale

- 0.9999739124514111
|| W, —Allz

Console 1/A

Taux de convergence

1072
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

observée (Runge-Kutta 2): 2.016961337152369

Figure 2.6: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode de Runge-Kutta
2, obtenue avec une matrice A prise au hasard dans My([—10,10]) dans le cas d = 2,

Niter = 500 et a = 1073
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Partie 3

Cas linéaire: Nouvelle formulation et
méthodes supplémentaires

3.1 Position du probleme

Dans cette partie, on va toujours se restreindre au cas linéaire:
{ y = Ay
y(0) =

En revanche, on considerera que N > 1 quelconque, c’est-a-dire que 'on connait la

solution du probleme de Cauchy en des temps 0 =ty < t; < ... <ty = h, i.e. on connait

la solution en des points intermédiaires, cette derniere étant donnée par: y(tf) = etjAy(()k).

h

ou A€ Md(R)

Ainsi, on utilise toujours un réseau neuronal comportant une couche de d neurones,
sans biais, ce qui se traduit par une matrice poids W € My(R). Cependant, nous allons
considérer ces formes pour le vecteur 4, ®:

Za]y + WZ@ i, (3.1)

avec hg + - -+ h, = h. Ainsi, la fonction L(-, k) est donnée, pour tout W € My(R) par:

2

N
1
LW.k) = Zajyi — +WZ@ Jyt
j=0

- Pour la méthode d’Euler Explicite, on a:

donnant ainsi:
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- Pour la méthode d’Euler Implicite, on a:

donnant ainsi:

1
LW,k) = 72 ‘((Id — hW)e" — 1) u"

‘2
- Pour la méthode du Point Milieu, on a:

h

. k k k
g ® =yt W (yé oy ))
donnant ainsi:

2

1

LK) = o

h
(ehA . Id . §W(Id + €hA)) yék)

3.2 Convexité des fonctions Loss

L’écriture de ygk) sous la forme |) permet d’obtenir une fonction L(-, k) sous la forme
d’une forme quadratique en W:
Lu® ()|
LW, k) = o [u + W |

Proposition (Fonction Loss - Forme quadratique en )
Soit k € [0, K — 1]. La fonction

1 2
L(, k) : W o [u® + W)

est convexe sur M (R) et est presque partout strictement convexe sur M (R).

Démonstration. Cette propriété se montre de la méme maniere que pour la fonction Loss
associée a la méthode d’Fuler Fxplicite dans la partie précédente, en utilisant la différen-
tielle de la fonction.

Remarque. Dans la plupart des cas rencontrés, la fonction Loss s’écrit sous la forme:

]_ 2
LWk = 5 By + woylP
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ou B,C € My(R). Ainsi, la propriété précédente de stricte convexité donne [’existence
d’au plus un minimiseur, que [’'on peut expliciter, dans le cas ot la matrice C' est inversible,
par:

Wyin = _Bc’il

car ce minimiseur annule la fonction L(-, k).

3.3 Méthodes a deux points

Dans cette sous-partie, on suppose que seules y((]k) et y%k) sont données (N = 1). On peut

en déduire les trois méthodes principales: Euler Explicite, Euler Implicite et Point Milieu.

Proposition (Méthodes d’Euler et du Point Milieu - Ordres de convergence)

- L’apprentissage pour la méthode d’Euler Explicite est d’ordre 1:

Wy = A+ O(h)
h—0

- L’apprentissage pour la méthode d’Euler Implicite est d’ordre 1:

- L’apprentissage pour la méthode du Point Milieu est d’ordre 2:

h—0

Démonstration. - Pour la méthode d’Euler Explicite, on raisonne comme dans la propo-
sitton de la partie précédente.

- Pour la méthode d’Euler Implicite, méme si la Loss est différente, on a toujours:

Id _ 6hA

et un développement limité a l’ordre 2 donne le résultat souhaité, comme dans la partie
précédente

- Pour la méthode du Point Milieu, on a:

2
WMm = E([d_kehA)fl(ehA . [d)
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qui annule L(-, k). On fait un développement limité a 'ordre 3:

W = 2(amnaraeoum) (has o
min h:O h d 9 9
_ ! 1+hA+h2A2+O(h3) B hA+h2A2+(9(h3)
oo R \CYT 20 T g 2
1 ho h* o, (ko h* L\ . h o, 5
= E[Id_EA_ZA +(§A+ZA) + O(h°) (hA—l—?A + O(h ))
_ 1 3 ? 2 3
= E(]d——AJr(’)(h )) (hA+7A + O(h)
= E(hA—EA + 5 A+ O ))
1 3
= E(hAJrO(h )
= A+0O()
h—0

Erreur finale en fonction du pas (Euler Implicite)
10!
-=- 0.9999418290143437 ”m
o |IWs, —All ’,‘3'
Rag
10° 4 ’ﬂ”
2 -
g el
< a°
H o
E 107 o
=
f.ﬁ
”'E
1[)—: E,'Q‘H
107 10-3 102 10°*
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A
Ordre de convergence observé (Euler Implicite): 1.0148073203442243

Figure 3.1: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode d’Euler Implicite
(Loss convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans My([—10,10]) dans le
cas d = 2, Njer = 500 et v = 1073
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Erreur finale en fonction du pas (Point Milieu)
1 4
10" 1 —-- 09997927167888387 0
o |IWs, —All o
10° 1§ -
'}’H

10! 4 ‘JB
L Er‘
L] -
€ 101 a2
5 .~
£ E
W yp-2 4 i

”H
g
107 1 -
’fd
10 { @
10 10-2 102 107
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Point Milieu): 1.9664110317540866

Figure 3.2: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode du Point Milieu
(Loss convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans My([—10,10]) dans le
cas d = 2, Njer =500 et v = 1073

La proposition suivante donne 'odre maximal que 'on peut atteindre avec la forme
(3.1) pour 5, ™:

Proposition (Ordre de convergence maximal avec deux points)

Si on prend 71, ® de la forme:

7 ® = gy + ay® + AW (Boyék) + ﬁﬂﬁk))

Alors, 'apprentissage est, au mieux, d’ordre 2.

Démonstration. On a, pour tout k € [0, K —1]:

1 2
LW k) = 72 [aoa + (a1 — 1) + BW (BoIy + pre"?)] yék)’
On a ainsi:
1 _
Witin 7 (5ofd + 51€hA) ' (@ofd + (a1 — 1)€hA)
1 _
hso  h [(Bo + B1)Ia+ BihA] ™ (oo + on — DIy + (o — 1hA]  (3.2)

On doit avoir oy + aq = 1 pour que le troisieme facteur de (3.2)) soit en O(h) et

“compense” le premier facteur en % on a ainsi:

Qg B

M h—=0 By + B I Bo + B
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On doit avoir ag = [y + B1. Lobjectif est de monter en ordre. Comme on a:

{ g+ oy = 1
Bo+B1 = o
On obtient:
1 -1
Wyin = 7 [Bola + Bi1e""] " [aoly — cpe™”]

On fait un développement limité a 'ordre 4:

h2 h3 -
Witin o [(50 + B1)lq+ Br1hA + 517142 + 51@143 + O(“)}

hoo B B 4
En posant b = 5061’61, on a:
_ Qo R oo 1P 4 -

A + 8 by h—2A3 + h—3A4 + O(n*)
i 9 6 24

[ h2 h3 =

h h?

At DA 4 A3
A+ A+ A+

h—3A4 + O(h%)
24

En écrivant Wy, sous forme d’une série de Taylor, on a, a l'ordre 4:

1 1
Winin = A+(——b)hA2+<bQ—b+—>h2A3
h—0 2 6
3 7 1
33 932 3 44 4
+ (b+26 —126+—24>hA +O(hY)

Si on veut de l'ordre 2, on doit avoir b = %, et les conditions pour avoir de l’ordre 2
sont:

(&%) + o = 1 (7)) = 260
Bo+Pr = a ¢ ap+b =
Bo = 5 B = b

Ce qui correspond a la méthode du Point Milieu.

En plus de ces conditions, si on veut avoir de l'ordre 3, on doit avoir:

1
62—b+6 = 0

ce qui est impossible avec b = %, donc on ne peut pas monter en ordre.
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Remarques. - siagp+ a3 —1=a; —1=0, alors (ag, 1) = (0,1):
R k k k
0 ® = g e (Bl + B

2

1
LWk = | (B + i)

Donc Wy, =0, ce qui n’approche pas forcément A

- Sifo+ 1 =0 et ag+ aq =1, alors, dans l'expression (3.2)), on a:

1— aq .
WMm h:O hﬁl [d + (9(1) S1 61 7& 0
= —h&fﬁ@m

Cela impose ag = 0, donc a; = 1, et on se ramene au cas précédent, et si f1 = 0, alors
By =0 et 1;*) ne dépend pas de W.

3.4 Méthodes Multi-pas (explicites) a pas constant

3.4.1 Ordre de convergence

On suppose que, pour tout j € [0,N], t; = jﬁh, et que la solution y est connue en les
points ¢;, i.e. pour tout k € [0, K — 1]:

Posons alors:

) N-1 o Nl
(k) _ (k) (k)
Yy = ; Ay it W ; By Zena
On obtient ainsi:
2

1
LW,k) = 7z

N-1 A N-1
(k) (k) (k)
E Y, i1 — + =W E WY i

et, comme minimiseur:

N (Nl _ -1 /N1 _
b = (S ne) (S o)

1=0 1=0
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Proposition (Méthode Multi-pas a pas constant - Ordre de convergence)
Si on a:
) N-1
St
i=0
- Pour tout ¢ € [1,p]:
N-1
Ziqai = gl lﬁz = (_1)q
i=0
Alors:
Watin = A+ O(hP)

N-1 —1 -

N Nolpa LA N-lpa LpA h A

Witin = 7 e N pgie” N enN E e N —eN
=0 i=0

Les matrices commutent (polynomes en A), donc on peut simplifier par e el

On fait un développement limité a 'ordre p du numérateur et du dénominateur:

)
(22; po {ai (—%A)q - (%A)T o +(9(hq+1)>

Z( i),

-1
h? + O(hp“))

p N-1
1 (A)q > |
— (= a; — 1| b1+ O(hP+Y)
(q:(] q' N =0
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Dans le deuxiéme facteur, on sépare la somme en deux parties: un premier terme pour
q = 0 et un second terme pour q allant de 1 a p:

p
1 A 1

N-1

Z i)'6:

h? + O(hP*)

)y
oo
)6

=0 q=1 q: =
N (1 /4\" &
- LA\ <« v q p+1
.. Za(ﬁ) > (i #+ 00
AfE1 (AT RS, - »

Z(—ﬁq@' h? + O(hp+1)> : (Z a; — 1)

he + O(h”))

Z q+1

he + O(hp))

Donc, si on a ces conditions:

- Pour tout g € [0,p — 1]:

(—i)'6: =

|
Il =
|
o —_
<
+\H
—_
RS
T =
o L
S
=
t
=
|
—_
~_—

.

Alors on a:

h—0
Wyin = A+ O(RP)
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en particulier, la deuxieme condition est équivalente a:

N-1 W
vq € [[17QH7 - (_i)q_lﬁi = - <Z(_Z)qal - 1)
i=0 1 \i=
N—-1
< Vg € [1,4], (=1)%%; + g(—1) 19718 =1
i=0
N-1
< Vg € [1,4], Z iloy — qi? 1B = (—1)°
i=0
|
Remarque. Concretement, pour un probléme avec N + 1 points donnés y(()k), y(f), e ,yik),
N

pour avoir l’ordre p, il faut que:

ag+ar+ay+---F+ay; = 1
ar +2a+ (N —1Danyqg—(Bo+ -+ 06nv-1) = —1

ar + Pay + -+ (N — 1)paN_1 —p (51 + 2p_1ﬁ2 + -+ (N — 1)p_1ﬁN—1) = (_1)p

3.4.2 Exemples

- Méthode de Nystrém: On se place dans le cas N = 2 (1 point intermédiaire donné), et
on prend les coefficients:

(ag, 001, o, B1) = (0,1,2,0)

Ainsi, avec:

I’apprentissage est d’ordre 2:

Wirin = A+ O(R?)

h—0

- Une méthode d’ordre 3: On se place dans le cas N = 2 (1 point intermédiaire donné),
et on prend les coefficients:

(Oéo,al,ﬁo,ﬁl> = (—4,5,4,2)
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Erreur finale en fonction du pas (Nystrom)

10° § === 0999998490975226 L
o [We,.—Alk A
o
10-! <
-
.
5 pg
B -7
£
5 10 4 A
g o
1] &
&
1077 1 /mf’
-
”U
107 |_3 r T
1073 107 107

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Nystrom): 2.0035088189153805

Figure 3.3: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode de Nystrom (Loss
convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans M ([—10,10]) dans le cas
d =2, Nyyer =500 et o = 1073

Ainsi, avec:

~

h
y(k) = —4y(k) + 5y(()k) + §W (4y

1
2

_

k) i 2y(()k)>

|

I’apprentissage est d’ordre 3:

h—0
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Erreur finale en fonction du pas (Multipas & pas constant - ordre 3)
10~} 4 === 0.9999871029326577 _-8
O W, —All: LA
-
1072 5 e
'f
P
-3 -
g 1 &
£ -~
¥

5 107 4 P
£ g
w -

10~ 1 e’

AB"’
10-° 1 -
i
'f
1 m
1077 1 . .
1073 1072 107!
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Multipas a pas constant - ordre 3): 2.977837479277418

Figure 3.4: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode Multipas a pas
constant d’ordre 3 (Loss convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans
M4([—10,10]) dans le cas d = 2, Ny, = 500 et a = 1073

- Méthode de Milne: On se place dans le cas N = 4 (3 points intermédiaire donné), et
on prend les coefficients:

& 4 8
(050, ag, 02, 03, ﬁOa 517 527 53) = (07 Oa 07 17 57 _ga §7 O)

Ainsi, avec:

I’apprentissage est d’ordre 4:

. — 4
Wirin =, A+ O(hY)

Maxime BOUCHEREAU 35 Université Rennes 1



Master 2 Mathématiques Fondamentales Mars-Juin 2021

Erreur finale en fonction du pas (Milne)

=== (.9999877585514183 g
=3

07 o |IWe,.-Allk a°
107* &

10 -

107 § o

Erreur finale
\

107 o
107 ; o
1077 9 =

10-19 -

103 102 107

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Milne): 3.9864962266317194

Figure 3.5: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode de Milne (Loss
convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans M ([—10,10]) dans le cas
d =2, Nyyer =500 et o = 1073

- Une méthode d’ordre 5: On se place dans le cas N = 3 (2 points intermédiaire donné),
et on prend les coefficients:

(060,0417062,60,61,62) = (_18797 107971873)

Ainsi, avec:

A h
y = 18yl 4oy 10y S (9

2 1
3 3 3

4 18y + 3y

2 1
3 3

I’apprentissage est d’ordre 5:

h—0
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Erreur finale en fonction du pas (Multipas a pas constant - ordre 5)

--- 0.9999953026498477 L8
1071 o (W -All LA
}dl
10+ 1 <
pC
1] -
7
C 10 iy
= -
E o
[F¥] -
10° 34
J”
II’E
10 &
’f
(i)
102 107
Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

Console 1/A
Ordre de convergence observé (Multipas a pas constant - ordre 5): 4.9650885569904935

Figure 3.6: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode Multipas a pas
constant d’ordre 5 (Loss convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans
My([—10,10]) dans le cas d = 2, N, = 1000 et o = 10~*

3.5 Méthodes Multi-pas a pas non constant

On suppose la solution connue aux temps 0 =ty <t; < --- <ty = h, ou cette foix on ne
suppose plus forcément que t; = Jﬁh:

ko ethy(()k)

;'“‘d* =

3.5.1 Ordre de convergence

On considere les polynémes interpolateurs de Lagrange:

vielo, N, L= [] X eRy

Ainsi, pour tout i € [0, N], L, n(t;) = 0

)

Soit ainsi:
N
PP = Lin(t)Wy e R[]
=0 2

t— P](\f) (t) doit approcher t — WetAyék) sur [0, h] par interpolation aux points tg, t1, - , ty.
Posons, pour tout k € [0, K — 1]]:
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On a ainsi:

1
2

(I — e +WZ(/ dt) yg’“>2

LW, k) =

Proposition (Méthode Multi-pas a pas non constant - Ordre de convergence)

Si A € GL4g(R) (ce qui est le cas presque partout dans My(R)), Papprentissage pour
cette méthode est d’ordre N + 1:

Wyin = A+OGBN
h—0

Démonstration. Tout d’abord, notons que:

Soit la matrice de polynomes:

QNfZeJ ) € Ry[X]%

Soit t € [0,h]. Par le theoreme de Taylor, il existe £ €]t, h] tel que:

—Qn(t) = ﬁAN‘He&AﬂN(f)
avec:
N
(€)= JJE—1)
j=0
Or, on a:
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Donc, pour tout t € [0, h]:

1

(N+ 1>' ||AHN+1 eh||AHhN+1

[l =@ <

Or, on a:

h
/etAdt = A! (ehA—]d)
0

Notons que toutes les matrices utilisées commutent entre elles, puisque ce sont des polynomes
en A, donc on a:

-1

Wi = (A‘l (M — 1) — /0 faa QN(t)dt) (M — 1)

— A1) <1d — A - 1) /0 ' e — QN(t)dt) _ (" — 1)

Or, on a:

Donc on a:

3.5.2 Exemples

- Une méthode d’ordre 3

On prend N = 2 (1 point intermédiaire), et on connait les solutions en O,% et h.
L’apprentissage est d’ordre 3:

Wirin = A+ O(R%)

h—0
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Erreur finale en fonction du pas (Multipas a pas variable - ordre 3)

10°
m]
107!
1072

103

Erreur finale

10-*

10 { @

=== 0.9998867336179316

||W,,. —All2

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Multipas a pas variable - ordre 3):

1072 107!

Pas h

Variable explorer Help Pplots Files Profiler

2.9576983691366987

Figure 3.7: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode Multipas a pas
variable d’ordre 3 (Loss convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans
My([—10,10]) dans le cas d = 2, Ny, = 500 et a = 1073

- Une méthode d’ordre 4

On prend N = 3 (2 points intermédiaires), et on connait les solutions en 0,
L’apprentissage est d’ordre 4:

Erreur finale en fonction du pas (Multipas a pas variable - ordre 4)

=== 0999997808244133 L8

[|W,.. —All2

O
103
2 .
g 107
E
5
g
* 107
10-°
o
10-3

Console 1/A

Ordre de convergence observé (Multipas a pas variable - ordre 4):

1072 107!

Pas h

Variable explorer Help Plots Files Profiler

3.9916721819193497

h h
1o et h

Figure 3.8: Courbe de convergence en échelle log-log pour la méthode Multipas a pas
variable d’ordre 4 (Loss convexe), obtenue avec une matrice A prise au hasard dans
My([—10,10]) dans le cas d = 2, Ny, = 500 et a = 1073
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3.6 Généralisation

3.6.1 Ordre de convergence

Dans cette sous-partie, on veut déterminer 'ordre d’apprentissage directement a partir
de lordre de la méthode numérique, tant qu’elle est sous la forme (3.1). Par exemple,
vu que les méthodes d’Euler sont d’ordre 1, 'apprentissage est d’ordre 1, pour le Point
Milieu, qui est une méthode d’ordre 2, I’apprentissage est lui aussi d’ordre 2.

Théoréme (Ordre de convergence - Cas linéaire)

Si on prend y; de la forme (3.1)):

N N
i = Zajy%+WZthjy%
=0 =0

ou la méthode est d’ordre p, c’est-a-dire que, si on pose:
N N
o= > oyy +AY Bihyy
= " =0 "
on a:

T — p+1
Y — %N e O(h )

et si on suppose que:

N
J
;:0 Big # 0

Alors, 'apprentissage est d’ordre p:

Watin = A+ O(RP)
h—0

Démonstration. On a cette expression pour la fonction L(-):

N N 2
1
LW) = Doy —un+ WD Bihjye,
7=0 7=0

Remarque. Par souci d’allégement des notations, l'indice (k) de la donnée a été supprimé.
Dans le cas d’une vraie donné 43", on écrirait L(W, k).

Ainsi, on a:
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N N
Wars: o = — Yt
Min <Zﬁjh3y}z> Y1 Zajy%
7=0 7=0
N N N
(Warin — A) (Z thjytg> = yu-> ajyy — A (Z @'hg‘ytg)
j=0 j=0 Jj=0

= yl—yN1

Warin peut-étre construite a partir de A et de e par somme, produit ou inversion,
donc a partir de polynomes en A, c’est pour cette raison que [’on peut faire commuter les
facteurs des produits. Ainsi, on a:

N N
Z BihiWarin€'yo = 1 — 1y + Z Bih; Ay,

Jj=0 Jj=0

N N
Wtin (Z 5jhj€tjA) v = A (Z 5jhj€tjA) Yo+ Y1 — U
=0 =0

N 1
Wainyo = Ayo + (Z @'hjetjA) <y1 - yN1>
=0
—1
al hj tiA 1 ~
Wharino = Ayo + Zﬁj%e J 7 (yl - y1>
=0

Comme Z;V:o Bj% £0, on a:

Noon Yoon
Ny iia hy
;thej P (Zgﬁfh)h

qui est une matrice inversible (perturbation d’un multiple non nul de l'identité). Par
ailleurs, comme on a Y, — o O(hP*t1), on obtient ainsi:
ﬁ

Wyin = A+ O(RP)
h—0
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3.6.2 Exemples
Une méthode d’ordre 2

Si on prend cette méthode numérique:

h
gio= Yo+ g Wlvo +2y1 +41)

h
o= Yo+ —Aly + Q?J% + 1)

4
Alors on a:
~ hA h ha hA
n—y = (la—e )?Jo+ZA <[d+262 +e )yo
h 2
= (Id — ehA) Yo + ZA (Id + €%A> Yo
On a donc:
~ _ 3
11— e O(h )

qui est de l'ordre 3 localement, ainsi, ’apprentissage est d’ordre 2:

h—0

Erreur finale en fonction du pas (Exemple - Ordre 2)

=== 0.9999997865549359 -8
o] O Wae—All: LA
‘  d
Rag
e
u “Jﬂ
@ 107 A
5 A
.
E Py
& 107 -~
g
l‘,
A
>
10-® g
-

Variable explorer Help Plots Files Profiler

O Console 1/A

Ordre de convergence observé (Exemple - Ordre 2): 1.9990888861812526

Figure 3.9: Courbe de convergence en échelle log-log pour l'exemple, obtenue avec une
matrice A prise au hasard dans M4([—10, 10]) dans le cas d = 2, Ny, = 1000 et a = 1073.
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Une méthode d’ordre 4

Si on prend cette méthode numérique:

) h
dio= yo+ Wiy +3ys +3yz + 1)

8
~ h
v o= yo+§A(yo+3y%+3y%+y1)
Alors on a:
~ hA h h g 2h g hA
Y1 —h = ([d_e )y0+§A(Id+3€3 +3e3 %+ e )yo
h 3
= ([d—ehA)yo—l—gA(Id—l—e%A) Yo
On a donc:

qui est de l'ordre 5 localement, ainsi, ’apprentissage est d’ordre 4:

h—0
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Erreur finale

10

107°

10-®

1070

Erreur finale en fonction du pas (Exemple - Ordre 4)

=== 0.9999997205574894 ’p"‘j
o IWs.-AlR a7
.
&
L
t‘ﬂ
”E’
.
AT
-
f’a
-
l’a‘
A
”ET
’
i
1074 102 1071
Pash

Variable explorer Help Pplots Files Profiler

o Console 1/A

Ordre de convergence observé (Exemple - Ordre 4):

3.9967617448193655

Figure 3.10: Courbe de convergence en échelle log-log pour I'’exemple, obtenue avec une
matrice A prise au hasard dans M4([—10, 10]) dans le cas d = 2, Ny, = 1000 et o = 1073.
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Partie 4

Cas non linéaire

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au cas général:

{ o= f)
y(0) = wo

et on suppose que I'on connait K données y(()k) (conditions initiales) et y%k) = gf)h(y(()k))
(solution au temps h, ou h est le pas de la méthode numérique choisie).

4.1 Structure du réseau de neurones

Afin d’avoir une idée du réseau de neurones le plus simple a créer, nous allons utiliser le
théoreme d’universalité:

Théoréme (Théoréme d’universalité)

Soit g € C(R? R), soit o : R — R une fonction continue non polynomiale. Alors,
pour tout £ > 0, il existe g,,, € M, telle que, pour tout 2 C R? compact:

||g_gapp||Loo(Q) < €

avec:

M, = Vect{z— o(w-z+b),we R beR}

Remarques. - o est appelée fonction d’activation. On peut par exemple choisir une sig-
moide:
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- Vu que notre champ de vecteurs est o valeurs dans RY et que le théoréme s’applique a
une fonction a valeurs dans R, on doit appliquer ce théoréme a chaque composante de

f.

Ainsi, avec ce théoreme, on peut construire un réseau de neurones qui approchera
correctement notre champ de vecteurs f par un champ approché f,,,. Voici la structure
du réseau de neurones, qui comporte deux couches:

- Une premiere couche de ¢ neurones, et donc les parametres sont W) M q(R) (ma-
trice poids des ¢ neurones), ainsi qu’un biais de poids w(()l) € R¢

- Une seconde couche de d neurones, et donc les parametres sont W® € Mg (R) (matrice
poids des ¢ neurones), ne comportant pas de biais.

1 —]
M @
W 1 W

Premiére Couche Fonction d'activation Seconde Couche
d 3 g d
R=—>» [R"——3> R > IR

Figure 4.1: Mlustration du fonctionnement du réseau de neurones permettant d’approcher
fapp DOUT le cas général. La fonction ¥ : RS — RS applique la fonction ¢ & chacune des
composantes du vecteur qu’elle prend en entrée

Ainsi, le champ de vecteur approché f,,, s’écrit:

Japp(¥0) = W@y (W(l)yo—f-w(()l))

Par exemple, pour la méthode d’Euler Explicite, on a cette valeur prédite en h:

(k k k
?A ) = y(() ) + N fapp (y(() )>

ainsi que cette fonction loss:

2

1
I <W(1), w(()l)’ W(Z), k) = ﬁ ‘y(()k) — y%k) + hfapp <y(()k)> ‘

4.2 Ordre de convergence

Dans cette sous-partie, on considerera une certaine méthode numérique multi-pas. On
considere également que le champ de vecteur f recherché peut étre approché de maniere
aussi précise que 'on souhaite par un champ f,,, (en d’autres termes, on peut utiliser
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autant de neurones que 'on veut dans le théoréme d’universalité). on considere alors un
vecteur y; donnant la valeur prédite en h du probleme de Cauchy:

a l'aide du champ de vecteurs fu,,. Ce vecteur y; utilise une certaine méthode
numeérique, en faisant intervenir fg,,, ainsi que y¢, , via notre réseau de neurones.
W

On introduit la fonction Loss:

‘ 2

1 .
L(fapp) = ﬁ’yl—yl

Soit f,,, € CO(R?, R?) tel que L( farp) = 0 (on suppose que I'on peut avoir une précision
aussi fine que possible, en pratique, il est compliqué d’avoir une Loss nulle). L’objectif
de cette sous-partie est d’établir un lien entre 'ordre de la méthode numérique utilisé et
I'ordre d’apprentissage, c’est-a-dire étudier la différence entre les champs de vecteurs f*

app
(champ de vecteurs appris) et f (champ de vecteurs réel).

4.2.1 Premiere formulation

Dans cette section, on souhaite déterminer I'ordre d’apprentissage directement a partir de
I'ordre de la méthode numérique, tant que cette derniere est de la forme:

v o= Za’jy% + hZ/gj#fapp <yt> (41)
j=0 J=0
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Théoréme (Ordre de convergence dans le cas général - Premiére formulation)

Si on prend y; de la forme (4.1):

yAl = Zajytj+h25j%fapp (ytj>

h

no= > ayy +hZBj%f (w)
j=0 j=0 "
on a.
-y = O(h"*)

et si on suppose que:

N
J
;:0 Big # 0

Alors, I'apprentissage est d’ordre p, autrement dit, pour tout yy € R?, et pour h assez
petit:

Sapp(W0) o f(yo) + O(h?)

Démonstration. On a:

yAl = Zajy%j + hz&j#fapp <y’%>
=0 =0

avec ™ constant (la position des t; ne change pas par rapport & h). Soit la fonction

h
Loss:
L. 2
L(fapp) = 12 lv1 — 1
1| N 2
= ﬁ Za]’yﬁ — W+ hz&j#fapp <ytl>
=0 " =0 "
On a ainsi:

h) B Fanp (y%) = - oy
=0 =0
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Donc:
N, N N
Y B i =11 () = 1= aye =D B72f (v
7=0 7=0 7=0
= U~ 371
Ainsi, on a:

N
;@# [y = 1] (y%]> =

1
h
. 1 .
©h (fapp - f) (y()) = E <y1 - 3/1)
ot Uapplication (linéaire) ¢, est donnée par:

on: CORYLRY) — CO(R?, RY)
g — Z;V:o B; %g (0, (%))
On a ainsi:

N
)T
w o (L)
7=0
qui est bien une application inversible puisque Z;.V:O B]%] #0. On a ainsi:

Fowlw) = Floo) + " (6n — Fi) ()

ou Fj, est le champ de vecteurs donné par:

F, = (Zaj¢tj) Id+h25j#(f;ppo¢tj)
=0

=0
Or, on a:
_ 1
on' (Fn — on) (y0) o m (0 — F) (o)
Donc on a:
. B 1
Fapp(¥0) h—0 f(yo) + m (¢n — Fi) (Yo)
1 ~
W50 f(yo) + m (yl - yl)
D’ou:

Japp(W0) o f(yo) + O(R?)
[ |
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4.2.2 Nouvelle formulation

Dans cette section, on souhaite déterminer l'ordre d’apprentissage directement a partir de
I'ordre de la méthode numérique, tant que cette derniere est de la forme:

N N

. h;

D R 12)
j=0 J=0

Théoréme (Ordre de convergence dans le cas général - Nouvelle formulation)

)

N N
o= Z@jy%+hf (Zﬁj#%}{)
=0

j=0

Si on prend y; de la forme (4.2):

;“h,

N N h
yl - Zajy%j ol hfapp <Z Bj#yt
j=0 =0

ou la méthode est d’ordre p, c’est-a-dire que, si on pose:

on a.

T — p+1
Yy — %N e O(h )

et si on suppose que:

N h-
285 # 0
j=0

Alors, 'apprentissage est d’ordre p, autrement dit, pour tout 1y € R%, et pour h assez
petit:

Fapp(%0) f(yo) + O(R?)

0

Démonstration. On a:

= et (0
=0 =0

avec %J constant (la position des t; ne change pas par rapport a h). Soit la fonction
Loss:
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1.
L(fapp) = 12 1 — 3/1|2
1 |& N 2
= 33 |2y —un+ (Z BJ#%>
7=0 " =0 g
On a ainsi:
N h' N
* j i
hfapp (Z 5]%3/2) - yl - Zajy%
Jj=0 j=0
Donc:

Ainsi, on a:

. M by 1 -
[fapp - f} Zﬁjfyf' = 3 (y1 - 3/1) e O(h?)

De plus, puisque l'on a:

et:

Moo Moo
;0 /Bj h thj h—s( (]EO /Bj h ) .[d

qui est inversible, donc Z;V:O @%qﬁtj est inversible quand h est assez petit (c’est une

perturbation d’un multiple non nul de l'identité). De plus, le terme vy, — Yy reste d’ordre
p+1.
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