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Connexité de l’ensemble des valeurs d’adhérence
dans un compact

Leçons concernées: 203, 204, (223), (226)
Référence(s): Gourdon Analyse p.46, FGN Analyse 1, Isenmann p.116

Soit pE, dq un espace métrique compact et punqnPN une suite de E
telle que lim

nÑ`8
dpun, un`1q “ 0. L’ensemble des valeurs d’adhérence Γ

de punqnPN est connexe et compact.

Étape 1 : Compacité

Γ “
Ş

pPN
tun, n ě pu est un fermé dans un compact donc compact.

Étape 2 : Connexité

Raisonnons par l’absurde en supposant que Γ “ A Y B avec A et B
des compacts non vides disjoints de Γ. (A et B fermés dans Γ compact).
Donc α :“ dpA,Bq ą 0

Étape 2.A : Idées.

expliquer toute la preuve à l’oral sur un dessin comme ci-dessus. L’idée
est de montrer que punqnPN admet une valeur d’adhérence en dehors de
Γ plus précisément dans le compact K. Pour cela on montre que la suite
rencontre K infiniment souvent. On pourra donc en extraire une sous-
suite convergente.

On note alors

A1 “
!

x P E | dpx,Aq ă
α

3

)

“
ď

xPA

Bpx,
α

3 qetB
1
“

!

x P E | dpx,Bq ă
α

3

)

A1 et B1 sont des ouverts (union d’ouverts) donc K :“ EzpA1 Y B1q est
fermé dans le compact E, donc compact.

Étape 2.B : punqnPN admet une valeur d’adhérence dans K.

Cela donnera une absurdité car ΓXK “ H (car AYB Ă A1 YB1)
Par hypothèse, lim

nÑ`8
dpun, un`1q “ 0 donc

DN0 P N, @n P N0, dpun, un`1q ă
α

3 p˚q

Soit N ě N0.
A et B sont non vides Dpx0, y0q P AˆB.
Par définition de Γ ´D n1 ą N, dpx0, un1q ă

α
3 donc un1 P A

1.
´D n2 ą n1 tel que dpy0, un2q ă

α
3 donc un2 P B

1

et donc un2 R A
1.

On peut donc introduire n0 le premier entier supérieur à n1 tel que
un0 R A

1. On a un0´1 P A
1 donc

dpun0 , Bq ě dpun0´1, Bq ´ dpun0´1, un0q ě dpA,Bq ´ dpun0´1, Aq ´
dpun0´1, un0q ą

α
3 Donc un0 R B

1, donc un0 P K.
Ainsi, @N ě N0, Dn0 ě N, un0 P K. On peut donc construire une

sous-suite puφpnqqnPN de punqnPN qui prend ses valeurs dans K. Comme K
est compact puφpnqqnPN admet au moins une valeur d’adhérence dans K,
donc punqnPN admet au moins une valeur d’adhérence dans K. Ceci est
impossible.
L’ensemble Γ est connexe.
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Application. Soient f : r0, 1s Ñ r0, 1s continue et pxnqnPN définie
par x0 P r0, 1s et @n P N, xn`1 “ fpxnq vérifiant lim

nÑ`8
pxn`1´xnq “ 0.

Alors pxnqnPN converge.

Notons Γ l’ensemble des valeurs d’adhérence de pxnqnPN. L’idée est
de montrer que Γ contient un seul élément. Cela finira la preuve car la
suite et en plus bornée.

Étape 1 : Γ ‰ H
C’est le théorème de Bolzano-Weierstrass.

Étape 2 : Γ est constitué de points fixes de f .
Soit a P Γ. Notons φ : N Ñ N l’application strictement croissante telle
que xφpnq ÝÑ

nÑ`8
a. Alors

a “ lim
nÑ`8

xφpnq “
lim

nÑ`8
pxn`1´xnq“0

lim
nÑ`8

xφpnq`1 “ lim
nÑ`8

fpxφpnqq “ fpaq

par continuité de f .

Étape 3 : Unique valeur d’adhérence.
Par le résultat précédent, Γ est connexe donc si Γ contient deux va-
leurs d’adhérence distinctes l ă l1 alors rl, l1s P Γ. Puisque l`l1

2 P Γ,
DN P N, xN P rl, l1s. Mais alors xN est un point fixe de f donc la suite est
stationnaire en xN donc n’a qu’une seule valeur d’adhérence. contradic-
tion.
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1. Autour de la notion de valeur d’adhérence

Contexte. On introduit la notion de valeur d’adhérence pour étudier les
suites qui ne convergent pas. Certaines suites qui n’admettent pas de va-
leurs d’adhérence comme pnqnPN, certaines en admettent un nombre fini
comme pp´1qnqnPN, d’autres une infinité comme psinpnqqnPN. Des proprié-
tés sur le domaine d’étude assurent l’existence d’une valeur d’adhérence.
Montrer que si l’ensemble des valeurs d’adhérence est réduit à un
point et que la suite est bornée alors elle converge.

Notons a l’unique valeur d’adhérence de pxnqnPN. Supposons que
pxnqnPN ne converge pas.

Dε ą 0, @N P N, Dn ą N, |xn ´ a| ą ε p˚q

On peut donc construire une sous-suite pxφpnqqnPN tel que pour tout
n P N, dpxφpnq, aq ą ε.
Par le théorème de Bolzano-Weierstrass, pxφpnqqnPN étant bornée, admet
une valeur d’adhérence nécessairement distincte de a par p˚q, ce qui est
absurde.

2. Remarques sur l’application

La réciproque de la propriété est immédiate.

Donner une suite qui diverge bien que dpun, un`1q ÝÑ
nÑ`8

0.

La suite définie par @n P N˚, un “ lnpnq convient.

Donner un exemple de suite qui est toujours à valeurs dans un com-
pact et telle que lim

nÑ`8
dpun ´ un`1q “ 0 qui a plus d’une valeur

d’adhérence. Autrement dit. l’hypothèse un`1 “ fpunq est néces-
saire.

La suite définie par @n P N˚, un “ cosplnpnqq convient.En effet,

| cosplnpn` 1qq ´ cosplnpnqq| ď | lnpn` 1q ´ lnpnq| ÝÑ
nÑ`8

0,

et ses valeurs d’adhérence sont r´1, 1s.
Donner un exemple de suite récurrente dont les termes se rapprochent
mais qui diverge. Autrement dit. à valeurs dans un compact est
nécessaire.
Posons @x P r1,`8r, fpxq “ x ` 1

x
et la suite pxnqnPN définie par

x0 “ 1 et xn`1 “ fpxnq. La suite pxnqnPN est strictement croissante et
non majorée donc tend vers `8 et alors xn`1 ´ xn “

1
xn
ÝÑ
nÑ`8

`8

Donner un exemple de suite récurrente à valeurs dans un compact
définie par une relation de récurrence mais qui ne converge pas. Au-
trement dit. xn`1 ´ xn ÝÑ

nÑ`8
0 est nécessaire.

Considérer fpxq “ 1´ x et x0 “ 0.

3. Autour de la notion de compacité

La distance entre deux compacts disjoints est strictement positive.

Ź Preuve. f :
"

AˆB Ñ R
px, yq ÞÑ dpx, yq

est continue. En effet, par la
première inégalité triangulaire puis la seconde inégalité triangulaire,

|dpx, yq´dpx1, y1q| ď |dpx, yq´dpx, y1q|`|dpx, y1q´dpx1, y1q| ď dpy, y1q`dpx, x1q

On utilise alors le théorème de la borne atteinte et le fait que A et B
sont disjoints.

Ce dernier théorème est faux si K n’est que fermé comme le montre
le cas où

A :“ tpx, yq P R2 : y ď 0u et B :“ tpx, yq P R2 : ex ď yu
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4. Applications

L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite psinpnqqnPN est r´1, 1s.

Ź Preuve. On montre dans un premier temps que ´1 et 1 sont des
valeurs d’adhérence et en utilisant dans un second temps que les parties
connexes de R sont les intervalles de R.

Méthode de Jacobi.

cf. une des sources.
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