Densité des polyndémes orthogonaux

Legons concernées: 207, 213, 234, (239), 245, 250
Référence(s): BMP p.140

Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On suppose qu’il
existe un réel a > 0 tel que

J ed?lp(z) do < +o0
I

Les polynoémes orthogonaux (P, ),en associés a p forment une base
hilbertienne de L2(I, p).

Objectif. 11 suffit de prouver que Vect(P,) = E puisque les polynomes
forment déja une famille orthonormale de L*(I,p) i.e par le critére de

densité puisque L?(1, p) est un Hilbert,

Vect(P,)* = {0} ie. Vect(z")* = {0}

Le.
W e 241,p). (e, | o fopta) o) =0 — 1 -0
I
On introduit alors B, = {z € C | |Im(z)| < §} et

F:zeB,— F(z):= f e " f(x)p(z) dx e C
I
Plan.
1. F est bien définie;
2. Dérivation de F';
3. F est nulle sur R;
4. f est nulle et conclusion.

Etape 1 : I est bien définie.

Posons g(z,z) := e f(x)p(z).

Pour ze B, et v € I, |g(z, )| < 2| f(2)|p(z) =: h(z) e L*(1).
En effet, par Cauchy-Schwarz,

[ vt < ([ ot dsc)é (] 1rkoto dx)é <+ (4

F est alors bien définie.

Etape 2 : F est dérivable.

On utilise le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale :
—Vz € By, v — g(z,x) est mesurable.

— Pour presque tout x € I, z — g(z,x) est holomorphe.
—Vze Bg,Vrel,|g(z,x)| < h(x) et he LY(I) d’apres ().
Ainsi, F' est une fonction holomorphe sur B,.

Vze B, F™(z) = (—z)"f 2"e” " f(x)p(x) d.
I
Etape 3 : ' =0 sur R.
On obtient donc
F™(0) = (—z)"J 2" f(x)p(x) dv =0 par hypothese.
I

L’unicité du développement en série entiere d’une fonction holomorphe
montre que F' = 0 sur un voisinage de 0. Le théoreme du prolongement
analytique implique alors que F' = 0 sur 'ouvert connexe B, donc en
particulier sur R :

vEeR, j e f(2)p(a) dr =0 (ve)
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Etape 3 : f = 0.
On va utiliser I'injectivité de la transformée de Fourier sur L'. Pour cela
il suffit de montrer que la fonction ¢ définie par pour tout z € R,

oty = { S dwel

0 sinon,

est dans L'(R). o, Yz € I, | f(2)|p(x) < L(1 + | f(2)?)p(a).
Puisque p et pf? sont intégrables sur I on en déduit que ¢ € L*(R). Ainsi,
(x+) donne ¢ = 0 donc par injectivité ¢ = 0. Puisque p > 0, f = 0.
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1. Bases hilbertiennes

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux
espaces séparables.

1.1 Espaces séparables

Espace séparable.Un espace topologique E est dit séparable s’il
existe une partie D de F qui est dénombrable et dense dans FE.

Partie totale. Une partie A d’un sous-espace vectoriel E est dite
totale si le s.e.v Vect(A) est dense dans E.

Si E est un espace vectoriel normé. E est séparable si, et seulement
si, il existe une partie A de E qui est dénombrable et totale dans E

> Preuve. L’implication directe est immédiate. La réciproque s’ap-
puie sur la densité de Q dans R (resp. celle de Q + iQ dans C). Si
Vect(A) est dense dans F. Traitons le cas réel. Il existe A < E tel que
Vectr(A) = E. Toutefois, Vectr(A) n’est pas nécessairement dénom-
brable. Or, E = Vectgr(A) = Vectg(A) qui lui est dénombrable. En effet,
Vectq(A) < Vectr(A) par inclusion de Q dans R et lautre inclusion
résulte de la densité de Q dans R (utiliser la caractérisation séquentielle
pour le faire proprement).

Exemples.
1. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie est séparable.
2. Les espaces ¢y et [P pour 1 < p < o0 sont séparables.

3. ly n’est pas séparable.
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> Preuve.
1. 1l existe une base finie (donc dénombrable) B de E de dimension
finie. Par définition, Vect(B) = E donc B est totale. On rappelle que
tout K—s.e.v. de dimension finie de K est fermé dans K (noyau de la
projection sur un supplémentaire a ce s.e.v).
2. Considérer A = {e,, = (0,...,0,1,0,...); n = 1}. A est dénombrable
et totale.
3. Supposons que [® est séparable. Il existe donc A = {v!,...,v",...) <
[* telle que D soit dense dans [*. On montre alors qu’il existe une in-
jection de {0,1}N* dans A. Pour tout z € [, posons w, := B(z,3).
Six # 2 e {0,1}N* alors w, N wy = . Or, par densité, pour tout
z e {0,1}N" < 1%, il existe n(z) € N tel que v™*) soit dans w,. Donc
siz # 2/ e {0,1N on a n(z) # n(2) car w, N wy = . Ainsi,
d’apres l'axiome du choix (on choisit le n(z), on peut aussi s’en pas-
ser en prenant le plus petit indice qui convient), on a une application
z e {0,1}N" — @) e A qui de surcroit est injective. C’est absurde
puisque A est dénombrable mais pas {0, 1}N*.

Bref rappel sur 'axiome du choix. Il permet de "piocher" un élément
dans un ensemble infini. Il est équivalent au lemme de Zorn qui affirme
grosso modo que §’il existe un élément maximal sur chaque sous-ensemble
totalement ordonné, alors il existe un élément maximal.

Lemme de Zorn. Soit X un ensemble muni d’une relation d’ordre
<. On suppose que SI pour tout sous-ensemble £ < X tel que (F, <)
soit totalement ordonné, il existe xg € X tel que pour tout e € F,
e < xg, ALORS il existe x € X tel que pour tout x € X, x < x,.

Il est utile pour démontrer le théoreme de Cauchy-Lipschitz. On uti-
lise la relation d’ordre sur I’ensemble des solutions de I’équation différen-
tielle : (J,y) < (J',y/) si J < J et Y=y

Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.
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> Preuve. Soit D < FE dénombrable et dense dans F, i.e.
D = (d,...,d,,...) = E. Pour tout n,k > 1 tels que F' n B(dn, )
ne soit pas vide, on choisit un élément d,;, de F' n B(d,, k), sinon on
pose dnr = Yo un point fixé de F' qu’on ne suppose pas vide. Alors
Dp = {d,r : n,k > 1} est une partie dénombrable de F, et elle est
dense dans F'. En effet, soit y € F'. Alors pour tout £ > 1, il existe n € N
tel que d,, € B (y, 1). Ainsi, F B(dn, ) # & donc dnk FnB(dy, 1)
et d(y’dn k) d(y7d ) + d<dn7dn,k) = k [

Cela n’est plus vrai dans les espaces topologiques généraux. Notion
de compactifié de Stone-Cech : pour tout ensemble I, il existe un "gros"
espace compact 51 appelé compactifié de Stone-Cech de I dans lequel I
est dense. Le compactifié SN de N est séparable mais pas SN\N.

1.2 Systemes orthonormés

Dans la suite H désigne un espace préhilbertien de dimension infinie.

Famille orthonormée. Soit (u;);c; une famille d’éléments de H, in-
dexée par un ensemble arbitraire I non vide. On dit que c’est une

famille orthonormée si V(i, 7) € I?, (i, u;) = d; .

1. Dans [y, la suite (e,)nen avec e, = (0,...,0, 1  .0...)
nieme position

est orthonormée.

2. Dans L?*(0,1), le systéme trigonométrique (e, )nez OU €,(t) =

e?™m ogt orthonormée.

Si le systeme fini (uq,...,u,) est orthonormé, alors pour tous
ai,...,a, € K,
n

2
= > Jax)*.

n
2, o
k=1
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> Preuve. Il suffit de développer le carré.

On en déduit facilement le résultat essentiel suivant :

Toute famille orthonormée est libre.

Inégalité de Bessel. Pour toute famille orthonormée (u;);c; dans
H, on a pour tout x € H

D@ w))? < el
el

Rappel. Dans lI'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est
définie de la fagon suivante : si (a;)is est une famille de nombres réels

Zai =

el

positifs, alors :

sup . ZCL]‘.
Jcli, J finie jed

> Preuve. Soit z € H. Soit J < [ avec J finie.

2
T — 22 (x, u;)u;

2

ieJ ieJ ieJ
—HxHQ—QZ :I:uZ (x, u; +Z|xul
ieJ =|(zuq)|? ieJ

en utilisant la premiere proposition de la sous-section 1.2 puisque J est
finie. Cela acheve la preuve.

Si lo(I) := {(ai)icr € KI'; Dl]a;]* < +0}, 'inégalité de Bessel entraine
i€l
que :

H —

€T —>

l2(I)
((Qf, ui))ie]

Continuité de S. L’application linéaire S : { est

continue et de norme inférieure a 1.
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Soit H un espace préhilbertien et soit (u,)nen une suite orthonormée
0
dans H. Si un vecteur x € H peut s’écrire = > &,u,, alors on a

n=1
&n = (z,u,) pour tout n = 1.

> Preuve. Pour tout p > 1,

(=, up) Z Entin, Up) = Z &n(Un; up) = &
n=1 n=1

Expression du projeté. Soit H un espace préhilbertien, soient
0
(un)nen une suite orthonormée et © = Y &, u,. Soit F), le sous-espace

n=1

vectoriel engendré par uq, ..., u,. Alors :

P, (z Z Skl

> Preuve. On peut utiliser la caractérisation car F), est complet en
n

Z Skl
k=1

tant que K-espace vectoriel de dimension finie. Posons y, :=
Alors y, € F,, et x — y, € F-. En effet, pour tout j < n

+00

(3 )= 3 Glww) -0

k=n+1 k=n-+1

('T - ymuj =

on a utilisé la continuité du produit scalaire.
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S est surjective. Soit H un espace de Hilbert. Soit (uy,),en une

suite orthonormée dans H, alors pour toute suite (&,)nen € l2, la sé-
o0

rie Z &au, converge dans H.

En d autres termes, 'application linéaire continue
H— (I
S { 2()

€Tr —>

((z, un))n>1
est, surjective.

> Preuve. On vérifie le critere de Cauchy facilement.

2 n+p

2
Z ’£n| n—>+00

n+p

Z Sk
k=n

uniformément en p.

1.3 Bases orthonormées

Base orthonormée ou base hilbertienne. On dit qu'une suite
orthonormée (u,)nen dans un espace préhilbertien est une base or-
thonormée de H si 'ensemble {u, ; n = 1} est total dans H. On dit
aussi que (uy,)nen est une base hilbertienne.

Notons que comme on se restreint a prendre des familles dénom-
brables, H est nécessairement séparable.

Tout espace préhilbertien séparable possede des bases orthonormées.

> Preuve. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt.
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Base algébrique # base orthonormée. Une famille de vecteurs
d’un espace vectoriel est une base si tout vecteur peut s’écrire, de fagon
unique, comme combinaison linéaire d’un nombre fini de termes de la fa-
mille. Or, le théoreme qui suit dit que pour une base orthonormée, tout
élément s’écrit comme la somme d’une série qui fait intervenir tous les
termes de la base orthonormée.

Soit H un espace préhilbertien et soit (u,).ens une base orthonormée
de H. Alors tout élément x € H s’écrit

Q0
T = Z Enln, avec &, = (x| uy).
n=1

De plus, pour tous z,y € H, on a les formules de Parseval :

L |z* = Z | (@)

+00
> (x|un)(y|uy,), la série convergeant absolument.
n=1

2. (zly) =

> Preuve. Notons F, le sous-espace vectoriel engendré par
(u,...,up,). Il est complet car de dimension finie et K complet. Notons

L’ensemble {u,; n = 1} étant total, | J F), est dense dans H. Puisque de

n=1
plus la suite (F,),>1 est croissante, on a

|2 — || = d(z, F,) = d <x kUl Fk) 0.

D’autre part, {ui,...,u,} est une famille libre car orthonormée, c’est
donc une base algébrique de F},. On a alors en utilisant une proposition

ci-dessus
n
Z o ukz
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Enfin, pour k < n, (z,,ux) = (z,us) =: & car © — x,, € F'+ (par caracté-
risation du projeté). On a donc bien

i Z Spup = Z k.

= lim

0
De méme y = > (y, ug)uy.. Alors par continuité du "produit scalaire’,
k=1

a0 a0 Q0
:(2 (.T,Uk Z yauk uk Z l'Uk yuuk

k=1 = =
On obtient 'autre égalité lorsque y = x.

Il résulte de ce théoréme que S est une isométrie. On a avant cela vu
que dans le cadre hilbertien .S était une surjection. On peut alors affirmer
le théoréme suivant.

S est un isomorphisme. Soit H un espace de Hilbert séparable, et
soit (uy,)n>1 une base orthonormée de H. Alors 'application linéaire :

g {f—’ lo(1)

((z, un))n>1
est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, c’est a dire conservant le

(S(£),5(&")) = (§¢') pour tous &, &' € .

C’est en particulier une isométrie |S(x)| = |z| pour tout = € H.
Lorsque H n’est pas complet, on a toujours une isométrie conservant le
produit scalaire, mais elle n’est pas surjective. L’isomorphisme réciproque
est :

produit scalaire :

l2—> H

St ©
(gn)nzl = 2:31 gnun
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Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension infinie, sont
isomorphes entre-eux, et en particulier a [5.

2. Polynomes orthogonaux

Référence :
— Analyse numérique et équations différentielles, J. Demailly, p.52
— Objectif Agrégation, 2¢ édition, Beck, Malick, Peyré, p.110

Fonction poids. Soit I un intervalle borné ou non dans R. On ap-
pelle (fonction) poids sur I une fonction p : I — R mesurable, stric-
tement positive et telle que

Vn e N, f |z|"p(x) dx < +o0.
I

Espace de fonctions de carré intégrable. On note L*(I, p) l'es-
pace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p
par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est a dire muni du produit
scalaire

Fr gD = f HET@)p(e) d.

L’espace L?(I, p) est un espace de Hilbert. Tout polynéme appartient
a L*(I, p).

On utilise le théoréme de Riesz-Fisher.

Théoréme. Il existe une suite de polynomes unitaires (p,)nen,
deg(p,) = n, orthogonaux deux a deux pour le produit scalaire (-, -).
Cette suite est unique. La famille des polynomes p, est appelée la
famille des polynomes orthogonaux associée a la fonction poids p.
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> Preuve. Elle s'obtient immédiatement en appliquant le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt & la famille (X™),en. On construit
donc (pp)nen par récurrence. On a nécessairement Py = 1 car Py est
unitaire.

Soit n € N*. Supposons les polyndémes p; construits pour tout
k € [0,n — 1]. La famille (px)i<k<n—1 est une famille de n — 1 poly-
nomes de R,,_1[X] échelonnée en degré, c’est donc une base de R,,_1[X].
Puisque p,, est de degré n et unitaire, on peut le chercher sous la forme

n—1
pa(X) = X" + Qg Dk
k=0

Pour tout k € [[1,n — 1],
0 = {pn, 1y = X" iy + o3
Ainsi, on a un seul choix possible a savoir,

<Xn’ pk>
Iprl3

Apn =
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3. Fonctions analytiques

3.1 Dérivabilité complexe
Référence : Analyse complexe pour la licence 3, P.Tauvel, p.50.

Dérivée d’une fonction en un point. Soient U un ouvert de C,
zo € U, et f une fonction sur U. On dit que f est dérivable en z, si

la fonction
fle) = fle) _
zZ— 20

ze U\{z)} —

a une limite finie quand z tend vers zy. S’il en est ainsi, cette limite
est notée f'(zp), et est appelée la dérivée de f en z.

Les résultats usuels concernant la dérivée d’'une somme, d’un produit,
d’un quotient, se prolongent immédiatement du cas d’une variable
réelle au cas d'une variable complexe. De méme, si f est dérivable en
zo € C, elle est continue en z.

Fonction holomorphe. On dit que f est dérivable sur U, ou holo-
morphe sur U, si elle est dérivable en tout point de U. On peut définir
dans ce cas la fonction dérivée f’ de f. On note H(U) I'ensemble des
fonctions holomorphes sur U.

En tout point zy du disque de convergence, la fonction somme S de

la série entiere > a,z" est dérivable, et S'(zy) est égal a la somme
neN
de la série de terme général (n + 1)a,12].
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3.2 Définition des fonctions analytiques

Fonction développable en série entiére. Soit f une fonction dé-
finie dans un voisinage de z5 € C. On dit que f est développable en
série entiére au point z s’il existe une série entiere ». a,z", de rayon

neN
de convergence non nul, et un voisinage V' de zy dans C tels que, pour
tout z e V,

f(z) = Z an(z — 20)".

Fonction analytique. On dit qu’une fonction définie sur un ou-
vert U de C est analytique dans U si elle est développable en série
entiere en tout point de U. On note A(U) I'ensemble des fonctions
analytiques sur U.

La fonction z — I est analytique sur C* car si a € C* et [z —a| < |al,

on a .
~ —7;) o (z —a)".

A(U) est une C-algebre contenant la C-algebre des fonctions poly-
nomes sur C. Une fonction analytique sur U est indéfiniment déri-
vable sur U et ses dérivées sont analytiques.

Si une série entiere Y. a,z™ a pour rayon de convergence R > 0, sa
neN
somme f est analytique sur le disque ouvert D(0, R).
> Preuve. Soient 2y € D(0, R) et ry = |2|. On prouve que :

+00

em sl < R—ro = f(2) = 3 = F®) () (2 — 20)"

!
= k!

L2



Pour cela on pose pour p € N, S, la série partielle et on utilise que

0
F®(z) = Y 2%~ a,20~%. On obtient alors
2

(n—k)!
= n!
Elgigy%ﬂ$k(z—%ﬁ-
n=k :

Ecrivons S, = S, + 5] avec

p

1
%:Zm

k=

]

P
Poq (p 0! )
S = - anzy k (z — 20)%,
P kz:;)k! T;ﬂ(n—k)'

" 51 = n! n—k k
Sp:Zk!<Z man% >(Z_ZO>~

n=p+1

p
On montre en ré-indigant la double somme que S, = >, a,2", et puisque
n=0
. ;L
o < R, Jimy 5} = f().
Par ailleurs en majorant grossierement S) au moyen de |z — 2| < r — 1y,

o0
on montre que |S?| < >, Ja,|r". Comme r < R on a lim S/ = 0.
" ndon poo P

On a obtenu le résultat.

3.3 Principe du prolongement analytique

Principe du prolongement analytique. Soient U un ouvert
connexe de C, a € U, et f € A(U). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. f est identiquement nulle dans U.
2. f est identiquement nulle dans un voisinage de a.
3. Pour tout n e N, on a f(™(a) = 0.
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> Preuve. Les implications 1. = 2. = 3. sont claires.
3. = 2. Immédiat, en effet puisque [ est analytique sur U et que
a € U, il existe un voisinage V' de a dans U telle que pour tout z € V,

© ) (g
fe) = LW g

n.

2. = 1. Notons
V :={zeU; f est identiquement nulle dans un voisinage de z}.

Par construction V est un ouvert de U et par hypothese V' est non
vide. Montrons qu’il est fermé. Soit (z,)nen une suite de points de V
convergeant vers b € U. Puisque pour tout n € N, 2z, € V., pour tout
k,neN, f®(z,) = 0. Par continuité des f*) il vient f*)(b) = 0, on en
déduit que f est nulle dans un voisinage de bi.e. b€ V. On a prouvé que
V' est non vide, ouvert et fermé dans U. Comme U est connexe, il vient

U=V.Doul

Corollaire. Soient U un ouvert connexe de C et f,g e A(U). Si f et
g coincident au voisinage d’un point de U, on a f = g.

4. Remarques sur le théoreme

Lorsque l'intervalle I est borné, d’autres arguments assurent que les
polyndmes forment toujours un sous-espace vectoriel dense de L*(I,p) :
le théoreme de Stone-Weierstrass et la continuité de I'inclusion de C(I)
dans L%(1, p).

Une condition supplémentaire a savoir la décroissance exponentielle
est effectivement nécessaire pour obtenir une base hilbertienne.

Référence : Objéctif Agrégation, BMP, p.141 q.d).
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On considere sur I =]0, +0[, la fonction de poids
w(z) = z~ 0@,

Les polynomes orthogonaux pour le poids w ne forment pas une base
hilbertienne de L(I,w).
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