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Premiere partie

Plan de la lecon

Le probleme de I'approximation s’est posé tout d’abord en géométrie pour des fonctions tri-
gonométriques, conduisant a la notion de développement en série entiere. Ces approximations
ont permis de constituer des tables de fonctions comme celle du logarithme ou de 1’exponen-
tielle. Le but était alors d’approcher une fonction par des fonctions définies uniquement a l'aide
d’opérateurs de base d’'un ordinateur pour créer une bibliotheque de fonctions mathématiques.

On peut donner deux cas ou 1’on voudrait approcher une fonction par des fonctions régulieres.
Premierement, si la fonction f a approcher est connue, on cherche a la remplacer par des
fonctions plus régulieres ayant de meilleures propriétés pour pouvoir par exemple montrer des
résultats en raisonnant sur ces fonctions plus simple et en déduire des résultats plus généraux
par argument de densité. Deuxiémement, lorsque la fonction f n’est pas connue explicitement
mais est donnée comme la solution d’équations, on cherche a construire une suite de probléemes
plus simples que l'on sait résoudre tels que la suite des solutions converge vers la solution f
du probleme initial. Ainsi f pourra étre calculée ou alors on pourra montrer son existence et
en trouver quelques propriétés.

La théorie de I'approximation trouve son utilité dans beaucoup de notions différentes des
mathématiques. On parlera notamment d’ordres moyens, de développements limités, d’inter-
polation, d’intégration numérique, de produits de convolution, de transformée de Fourier, de
polyndémes de Berstein, etc. On énoncera également des théoremes phares utilisant ou illustrant
des techniques d’approximation comme le théoreme de Weierstrass, de Stone-Weierstrass et de
Féjer.

Dans toute la legon, sauf mention contraire, a,b désignent des réels tels qu’on ait a < b.
Et on supposera que les notations de Landau o, O et la notion d’équivalent seront connues du
lecteur.

1 Approximation par des fonctions polynomiales

Les fonctions les plus faciles a évaluer numériquement sont les fonctions polyndémes. Il est
donc important de savoir approximer une fonction arbitraire par des polynémes.|[T]

1.1 Approximation locale : formules de Taylor

Lorsque qu’une fonction est plusieurs fois dérivable au voisinage d’un point, elle peut étre
approchée par une fonction polynomiale. Cette fonction est parfois appelée polynome de Tay-
lor.

( )

Théoréme 1. (Formule de Taylor-Lagrange) Soit f : [a,b] — R de classe C™ sur ce
segment et (n + 1)-fois dérivable sur |a,b|, il existe alors un réel ¢ €la,b| tel que :

n ) (g (n+1) (o
f(b)zz_:f k'( >(b—a)k+m(b—a)"“.

\ J

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme de Rolle. O

1. Voir |Rombaldi| (2019) et Demailly| (2016]).



Remarque 2. Dans le cas a = 0, on appelle cette formule la formule de Mac-Laurin et pour
n = 0 on retrouve le théoreme des accroissements finis.

Exemple 3. Pour tout z > 0, on a

22 2 3
— — < In(1 <zr——=4+ —.
T n(l+z) <z 5+ 5
Corollaire 4. (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé

et f:[a,b] = E de classe C" sur ce segment et (n + 1)-fois dérivable sur |a, b avec f+1
majorée par une constante M, alors on a

Hf(b) - ,;) £

M

CESIAA

— a)’f

<

Démonstration. Si E = R, c¢’est une conséquence du théoreme précédent. Sinon, on utilise le
théoreme des accroissements finis. O]

Parfois, on peut obtenir des résultats plus fins que la formule de Taylor-Lagrange grace a la
formule suivante, nécessitant une hypothéese supplémentaire de continuité de la derniere dérivée
et étant valable pour les fonctions a valeurs dans un espace de Banach.

( \

Théoréme 5. (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient n € IN, (E, || - ||) un espace
de Banach et f : [a,b] — E de classe C"*1 sur ce segment, alors on a

n

b f(n—i—l

0 gy,

k=0

Démonstration. Le théoréme se montre par récurrence sur n en utilisant pour I’hérédité une
intégration par partie. O

Remarque 6. Cette formule permet de retrouver l'inégalité de Taylor-Lagrange pour f de
classe C"*1 et a valeurs dans un espace de Banach.

Remarque 7. On peut généraliser la formule de Taylor avec reste intégral pour des fonctions
de plusieurs variables (n + 1)-fois différentiables.

Application 8. (lemme d’Hadamard) Soient k € IN et f : R — R de classe C™ telle que pour
tout 0 <7 < k on ait

FO0) =0,
alors il existe g : R — R de classe C* telle que pour tout =z € R,

flw) = a’g(a).

Une des applications les plus remarquables de la formule de Taylor-Lagrange pour les fonctions
d’une variable réelle a valeurs réelles est la notion de développement limité.



Théoréme 9. (Formule de Taylor- Young) Soient f une fonction da valeurs réelles définie
sur un intervalle I et a € I. Si f est dérivable en a a l'ordre n > 1, alors elle admet au
voisinage de a, le développement limité d’ordre n :

n (k) a
£ =3 T @ o - ap).
k=0 :

Démonstration. On montre par récurrence sur n que limg(z)/(z — a)" = 0 ou g(x) est définie
r—a

comme la différence de f(z) et de la somme. O

Exemple 10. On peut alors écrire, pour tout n € IN, au voisinage de 0 :

n .CEk n (—1)k$2k

exp(z) = kz_: T +o(z"), cos(x) = Z NG + 0(m2n+1)7

(1+x)a:1+z":a(a—1)...li!oz—k+1)x +o(a).

k=0

Remarque 11. Les applications des formules de Taylor sont innombrables. Par exemple, on
retrouve leurs utilités dans la recherche de la différentielle d’une fonction, dans la recherche
d’extremum local ou encore dans les développements en séries entieres. Voici un exemple de
ces applications.

Proposition 12. Soit f une fonction & valeurs réelles de classe C* sur | — a, al. Si, pour
tout €] —a,al et n € IN, on a f@(z) > 0, alors f est développable en série entiere sur
son domaine de définition, i.e. y est analytique.

Exemple 13. On peut alors écrire la fonction exponentielle comme la limite de la somme
partielle de 1'exemple [10]

1.2 Approximation globale
1.2.1 Densité dans ’espace des fonctions continues

On a vu des théoremes d’approximation locale. Maintenant, on va voir des résultats per-
mettant d’approcher des fonctions continues en les considérant comme limites uniformes de
fonctions polynomiales.

Définition 14. Soient x € R, n € IN* et k € IN. Le n-ieme polynome de Berstein en k est
le polynéme
n

Bl'(z) = <k>xk(1 — 2)"* € R[X].

Soit en plus f : [0,1] — C une fonction continue. Le n-iéme polynome de Berstein associé
a f est le polynome

P =37 (£) oo e el



Théoréme 15. ( Weierstrass ) Toute fonction continue f : [a,b] — C est limite uniforme
sur [a,b] d’une suite de fonctions polynomes.

Remarque 16. Deux démonstrations existent. L’originale se fait via la convolution (88]) mais
ne donne pas la suite de polynomes : assure seulement son existence. Une deuxieme démons-
tration constructive et donc quantitative existe et c’est celle dont on donne les grandes lignes.

Démonstration. On peut tout d’abord remarquer que le théoreme pour a, b quelconque équivaut
a celui pour ¢, d fixés puisqu’il existe un homéomorphisme polynomial @ : [a,b] — [c,d] par
exemple @ : x — ¢+ (z —a)(d — ¢)/(b — a). Et ainsi en approchant g = f o ®~! par une suite
de polynémes g,, on pourra approcher f par la suite f, = g, o ®.

On peut alors montrer le théoreme de Weierstrass sur [0, 1] en prouvant que I’on peut prendre
P,(f)(X) (ceci en utilisant la théorie des probabilités et le théoréme de Heine : toute fonction
continue sur un compact y est uniformément continue). On peut également montrer que la

vitesse de convergence est en O (ﬁ) . O

Remarque 17. Ce théoréme peut aussi se réformuler de la fagon suivante : C[X] est dense
dans C ([CL, b]a C7 || ’ ”00)

Remarque 18. Il permet entre autre de prouver des résultats sur les fonctions continues en
les montrant pour des fonctions polynémes et en concluant par un argument de densité.

Contre-exemple 19. Il est nécessaire que l'intervalle de définition soit fermé. En effet, sur R,
toute limite uniforme de fonctions polynémes est encore une fonction polynome.

Application 20. Soit f : [0,1] — C continue telle que pour tout n € IN, [, f(t)t*dt = 0.
Alors f est nulle.

Il existe un résultat généralisant le théoreme d’approximation de Weierstrass. Avant de 1’énon-
cer, donnons deux définitions d’algebre.

Définition 21. Soit (X, d) un espace métrique compact non vide et A une sous-algebre
de l'algebre de Banach C(X,C).
On dit que A sépare les points de X si pour tout (x,y) € X? tels que x # y il existe

feA flx)# fy).

On dit que A est auto-conjuguée si pour tout f € A, ona f € A.

On peut maintenant énoncer le théoreme de Stone-Weierstrass qui sera admis.

Théoréme 22. (Stone-Weierstrass) Soient (X, d) un espace compact et C(X,K) l'algébre
de Banach des fonctions continues de X dans K = R ou C. Une sous-algébre de C(X,K)
séparente, auto-conjuguée et unitaire est dense dans C(X,K).

Exemple 23. On retrouve alors le théoreme de Weierstrass, la densité des fonction lips-
citziennes de X dans C(X,C) et la densité des fonctions polynomiales sur X a coefficients
complexes en les variables z, z dans C(X, C).



1.2.2 Densité dans [P

Nous avons le premier résultat suivant. D’autres résultats seront vus section [2 utilisant la
théorie de Fourier.

Théoréme 24. L’espace vectoriel C.(R,R) des fonctions continues a support compact sur
R est dense dans LP(R) pour 1 < p < 4o0.

Démonstration. On remarque tout d’abord que ’ensemble des fonctions étagées a support com-
pact est dense dans L? (ensemble des fonctions de L? & support compact). En effet, en prenant
tout d’abord une fonction f mesurable positive et en utilisant la définition de I'intégrale de
Lebesgue, on a un supremum pris sur les fonctions a support compact. Ainsi, on peut appro-
cher f en norme L' par une suite de fonctions étagées & support compact et par compacité
du support, on peut approcher f en norme LP. On en déduit le résultat pour f = f* — f~.
Ensuite, on voit que 1’on peut approcher n’importe quelle indicatrice d’intervalle par une fonc-
tion continue & support compact (affine par morceaux par exemple). On peut donc approcher
n’importe quelle indicatrice d’ouvert de R (car tout ouvert de R est une union dénombrable
d’intervalles ouverts). Par régularité de la mesure de Lebesgue, on approche donc n’importe
quelle indicatrice, et donc n’importe quelle fonction étagée, en norme LP. D’ou C.(R,R) est
dense dans LP(R). O

Contre-exemple 25. Pour p = +o0, la fonction constante égale a 1 est un contre-exemple.

Application 26. Pour 1 < p < 400, LP(R) est séparable.

1.3 Interpolation polynomiale
1.3.1 Interpolation de Lagrange

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne n € IN et (x;)p<;<, des points deux a
deux distincts de [a, b].

Théoréme 27. [l existe un unique polynome P, € R,[X] tel que P,(x;) = f(x;) pour tout
0 < i < n. Le polynome P, est appelé polynome d’interpolation de Lagrange associé a f
et & (x;);. On a plus concrétement

X —x

J

P, => f(zi)L; ou Ly(X)=1]]
=0 ji X _xj

\ J

Démonstration. L’existence est claire. Pour 1'unicité, on raisonne par ’absurde en supposant
qu’il en existe un autre, notons-le @,. Alors les (x;); sont racines du polynéme P, — @, : un
polynome de degré n a n + 1 racines est nul. O]

Application 28. Soit P € C[X], alors P(Q) € Q si et seulement si P € Q[X].

Remarque 29. En notant
T (z) = [[(z —25),
§=0

on obtient en particulier 7, (z;) = [1;.(z; — ;) et donc




) P . e
Remarque 30. Pour démontrer le théoreme, on peut également poser P, = >0 ,a;x; et
résoudre un systeme linéaire de n + 1 équations en les inconnues a; dont le déterminant est un
déterminant de Van der Monde en les x;.

1.3.2 Erreur d’approximation

L’erreur d’interpolation est donnée par la formule théorique suivante.

Théoréme 31. On suppose que f est n+1 fois dérivable sur [a,b]. Alors pour tout x € |a, b],
il existe un point (, €] Jnin (z, xi),on<1a<x (x,z;) [ tel que

@) = Pufa) = e @G

(n+1

Démonstration. Si x = x; tout point (, convient car m,1(z;) = 0. Sinon, on conclut grace au
théoreme de Rolle et en interpolant en les n + 1 points x, zq, ..., x,. O

Corollaire 32.

If = Pullo < 1T oo F O .

(n+ 1)!

Remarque 33. Ces formules montrent que la taille de I’erreur d’interpolation dépend a la fois
de la quantité || f"V]||., qui peut étre grande si f oscille trop vite, et de la quantité ||, 1o,
qui est reliée a la répartition des points x; dans l'intervalle [a, b].

Application 34. Le phénomene de Runge nous permet de voir que les polynémes d’interpo-
lation ne convergent pas uniformément vers la fonction. Prendre par exemple f : x — x%ﬂ sur
[—1,1] avec des points x; équidistants (i.e. z; = o+ ih ot h = (b —a)/n).

2 Convolution et applications

Dans cette sous partie, on se placera sur R mais tout se transcrit (voir Li (2013)) sur R? en
remplacant le produit zy par le produit scalaire (x,y) = 191 + -+ - + Taya-

2.1 Définitions et approximation de 'unité

La convolution permet de régulariser les fonctions : la convolée de deux fonctions hérite des
"bonnes propriétés" de chacune des deux fonctions dont on est partis, elle peut méme en avoir
de meilleures. Introduisons tout d’abord quelques notations.

Définition 35.

On note Cy(R) I'espace des fonctions continues bornées sur R, pour 0 < k < +00.

On note D*(R) les fonctions k-fois continfiment dérivables sur R & support compact.

On note D*(R) les fonctions infiniment continiiment dérivables sur R & support compact.
On note Cy(R) 'espace des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 a l'infini.

Il vient la définition la plus importante de la partie.



Définition 36. Soient f,g: R — C deux fonctions. On dit que le produit de convolution
de f et g en z € R existe si la fonction t € R — f(z — t)g(t) est intégrable sur R pour la
mesure de Lebesgue. On pose alors

(f xg)(@) = [ f(z =gt

Remarque 37. On notera que dans l'intégrale x et t sont liés par la relation x —t +t = x et
on obtient donc par changement de variable (f x g)(z) = (g * f)(z).

Exemple 38. Soient la fonction f(x) = e* définie sur R avec a € R et b > 0. On peut
considérer son produit de convolution avec la fonction indicatrice sur le segment [—b,b] car
t = f(x — 1)1 (t) est une fonction intégrable pour tout € R. On a donc le produit de
convolution

b ar rab 2 sinh(ab
f*1py(z) = / e“(x_t)l[,b’b] (t)dt = / et = e e'du = Me“x
R b a

—ab a

Le résultat suivant est essentiel pour ce qui suivra.

Théoréme 39. Soit 1 < p < +oo et f € LP(R). On pose f,(t) = f(t — x). Alors
lapplication
72 € R f, € LP(R)

est uniformément continue.

Démonstration. On montre d’abord le résultat pour f continue a support compact en utilisant
le théoreme de Heine. Maintenant, soit € > 0. Pour f € LP(R), on choisit g continue & support
compact telle que ||f — g||, < € (qui existe par le théoreme et on conclut par inégalité
triangulaire. O

On a le théoreme de régularisation suivant.

Théoréme 40. Soient1 <p < oo et q tel que 1/p+1/g=1,1<r < +ooetl <k < +oo.

)

e« feL'(R),g€ L®R) = f*ge€CR) (la convolution existe partout),

R),g € LY(R) = fxg € L'(R) (la convolution existe presque partout),
)

e fEL'R),peD*R) = frpecDiet(fro)W=Ffxp™ 0<h<Ek.

Démonstration. On a les différents points suivants.
o La continuité vient du théoréme [39
 La continuité vient du théoreme 39| et le caractere borné du fait que |(f*g)|< || fll1]lg]]cc-
o Résulte du théoreme de Fubini.

« Résulte des théoremes de continuité et dérivabilité sous l'intégrale sur | xo — 1,29 + 1 |
pour tout xy € R.



]

Contre-exemple 41. f € L(R),g € L'(R) % f x g € Cy(R) puisque en prenant f = 1 et
g € L'(R) on a f % g constante.

Exemple 42. Calculons par exemple la convolution de deux fonctions indicatrices pour ob-
server sa convolution. Soit z € R

1
1o * Loy (z) = /R 1o (t) 1 (x — £)dt = /0 Lo (2 — £)dt

= [* Lon)du =Mz — 1,210 ,1]).

Puisque [z — 1,2] N [0,1] est vide pour x < 0 et © > 2 et est égal a [0,2] si 0 <z < 1oua
[z —1,1] pour 1 < 2 < 2, on a finalement 1'égalité suivante.

1[0,1] * 1[071}(33') = .731[071}(37) + (2 — 113’)1[172] (ZE)

On voit bien que cette fonction est continue (affine en deux morceaux recollés continiiment en
1).

On verra en remarque |53 que I'algebre L'(R) n’a pas d’élément unité pour la convolution. Il
existe toutefois la notion d’approximation de I'unité, suppléant a ce manque.

Définition 43. Soit (p,)new € (LH(R))™ telle que
e YneIN,p, 2 0et [gp, =1,
e Vn € IN,Va > 1, [, pu(z)dx - 0.
Alors p,, est appelée approximation de I'unité
Exemple 44. Les fonctions p,(z) = 1/%«2_7””2/ 2 définissent une approximation de I'unité.

On en vient au théoreme phare de cette sous-partie.

( \

Théoréme 45. Soit (p,)nen une approzimation de 'unité et 1 < r < 400
o Si fe€Cy(R), alors p,x f converge point par point vers f.
o Si f € Cy(R) est uniformément continue, alors p,x f converge uniformément vers f.

e Si feL"(R), alors p, x f € L"(R) et converge pour la norme de L"(R) vers f.

\ J

Démonstration.  « On considere (f * p,)(z) — f(z) et on montre que cette fonction tend
(uniformément en x) vers 0 en utilisant 'inégalité triangulaire, la fonction de translation
et les propriétés d’une approximation de 1'unité.

o Gréce a I'inégalité de Minkowski pour la mesure |p,(y)|dy, on se raméne a une démons-
tration identique au premier point
]



Théoréme 46. Pour 1 < r < +oo, D*(R) est dense dans L"(R).

Démonstration. Soit € > 0 et f € L"(R). Il existe ¢ continue a support compact telle que
|f —¢ll- < €/2. Comme ¢ € L"(R), on utilise une approximation de I'unité et le dernier point
du théoreme [40| pour voir que ¢ * p,, est indéfiniment dérivable a support compact. On conclut
par inégalité triangulaire et par le théoreme précédent. O

Remarque 47. Le résultat est faux pour r = 4o00.

2.2 Application a la transformation de Fourier

Définition 48. ~
On appelle transformée de Fourier de f € L'(R) la fonction Ff = f : R — C définie par

o) = [ f@)e = dz, vy e R,
R
La transformation de Fourier sur L'(R) est application linéaire F : f € L*(R) — f

Exemple 49. Soient [ : x +— e *1g+ avec a > 0 et g : x = 1y avec b > 0. Ces deux
fonctions sont intégrables et on peut considérer leur transformée de Fourier. Pour tout y € R
on a les égalités suivantes.

f(y) = / f(:v)e’Q’”“ydm _ /+oo oAt 02Ty §, /+oo o o(a+2imy) 1, #
R 0 0 a+ 2imy
; b ; in(27h
gly) = / g(z)e i dy = / e My = sin(2mby) = 2bsinc(27mby).
R —b Yy

On rappelle que tous les résultats sont encore vrais et se montrent de maniere similaire en
dimension supérieure.

Théoréme 50. On a : R
feL'(R) = feCR).

Remarque 51. Il s’agit de Panalogue du lemme de Riemann-Lebesgue [76] pour les séries de
Fourier.

Proposition 52. Pour toutes fonctions f,g € L'(R), on a :
f*x9=13.

Autrement dit, F est un homomorphisme d’algebres. C’est 'un des grand interéts de la trans-
formation de Fourier. En effet, la convolution régularise les fonctions mais n’est pas facile a
calculer. Un passage "du coté Fourier' simplifie souvent.

Remarque 53. La transformation de Fourier montre en particulier que 'algebre L!'(R) n’a
pas d’unité pour la convolution. Il en existe en fait bien une mais elle n’est pas dans L'(R) : le
dirac d¢ en 0.

10



Corollaire 54. L’application linéaire F : L'(R) — Cy(R) est continue et de norme 1.

Théoréme 55. (Théoréme d’inversion)
Si f e LYR) et si f € L'(R), alors f est (p.p.) égale a la fonction continue g définie par

o(x) = [ Fw)e =y

Une conséquence tres importante est le théoreme suivant.

Théoréme 56. La transformée de Fourier F : L'(R) — Co(R) est injective.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme d’inversion car 0 € L'(R). O

Remarque 57. Le théoreme d’isomorphisme de Banach nous assure que cette fonction n’est
pas sujective.

Exemple 58. On peut retrouver ainsi les densités de Gauss, de Cauchy et de Poisson de la
théorie des probabilités.

Application 59. Le théoreme de Stone-Weierstrass nous permet de dire que FL'(R) est
dense dans Cy(R).

On vient de voir des résultats sur la transformée de Fourier sur L'(R). Intéressons-nous désor-
mais au cas L*(R). Tout d’abord, faisons un bref retour sur les fonctions polyndmes.

Définition 60. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pour tout n € IN, [; |z|"p(z)dz < +00. On dit alors que p est une fonction poids.

On définit L*(I,p) = {f : I — C mesurable, [;|f(x)]* p(z)dz < —l—oo}.

Proposition 61. L’espace L?(I,p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) = Ir f(z)g(x)p(z)dx.

Proposition 62. Il existe une unique famille (P, ),en de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (-, -) et tels que deg(F,) = n pour tout n.

Théoréme 63. (Polynémes orthogonaux)
Soit p une fonction poids telle qu’il existe o > 0 un réel vérifiant [; e p(z)dr < +oo.
Alors la famille des polynémes orthogonaux (P,), est une base hilbertienne de L*(I, p).
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Démonstration. La famille (P,),en est bien définie et est une base orthogonale de R[X] par
le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt sur la famille f, : x — 2". Pour voir la
densité de vect((P,)nen) = vect((fn)new) on utilise la caractérisation de I'orthogonal réduit a
I’élément nul. Pour ce faire, on choisit f € L?(1, p) et on étudie la transformée de Fourier de
@ : 1~ |f(x)|p(z). On remarque que ™ (0) = (—i)"(f., f) = 0. En utilisant le théoréme de
prolongement analytique et I'injectivité de la transformée de Fourier sur L', on conclut. O]

Application 64. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne puisque
I'intégrale sera finie, les fonctions étant mesurables.

Contre-exemple 65. La condition du théoreme est nécessaire. Par exemple, considérer [ =
Rt,p:xr 27 "@ et f: 2z sin(27In(x)).

Le théoreme suivant permet d’étendre la transformée de Fourier aux fonctions de carré som-
mable.

Théoréme 66. (de Plancherel)
La transformation de Fourier définie sur L'(R) N L*(R) se prolonge de fagon unique en un
isomorphisme d’espaces de Hilbert de L*(R) sur lui méme.

Proposition 67. L’ensemble {f € L'(R); f € L'(R)} est dense dans L'(R) N L2(R) pour
la norme || - ||; et pour la norme || - [|2.

Démonstration. L’'unicité vient de la densité de L'(R)N L%*(R) dans L*(R). Pour montrer 1’exis-
tence, on veut montrer que sur L'(R) N L*(R), on a

1112 = 11112

et par densité on aura le prolongement de F en une isométrie de L*(R). Or I'ensemble {f €
LY(R); f € L*(R)} (tel que la formule d’inversion s’applique) rend la transformée de Fourier
isométrique et est complet. D’ou le prolongement. O

Remarque 68. Notons que le prolongement de Plancherel, encore noté F, coincide avec
la transformée de Fourier sur L'(R). C’est un opérateur unitaire sur L?(R), d’adjoint la co-
transformation de Fourier définie par Fu(y) = Fu(—y) donnée par la formule d’inversion.

Maintenant il serait légitime de se demander comment exprimer la transformée de Fourier
d’une fonction de L?(R). Comme F a été défini sur L?(R) par densité, le calcul de Ff pour
f € L*(R) doit faire intervenir un passage a la limite. On peut, par exemple, utiliser le résultat
suivant.

Proposition 69. Pour f € L?(R), en posant

A .
paly) = [ fla)e vz,

on a alors :
AET@H@A - Fflla=0.

Et en posant

A .
Valy) = [ Ffla)e s,
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on a :
Jim (g = flls =0,

Une conséquence interessante est le corollaire suivant.
Corollaire 70. Si f € L*(R) et Ff € L'(R), alors

f@) = [ Fr)eray

pour presque tout x € R.

3 Approximation de fonctions périodiques

Les fonctions périodiques interviennent fréquemment en physique : pendule simple, etc. No-
tons que I'étude d’une fonction T-périodique f se ramene a 1’étude de la fonction 27-périodique
glx) = f (%) On se limite alors aux fonctions 27-périodiques. On connait, grace aux pro-
priétés du nombre 7 et de I'exponentielle imaginaire de nombreuses fonctions 2m-périodiques :
cos nx, sin nx, e pour n € Z et les combinaisons linéaires de celles-ci. Un probléme fondamen-
tal, motivé par I’étude de I’équation de la chaleur, est de savoir si toute fonction 27-périodique
peut-étre reconstituée a 'aide des "briques' cosnx, sin nx, e™* et si oui, comment E]

3.1 Polynémes trigonométriques et séries de Fourier

On note L _(R) 'ensemble des fonctions f : R — R 2w-périodique avec f € LP(0,27). On le

muni de la norme
1 g2r o 1/p
171 = (52 [ 1#(@)rde)

pour 1 < p < +o0 et de la norme
| flloo = inf{M,|f(z)|< M, presque partout}

pour p = +00.
Pour n € Z, on note ¢, la fonction de L} définie par e, (z) := ¢™* pour x € R.

Définition 71. On appelle polynéme trigonométrique une combinaison linéaire finie des
(€n)nez. On appelle série trigonométrique une combinaison linéaire des (e, )nez-

Définition 72. Soient n € Z et f € L3 _(R). On appelle n-iéme coefficient de Fourier le

complexe . y
cn(f) = %/0 f(t)e ™de.

On définit la série de Fourier associée a f comme la série S :=>",c7 cn(f)en.

2. Voir |Beck et al.| (2005), [Demailly| (2016), | Gourdon! (2016)).
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Théoréme 73. L’espace L4 (R) est un espace de Banach et L3_(R) est un espace de Hilbert
relativement au produit scalaire (f,g) = == [3™ fg.

Démonstration. La complétude se montre en prenant une suite de Cauchy, en extrayant une
sous-suite telle que la différence de deux termes de la sous-suite soit plus petite qu’une suite
sommable. On conclut avec le théoreme de convergence monotone et de convergence dominée.

]

Définition 74. Le produit de convolution de f,g € Li_(R) est

frxg:x— 21/27rf(t)g(x—t)dt.

m™J0o

Proposition 75. Soient f € L} (R), a € R et (k,n) € Z? alors on a les propositions
suivantes.

 el(f) = cnlf),

o an(Ta(f)) = emenl(f),
 culenf) = coi(f),

o [ren=culf)en,

o Side plus f € Cyy et est C! par morceaux, alors ¢, (f') = inc,(f),

ou on a noté 7, la translation de rapport a.

Lemme 76. (Riemann-Lebesgue) Soit f € Li_(R), alors ¢, (f) — 0.

[n|—+o0

3.2 Noyaux et théoremes

Définition 77. Soient N € IN et f € L} (R). On définie le noyaux de Dirichlet par

N
N -— Z €n,
n=—N

le noyau de Fejér par
1 N—
= Z
la somme partielle de la série de Fourier par
N

SNf = Z Cn(f)ena

n=—N
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et enfin la somme partielle de Césaro par

1 N-1

onf = N Z Snf.
n=0

Remarque 78. On peut voir la somme partielle de Fourier comme une projection sur Py =
vect(e,; —N < n < N).
Proposition 79. Le noyau de Dirichlet vérifie :
« Dy est pair et 5= [T Dy(t)dt =1,
e Dy(z)=sin [(N + %) :c} /sin(%),
e Snf=Dy*f.

Proposition 80. Le noyau de Fejér vérifie :

o BN =1et V0 >0, 5 fspuen Kn (=7 0,

. KN(.Z') _ % (sinN$/2)2 >0,

sinxz/2

4 O'Nf:KN*f.

Remarque 81. Le noyau de Fejér est une approximation de 'unité dans L} (R).

Remarque 82. Il existe des fonctions continues 2m-périodiques telles que Sy f diverge en 0.
Ceci est révélateur des difficultés que I'on peut rencontrer en théorie des séries de Fourier.

On présente maintenant les théoremes de Fejér et Dirichlet. Le théoreme de Fejér sera admis.

Théoréme 83. (de Fejér) On a les points suivants.
Soit f € Can(R), alors VN 2 1, flox(f)llee < [[fllo et lim [low(f) = flloc = 0.

 Soit f € L*(R), alors YN > 1, lo(F)l, < 7l et Jim_Jlon(f) — fll, = 0 avec
(1<p<+00).

o Si f e Ll (R) admet en un point xy € R une limite a droite et a gauche, alors

on(F)ao) 25 (o) + fla) ).

\ J

Contre-exemple 84. Si f € LY et NhrE lon(f) = fllo = 0 alors f € Cyr et donc le théoreme
—+o0

de Fejér n’est plus vrai sur L32\Cor
Application 85. Puisque la somme partielle de Césaro est un polynéme trigonométrique,
le théoréme précédent implique la densité des polyomes trigonométriques dans 1’espace des

fonctions continues muni de la norme uniforme et dans I’espace LP muni de la norme associée.
En particulier, on en déduit que la famille (e,),cz est une base hilbertienne de L3 (R)
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Corollaire 86. Pour f € L3 (R), f =Y co(f)en et | I3 = Xnezlen ()2

Application 87. (du corollaire)

+oo 1 7]_2
257

Application 88. On peut démontrer le théoréme de Weierstrass [15] grace au théoreme de
Fejér.

Application 89. La densité des polynomes trigonométriques permet de démontrer 'injectivité
de la fonction F : f € L3 (R) — (¢u(f))nez.

Corollaire 90. Si la série Y ¢,(f)e, converge normalement, alors sa somme S : = +—
S(x) =32 ca(fen(z) est une fonction de Co, égale presque partout a f.

Démonstration. La continuité de la somme vient de la convergence normale de la série et f et
g ont les mémes coefficients de Fourier donc par continuité de f et par la remarque précédente,
elles sont égales point par point. ]

Remarque 91. La convergence d'une suite au sens de Césaro est plus faible que la convergence
classique : si Sy converge, alors oy converge vers la méme limite, mais la réciproque est fausse.
On a donc besoin d’hypothéses en plus au théoreme de Fejér pour avoir la convergence de Sy .
Par exemple, on obtient un théoreme tout a fait similaire au théoreme de Fejér pour Sy si on
suppose en plus f € L3 (R) telle qu’il existe M > 0 telle que Vn € Z, |c,(f)|< M/|n.

Théoréme 92. (de Dirichlet) Si f € L} _(R) admet en un point xo une limite a droite et
a gauche et st

g: h — }1L [f(mo —+ h) —+ f(.To — h,) — (f(l‘o)+ — f(fUO)_)}

est bornée au voisinage de 0, alors

Sv(F)ao) —> = (Flzo)" + f(zo)).

N—+oo 2

Démonstration. Par translation on peut montrer le théoreme en xy = 0. On a alors

Sw(F)(0) — 5 (5 (0) + 1 2 [ r=0Dxt— 5 (£70) + £(0)

m tsm((N+1/2) t)
T on / ®) sin(t/2) dt.

Il résulte des hypotheses et d’inégalités classiques du sinus que t — g(¢) m est dans L'([0, 7])
et par le lemme de Riemann-Lebesgue [76 on a le résultat. O
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Proposition 93. Si f est continue et C! par morceaux, alors 3" ¢,(f)e, converge norma-
lement vers f. En particulier, pour tout = € R,

Sn(f)x) — flz).

N—+400

On peut a présent étudier le probleme a 'origine de la théorie des séries de Fourier.

Application 94. Soit f : R — C une fonction C§_N C;m. L’équation de la chaleur, qui est le
probleme de Cauchy

Opu(x,t) = Oppu(x,t), x € Rt >0,
u(z,0) = f(z) z €R,
we ) (R*xR,C)NCL (R xR,C),

2m,x 2m,x

admet une unique solution. Cette solution est en fait dans C5y ,(R% x R, C).

Démonstration. Ce résultat est fait en développement [5] O]

4 Approximation par des fonctions régulieres

4.1 Ordres moyens et normaux

On va ici présenter différentes notions classiques de théorie des nombres[}]

Définition 95. Une fonction arithmétique est une fonction f de IN* a valeurs complexes.

Définition 96. Une fonction multiplicative est une fonction arithmétique vérifiant :

- () =1,

 pour tous entiers a,b > 1 premiers entre eux, on a : f(ab) = f(a)f(b).

Remarque 97. Si f est une fonction multiplicative alors f(n) = [I f(p").
p’ln

Définition 98. Une fonction additive est une fonction arithmétique vérifiant :

e pour tous entiers a,b > 1 premiers entre eux, on a : f(ab) = f(a) + f(b).

Remarque 99. Si f est une fonction additive alors f(n) = > f(p¥).

pY|ln

3. Voir Martelli| (2023) et |[Tenenbaum) (2022]).
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Définition 100. Soient f, g deux fonctions arithmétiques. On pose

(f +9)(n) = f(n) +g(n),

On définit le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques comme suit.

(fxg)(n) = > fld)g(d).

d'=n

Remarque 101. Ces opérations équipent ’ensemble des fonctions arithmétiques d’une struc-
ture d’anneau.

Proposition 102. Un élément unité de 'opération de convolution est la fonction arith-
métique ¢, définie par
1 sin=1
d(n) = {

0  sinon.

Démonstration. Soit f une fonction multiplicative.

On a
frion)= > f(d)i(d) = f(n)i(1) = f(n).
dd'=n
Le produit étant commutatif, on a le résultat. m

Définition 103. La fonction de Mdébius p est définie de IN* sur {—1,0,1} par :
e s(n) =0 sin est divisible par un carré différent de 1,
e pu(n) =1 sin est le produit d’'un nombre pair de nombres premiers distincts,

e (n) = —1sin est le produit d’'un nombre impair de nombres premiers distincts.

Proposition 104. La fonction de Mébius est multiplicative.

Proposition 105. L’inverse de la fonction de Mébius pour la convolution est la fonction
constante égale a 1.

Démonstration. Calculons p* 1 a partir de la définition. On a

prl= > pu(d)=>_ ud).

dd'=n din

Sin=1alors pux1(n) = u(l) =1 et on a le résultat.
Sinon, soit P ’ensemble des facteurs premiers de n et ¢ = |P|> 1. Les seuls diviseurs de n
dont 'image par p est non nulle sont les produits d’éléments distincts de P.
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Or, le nombre de parties de P de cardinal k est (;)
Donc, on obtient, pour n > 1,

Yould) = p (Hp)

dn Icp pel
SN
ICP

_ kf:(—nk {IcP:|I|=k}

— E (Z)(—Uk =(-1+1)°=0.

Donc p %1 =6 et d’ou le résultat. m

Nous avons alors la formule d’inversion de Mobius suivante.

Proposition 106. Soient f et g des fonctions arithmétiques. Les deux propriétés suivants
sont équivalentes :

2. f(n) = Zap 9(dp(n/d), (n=1).
Démonstration. La premiere condition équivaut a g = fx4 et la deuxiéme équivaut a f = g*pu.
La proposition découle donc de la propriété précédente. O

On va présenter deux fagons d’approcher une fonction arithmétique. Tout d’abord introduisons
I’ordre normal.

Définition 107. En théorie des nombres, un ensemble A d’entiers naturels est dit de
densité naturelle a, 0 < a < 1, sion a

N,.(A
lim n(4) =«
n—00 n
ou N,(A) = |AN{1,...,n}| et sous réserve d’existence de la limite. Heuristiquement, c’est

une fagon de mesurer la taille de certains sous-ensembles d’entiers naturels : la densité de
A peut-étre vue comme une approximation de la probabilité qu’un entier tiré au hasard
dans un intervalle arbitrairement grand appartienne a A.

Définition 108. En arithmétique, une propriété P(n) est dite vraie presque partout si
’ensemble A des entiers naturels n tels que P(n) soit vérifiée est de densité naturelle égale
a 1, c’est-a-dire

AN{1,....n}|

n

—1 (n — 00).
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Définition 109. Soient f, g deux fonctions arithmétiques. On dit que f est d’ordre normal
g si, pour tout € > 0, on a

(4.1) [f(n) = g(n)|< elg(n)|

pour tout n d’un ensemble d’entiers de densité unité, c’est-a-dire pour presque tout n.

Puisqu’une fonction f peut avoir plusieurs ordres normaux, il est commode de choisir cet
ordre élémentaire et monotone, lorsque cela est possible. En terme de fonctions de répartition,
I'existence d'un ordre normal s’interprete comme la convergence vers une loi impropre apres
une renormalisation adaptée.

Définition 110. La fonction w de IN* dans IN® est la fonction qui associe a chaque entier
n le nombre de ses facteurs premiers distincts.

Exemple 111. Hardy et Ramanujan ont montré en 1917 que 'ordre normal de w(n) est Ing n.
Autrement dit, "la plupart des entiers" n ont In, n facteurs premiers distincts.

En théorie des nombres, la quantité qui est la plupart du temps la plus intéressante est la
somme des fonctions arithmétiques. On peut alors introduire 1’ordre moyen.

Définition 112. On appelle ordre moyen d’une fonction arithmétique f toute fonction
élémentaire de variable réelle g telle que

Y fm) ~ > gn).

n<x n<x

Remarque 113. Une fonction donnée peut posséder plusieurs ordres moyens. En général, on
cherche une fonction g s’exprimant simplement a ’aide de fonctions élémentaires et ayant un
comportement asymptotique facile a déterminer. Bien entendu, lorsque ’on dispose de plusieurs
ordres moyens, on retient celui qui minimise le terme d’erreur de 1’équivalence.

Définition 114. On appelle fonction somme des diviseurs la fonction
o(n) =) _d,
din

et indicatrice d’Euler la fonction

Proposition 115.
Un ordre moyen de la fonction o est x € IN — %QI et Y 0(n) = ’{—;xQ + I_Om(x Inx).

Un ordre moyen de la fonction ¢ est 2 € N +— % et 3, ., ¢(n) = 37%2 + x_Om(a: Inz).

Démonstration. Cette proposition est proposée en développement [6] O
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4.2 Fonctions lisses

Dans cette sous-partie on se place dans un cadre un peu plus général en étudiant les fonctions
d’une variété dans R™ pour un entier n € IN*. On rappelle d’abord les définitions de base.

Définition 116. Une variété topologique de dimension n € IN* est un espace topologique
M séparé a base dénombrable tel que pour tout point x € M, il existe un voisinage ouvert
U, homéomorphe a la boule unité ouverte B™.

Exemple 117. Par exemple, des variétés classiques sont M, (R), GL,(R),S", ...

Remarque 118. Cela revient a demander un recouvrement d’ouverts U; tel que chaque U;
soit homéomorphe a B™ la boule unité de dimension n.

Définition 119. Un altas sur M est un ensemble d’homéomorphismes, appelés cartes,
{¢i : Uy = V;} ou (U;); est un recouvrement ouvert de M et V; est un ouvert de R". L’atlas
sera dit lisse si les fonctions de transitions ¢;; == ¢; o goj_l sont de classe C*°. Dans ce cas,
on dira que la variété M muni d’un atlas lisse est une variété lisse.

Dans le reste de la sous-section, on considere M et N deux variétés lisses de dimension n et m
respectivement et A = {¢;} un atlas lisse associé a M.

Nous avons défini les variétés lisses. Nous voulons maintenant définir les bons "morphismes"
entre-elles.

Définition 120. Une application f : U — N avec U ouvert de M est dite lisse, si elle est
de classe C™ lorsqu’elle est lue dans les cartes.

Une application f : S — N avec S C M un ensemble quelconque est dite lisse, si elle
est localement la restriction de fonctions lisses. C’est a dire, si pour tout p € S il existe U
un voisinage ouvert de z dans la variété M et g : U — N lisse telle que sur SN U on ait

g=1r.

Exemple 121. Une courbe est une application lisse v : I — M définie sur un intervalle ouvert
I de R. Ces applications lisses ont un role important en géométrie différentielle, notamment
lors de la définition de I'espace tangent.

De fagon semblable au théoréeme de Weierstrass [15] on souhaiterait approcher des fonctions
continues par des fonctions lisses, qui sont, elles, beaucoup plus maniables et régulieres. Pour
cela on aura besoin de la notion suivante, similaire a la notion d’approximation de I'unité.

Définition 122. Soit (U;); un recouvrement ouvert de M. Une partition de l'unité subor-
donnée d {U;}ier est une famille p; : M — [0, 1] de fonctions lisses telle que :

o Supp(p;) C U; pour tout i,

e pour tout x € M, il existe V un voisinage ouvert de z tel que tous sauf un nombre
fini de p; s’annulent et > ;c; pi(z) = 1.

On a la propriété agréable suivante.
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Proposition 123. Pour tout recouvrement d’ouverts il existe une partition de I'unité.

Et maintenant on peut approcher des fonctions continues grace aux partitions de I'unité.

Théoréme 124. Soit n > 1 et || - || une norme sur R".

e 518 C M est fermé, toute fonction lisse f : S — R™ est la restriction d’une fonction
lisse F: M —R", i.e. FF'=f surS.

o Soit f: M — R™ une fonction continue telle qu’il existe un fermé S C M ou f se
restreint a une fonction lisse. Alors Ve : M — R* continue positive, 3g : M — R"
lisse telle que fis = gis et || f(z) — g(2)|| < e(x),Va € M.

Démonstration. Ce théoréme est proposé en développement [7] O

Remarque 125. On remarque une similarité avec le théoréeme de Weierstrass (15| : la fonction
f est définie sur un ensemble fermé.

Application 126. Soit f : M — R™ une fonction continue avec M de dimension m et n > 2m.
Pour tout £ > 0 il existe une immersion (application lisse de différentielle injective) F' : M — R"
telle que ||F'(p) — f(p)|| < e pour tout p € M.

Application 127. Soit f : M — R"™ une immersion avec M de dimension m et n > 2m + 1.
Pour tout € > 0 il existe une immersion injective F' : M — R" telle que [|[F(p) — f(p)|| < &
pour tout p € M.

Théoréme 128. (Plongement de Whitney)
Pour toute variété M de dimension m, il existe un plongement (i.e. une immersion qui
soit un homéomorphisme sur son image) propre de M dans R*™1.

Démonstration. En définissant une fonction propre bien choisie, on sait qu’on peut la perturber
en une immersion injective qui restera propre et donc en un plongement. ]

Application 129. Ceci implique que lors de I’étude de certaines variétés lisses, on peut sans
perte de généralité n’étudier que les sous-variétés de R™ pour un entier n large.
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Deuxieme partie

Développements

5 Equation de la chaleur

Application 130. Soit f : R — C une fonction telle que f € C_ N C;m. L’équation de la
chaleur, qui est le probleme de Cauchy

Opu(z,t) = Oppu(z,t), z €Rt >0,
u(z,0) = f(z) = €R
uelCd (RT xR, C)NC;, (R xR,C),

2m,x 2m,x

admet une unique solution. Cette solution est en fait dans C5¢  (R% x R, C).

Démonstration. [[] On procede par analyse-syntheése.
Etape 1 : Analyse et unicité. Supposons l'existence de u. Pour tout ¢t > 0, u(t,-) € C! donc,
par la proposition , u(t,-) est somme de sa série de Fourier. On note pour t > 0 et n € Z,

cn(t) = € /7r u(t, x)e” " dz.
2 J—x

On a alors, pour tout t > 0 et z € R, u(t,z) = X,z cn(t)e™®. Or, le théoréme de dérivation
sous le signe intégral nous permet de dire que les fonctions ¢, sont de classe C'(R%) et par
double intégration par partie et puisque u est solution de 1’équation de la chaleur, on a en
particulier ¢, (t) = —n2c,(t). D’olt ¢, (t) = Che ™, C, € C.

Le théoreme de continuité sous le signe intégral couplé au fait qu’en 0, u(0,-) = f donnent
C, = cu(f) pour tout n € Z. Ainsi,

(5.1) ult, z) = {f(“’) sit=0

S ez Cn(f)em* =t ginon.

D’ou I'analyse et I'unicité.

Etape 2 : existence sans continuité en 0. On définit u par Les théoremes de dérivation et de
continuité sous le signe somme nous donne que u est dans Cy (R x R, C) et vérifie I'équation
de la chaleur. De plus, u(0,z) = f(x) par définition. Finalement, puisque z + ™" est 2m-
périodique pour tout n € Z, u 'est également.

Etape 3 : continuité en 0. Puisque f € Cpm» alors 3, c7]cn(f)|< +o0 et avec [5.1) on obtient la
convergence normale de u sur R x R avec u(0,z) = f(x),Vz € R.

Dot u € CY, ,(RT xR,C)NCs2 (R: xR,C). O

2m,x 2m,x

4. Preuve par |[Francinou et al.| (2012)) et |Queffélec and Zuily| (2013)).
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6 Ordres moyens de ¢ et o

Proposition 131.

= %xQ + .0 (zlnx).

Un ordre moyen de la fonction o est x € IN +— %Qx et Y, 0(n)
Un ordre moyen de la fonction ¢ est 2 € IN — % et 3, ., p(n) = %2 + I_Owo(xln ).

Démonstration. [] Commencons par la fonction somme des diviseurs. Soit # > 1. On note e,
la partie entiere inférieur de x et {x} sa partie franctionnaire.

€x

er Cx/m ex _
doom=3>d= )}, dZZZdzzew/m(eﬂfQ/m 1)
n<e n=1 djn 1<m,d<es m=1 d—1 1

md<z

Or eppm = - — {%} donc eg/m(€z/m — 1) = (x

2
m) + 20(1) + O(1) uniformément par rapport
ax. Dou
1 9 € 1 Cx 1 €x
= — O(1 — +0(1 1].
Rt =3[ Za o 5 row &

Regardons chaque somme 1'une apres 'autre.

€x

;ou> 1= O(a).

m=1

De plus, par comparaison série-intégrale et par ’application on a

ex 1 2 1
Z2Z7T+O()
=1 m 6 x
Dot 2 e 2,.2

T & T

— — = ——+0O(z).

3 2~ 1g TOW
De méme, on a

‘1
— =1 O(1
> = i) +0().
donc
Lom S L 2 0@) + 0z ng)
5 2o = O(z zlnaz).
Ainsi,
x2m?
> o(n) = + O(zInz).
et 12
De plus,

D’ou I'ordre moyen.

5. Preuve par [Tenenbaum| (2022).
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Pour l'indicatrice d’Euler, le raisonnement est globalement le méme. On note tout d’abord
que, par la formule d’inversion de Mobius et puisque n = Y4, p(n), alors p(n) =

> md—n M(d). Ainsi

[ €x/d ex ez/d(ecc/d _ 1)
Yo = % =30 ) = Y- pla) L),
n<e 1<m,d<ez d=1m=1 d=1
md<z
On a alors
€x 1 Cx
> p(n) =3 OCQZM +x0( )2 nld)= +0(1) 3 u(d)| -
n<x d=1 d=1
De plus, puisque |Y g4, pt(d)| < z, on obtient
1) pu(d) = O(z), Zu O(zlnz) 4+ O(x) = O(zlnx).

Et enfin, puisque la série 3", 1u(d)/d? est absolument convergente, et puisque pour N € IN*
(apres calculs) on a

m=1 1 dlm

p(d) 1 =
(£49) (S 8) - Eresme
d<N k<N
En faisant tendre N vers 400, on obtient :

2 (B2 S o) - e

d>1 d>a i 2
Et donc - -
x T
> p(n) = ——i—O( )+ O(rIlnr) = — + O(zlnx).
n<e m
Ainsi, en remarquant que Y_,,, 6n/7? ~ 322 /72, on obtient I'ordre normal. O
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7 Approximation par des fonctions lisses

Théoréme 132. Soitn > 1 et || - || une norme sur R".

e 515 C M est fermé, toute fonction lisse f : S — R™ est la restriction d’une fonction
lisse ': M — R"™, i.e. F=f surS$.

o Soit f: M — R™ une fonction continue telle qu’il existe un fermé S C M ou f se
restreint a une fonction lisse. Alors Ve : M — R* continue positive, 3g : M — R"
lisse telle que fis = g5 et || f(z) — g(2)|| < e(x),Vr € M.

\ J

Démonstration. ﬁMontrons d’abord le premier point.

Par définition, pour tout p € S il existe U = U(p) voisinage ouvert dans M depet g, : U —
R™ une extension locale de f. On considere le recouvrement d’ouverts {U(p)},es U (M\S5) et
on prend {p,} U {p} une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement.

Pour tout 2 € M, on définit sur M la fonction F'(x) = 3,5 pp(x)gp(x). Cette somme est finie
car pour chaque z il existe un voisinage sur lequel seule une quantité finie de p, ne s’annulent
pas. La fonction F': M — R™ est donc localement une somme finie de fonctions lisses donc est
lisse.

Siz € S, on obtient

v) =3 pp(®)gp(x) = D pp(@) f(z) = f(z) D_ pplz) =
peS peS peS
D’ou F est une extension lisse de f.

Pour le deuxieme point, on construit la fonction g localement. Soit ¢ une fonction décrite
dans I'énoncé. Pour tout p € M, il existe un voisinage U = U(p) C M et g, : U — R" telle que
fivns = Gons ot () — g(e)| < e(e) sur U.

En effet, sip € S, on prend g, extension de f qui existe d’apres le premier point et on obtient
trivialement || f(z) — g(z)|| < e(x) quitte a restreindre U par continuité de f.

Et si p € M\S alors on choisit U(p) tel que U(p) NS = @ (possible car S est fermé) et
g, = f(p) une fonction constante. On obtient bien || f(z) — g(z)|| < e(z) sur U en choisissant
U assez petit encore une fois par continuité de f.

Pour le cas global, on recolle les g, ainsi construites en prenant une partition de l'unité {p,}
subordonnée a {U(p)}pen et on définit sur M la fonction

)= > pp(x)gp(x)
peEM
Comme dans le premier point, la somme est finie et en particulier g est lisse sur M avec
gis = fis- Enfin, pour tout x € M, on a

1f(z) —g(z)|| = ||f(z) - %Pp(w)gp(fc)
= %pp@)f(ﬂ?) - %pp(x)gp@)
<Y (@) 1 f(2) = gp(2) || = [ (2 @) X2 ppl)

6. Preuve par Martelli (2023).
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Troisiéme partie

Questions

Question 1 : Trouver une majoration du terme d’erreur d’interpolation d’une fonction n + 1
fois dérivable sur [a, b] pour des points équidistants.

Réponse 1 : Pour des points équidistants, on a x; = xo+ih pour tout 0 < i < n, h=(b—a)/n
et g = a. Pour z € [a, b] on effectue le changement de variable © = a+ sh avec s € [0, n]. Donc

Tng1(2) = (£ — 20) ... (¥ — 3,) = sh(sh — h)...(sh —nh) = h"ts(s —1)...(s —n).

Ainsi, d’apres le théoréme il existe un ¢, tel que

1) = P = T ),

Or la fonction ¢(s) = |s(s —1)...(s — n)| définie sur [0, n| vérifie ¢(s) = ¢(n — s) donc elle
%} De plus, sur [1,%] ona@(s—1)/o(s) =(n+1—s)/s>1.
Donc ¢ atteint son maximum dans [0, 1]. Donc max¢ = max¢ < n!l. Il en résulte

0,n] ,1

atteint son maximum dans {O,

hn+1
z) — P,(2)|< max

e

De plus, avec 'expression de 7,1 donnée plus haut, on voit que

|
— n+1 n+1 | — n n+1
Il = 17 maseo(s) < W41t = (o )

La formule de Stirling montre finalement que l'ordre de grandeur de ||m,41|| est

b—a n+1
|Tnsall = O . quand n — +00.

Question 2 : Quelle est la transformée de Fourier d’une fonction porte ?
Réponse 2 : On définie une fonction porte de largeur temporelle 7 par I1.(¢) = 1 si [t|< 37 et
0 sinon. Sa transformée de Fourier, apres calculs, est la fonction

i, (v) = sin(m/T).

TV

Question 3 : A quoi ressemble la transformée de Fourier d’un signal périodique ou non et dis-
cret ou non ?
Réponse 3 : Un signal périodique continu est transformé par la TFtc (Transformée de Fou-
rier a temps continu) en un spectre de raies discrétes non périodiques. Un signal non
périodique continue est transformé par la TFtc en un spectre continue non périodique.
Un signal non périodique discret est transformée par la TFtd (Transformée de Fourier a
temps discret) en un spectre continu périodique. Un signal périodique discret est transformé
par la TFtd en un spectre périodique discret. Cela est dii a la formule de Poisson impli-
quant qu’un échantillonnage périodise le spectre et que la transformée de Fourier inverse rend
un signal discret continu.
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