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Dans l’étude d’une fonction arithmétique, il est souvent intéressant de s’attarder sur sa valeur
moyenne ou sur une approximation adéquate de celle-ci. Les estimations de valeurs moyennes de
fonctions multiplicatives constituent un outil privilégié de la théorie probabiliste des nombres.
Elles permettent notamment d’appréhender la répartition des fonctions additives sur les pre-
miers entiers via leurs fonctions caractéristiques et d’obtenir des théorèmes de convergence avec
contrôle de l’approximation. Le théorème d’Erdős-Kac paru en 1939 (Erdős and Kac (1939),
Erdős and Kac (1940)) est un théorème phare de cette étude.

1 Quelques notions préliminaires
Dans ce document, la lettre p sera toujours réservée à un nombre premier. Si ν et n sont

des entiers non nuls, nous noterons pν∥n ,lu "divise exactement", pour pν |n et pν+1 ∤ n où la
notation a|b signifie que a est un diviseur de b. Le plus grand diviseur commun à a et b
deux entiers sera noté (a, b). Nous utiliserons également indifféremment la notation de Landau
f = O(g) et celle de Vinogradov f ≪ g pour signifier |f |⩽ C|g| où C est une constante
strictement positive. Nous écrirons alors f ≍ g pour indiquer que nous avons à la fois f ≪ g
et g ≪ f . De plus, la notation lnk(x) désignera la k-ième itérée du logarithme népérien. En
particulier, ln2 x = ln(ln x).

1.1 Définitions et premières propriétés
Nous allons ici présenter différentes notions classiques de théorie des nombres.

Définition 1.1. Une fonction arithmétique est une fonction f de IN∗ à valeurs complexes.

Définition 1.2. Une fonction analytique est une fonction f développable en série entière
au voisinage de chacun des points de son domaine de définition.

Définition 1.3. Une fonction multiplicative est une fonction arithmétique vérifiant :

• f(1) = 1,

• pour tous entiers a, b ⩾ 1 premiers entre eux, nous avons : f(ab) = f(a)f(b).

Remarque 1.1. Si f est une fonction multiplicative alors f(n) = ∏
pν∥n

f(pν).

Définition 1.4. Une fonction additive est une fonction arithmétique vérifiant :

• f(1) = 0,

• pour tous entiers a, b ⩾ 1 premiers entre eux, nous avons : f(ab) = f(a) + f(b).

Remarque 1.2. Si f est une fonction additive alors f(n) = ∑
pν∥n

f(pν).
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Définition 1.5. La fonction ω de IN∗ dans IN∗ est la fonction qui associe à chaque entier
n le nombre de ses facteurs premiers distincts.

Exemple 1.1. ω(13) = 1.
Exemple 1.2. ω(120) = ω(23 × 3 × 5) = 3.

Propriété 1.6. La fonction ω est additive.

Démonstration. Soit a, b deux entiers premiers entre eux. Décomposons-les en produits de
facteurs premiers. Notons ω(a) = n et ω(b) = m :

a = pα1
1 . . . pαn

n ,

b = qβ1
1 . . . qβm

m .

Puisque (a, b) = 1, nous avons pi ̸= qj pour tout 1 ⩽ i ⩽ n et 1 ⩽ j ⩽ m. Donc

ab = pα1
1 . . . pαn

n qβ1
1 . . . qβm

m .

Et ainsi ω(ab) = n + m = ω(a) + ω(b).

Définition 1.7. À une fonction arithmétique g, nous associerons la série de Dirichlet

G(s) =
∞∑

n=1
g(n)n−s, s = σ + iτ.

Cela définit une fonction analytique G sur le domaine des points s où la série converge.
Cette association nous permet d’introduire sur l’ensemble des fonctions arithmétiques

une addition et un produit, dit de convolution, définis comme suit.
Soient f, g deux fonctions arithmétiques. Nous posons

(f + g)(n) = f(n) + g(n),

(1.1) (f ∗ g)(n) =
∑

dd′=n

f(d)g(d′).

Remarque 1.3. Ces opérations équipent l’ensemble des fonctions arithmétiques d’une structure
d’anneau. Il s’avère que cet anneau est en particulier commutatif, unitaire et factoriel. Pour
plus de détails voir Cashwell and Everett (1959).

Propriété 1.8. Un élément unité de l’opération de convolution est la fonction arithmétique
δ, définie par

δ(n) :=
1 si n = 1

0 sinon.

Démonstration. Soit f une fonction multiplicative.
Nous avons

f ∗ δ(n) =
∑

dd′=n

f(d)δ(d′) = f(n)δ(1) = f(n).

Le produit étant commutatif, nous avons le résultat.
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Définition 1.9. La fonction de Möbius µ est définie de IN∗ sur {−1, 0, 1} par :

• µ(n) = 0 si n est divisible par un carré différent de 1,

• µ(n) = 1 si n est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts,

• µ(n) = −1 si n est le produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts.

Remarque 1.4. Nous pouvons également définir µ(n) dans les deux derniers cas par l’égalité
µ(n) = (−1)ω(n).

Propriété 1.10. La fonction de Möbius est multiplicative.

Démonstration. Soit (n, m) un couple d’entiers premiers entre-eux. Tout d’abord, si n ou m
est divisible par un carré différent de 1, il en est de même du produit nm et donc µ(nm) =
µ(n)µ(m) = 0.

Ensuite, en utilisant la décomposition en facteurs premiers, comme n et m sont premiers
entre eux, ils n’ont aucun facteur commun et donc le nombre de facteurs du produit est la
somme des nombres de facteurs de chaque entier et aucun carré différent de 1 n’apparaît. D’où
le résultat.

Propriété 1.11. L’inverse de la fonction de Möbius pour la convolution est la fonction
constante égale à 1.

Démonstration. Calculons µ ∗ 1 à partir de la définition. Nous avons

µ ∗ 1 =
∑

dd′=n

µ(d) =
∑
d|n

µ(d).

Si n = 1 alors µ ∗ 1(n) = µ(1) = 1 et nous avons le résultat.
Sinon, soit P l’ensemble des facteurs premiers de n et c = |P |⩾ 1. Les seuls diviseurs de n
dont l’image par µ est non nulle sont les produits d’éléments distincts de P .
Or, le nombre de parties de P de cardinal k est

(
c
k

)
.

Donc, nous obtenons, pour n > 1,

∑
d|n

µ(d) =
∑
I⊂P

µ

∏
p∈I

p


=
∑
I⊂P

(−1)|I|

=
c∑

k=0
(−1)k |{I ⊂ P : |I|= k}|

=
c∑

k=0

(
c

k

)
(−1)k = (−1 + 1)c = 0.

Donc µ ∗ 1 = δ et d’où le résultat.

Remarque 1.5. Nous avons choisi ici de ne présenter que quelques propriétés qui nous seront
utiles de la fonction de Möbius mais celle-ci en présente bien plus. Pour avoir des résultats plus
complets, nous pourrons nous référer au livre de Hardy and Wright (1938) ou au séminaire de
Badiou (1961).
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1.2 Quelques outils classiques
Dans cette sous-section nous allons présenter quelques outils classiques qui nous seront utiles

tout au long de ce document. Ce sont des résultats classiques qui ne seront pas démontrés ici.

En théorie des probabilité, l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev 1 est une inégalité de concen-
tration permettant de montrer qu’une variable aléatoire a une probabilité faible de s’éloigner
de son espérance.

Théorème 1.12. Soit X une variable aléatoire d’espérance E[X] et de variance σ2 avec
σ l’écart type de X. Alors, pour tout réel ε strictement positif,

P (|X − E[X]| ⩾ ε) ⩽ σ2

ε2 .

Le théorème des résidus 2 est un outil d’analyse complexe permettant d’évaluer certaines inté-
grales de fonctions holomorphes.

Théorème 1.13. Soit U un sous-ensemble ouvert et simplement connexe du plan C. Soit
S un ensemble dénombrable de points de U et f une fonction définie et holomorphe sur
U\S. Soit γ un lacet dans U ne rencontrant aucun point de S. Alors∫

γ
f(z)dz = 2πi

∑
s∈S

Res(f, s) Indγ(s),

où Res(f, s) désigne le résidu de f en s et Indγ(s) l’indice du lacet γ par rapport à s.

Le théorème de continuité de Lévy 3 relie la convergence faible des fonctions de répartition
à la convergence simple des fonctions caractéristiques.

Théorème 1.14. (Théorème de continuité, Lévy, 1925).
Soit (Fn)n∈IN∗ une suite de fonctions de répartition et (φn)n∈IN∗ la suite de leurs fonctions

caractéristiques. Alors Fn converge faiblement vers une fonction de répartition F si, et
seulement si, φn converge simplement sur R vers une fonction φ continue en 0. De plus,
dans ce cas, φ est la fonction caractéristique de F .

Rappelons également le théorème des nombres premiers 4, concernant la répartition asympto-
tique de ces derniers.

1. Pour une démonstration voir Darracq and Rombaldi (2021).
2. Pour une preuve, voir Tauvel (2020) ou Cartan (1961).
3. Pour une preuve, voir Graczyk et al. (2021).
4. Pour une preuve, voir Tenenbaum and Mendès France (2000).
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Théorème 1.15. Notant π(x) le nombre de nombres premiers n’excédant pas x ∈ R, nous
avons

π(x) ∼ x

ln x
(x → ∞).

2 L’inégalité de Turán-Kubilius

2.1 Ordre normal

Définition 2.1. En théorie des nombres, un ensemble A d’entiers naturels est dit de
densité naturelle α, 0 ⩽ α ⩽ 1, si nous avons

lim
n→∞

Nn(A)
n

= α.

où Nn(A) = |A∩{1, . . . , n}| et sous réserve d’existence de la limite. Heuristiquement, c’est
une façon de mesurer la taille de certains sous-ensembles d’entiers naturels : la densité de
A peut-être vue comme une approximation de la probabilité qu’un entier tiré au hasard
dans un intervalle arbitrairement grand appartienne à A.

Définition 2.2. En arithmétique, une propriété P (n) est dite vraie presque partout si
l’ensemble A des entiers naturels n tels que P (n) soit vérifiée est de densité naturelle égale
à 1, c’est-à-dire

|A ∩ {1, . . . , n}|
n

→ 1 (n → ∞).

Définition 2.3. Soient f, g deux fonctions arithmétiques. Nous disons que f est d’ordre
normal g si, pour tout ε > 0, nous avons

(2.1) |f(n) − g(n)|⩽ ε|g(n)|

pour tout n d’un ensemble d’entiers de densité unité, c’est-à-dire pour presque tout n.

Puisqu’une fonction f peut avoir plusieurs ordres normaux, il est commode de choisir cet
ordre élémentaire et monotone, lorsque cela est possible. En terme de fonctions de répartition,
l’existence d’un ordre normal s’interprète comme la convergence vers une loi impropre après
une renormalisation adaptée.
Exemple 2.1. Dans le cas de fonctions positives, la relation (2.1) équivaut à la convergence en
loi des fonctions de répartition

HN(z) := νN

{
n : f(n)

g(n) ⩽ z

}
L→ H(z) := 1[1,+∞[(z).

où νN est la loi uniforme sur ΩN := {n : 1 ⩽ n ⩽ N}.

Exemple 2.2. Hardy et Ramanujan ont montré en 1917 que l’ordre normal de ω(n) est ln2 n.
Autrement dit, "la plupart des entiers" n ont ln2 n facteurs premiers distincts (pour une dé-
monstration voir Hardy and Ramanujan (1917)).
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2.2 L’inégalité de Turán-Kubilius
Dans cette sous-section, nous allons énoncer l’inégalité de Turán-Kubilius. Celle-ci sera es-

sentielle dans la démonstration que nous avons choisi du théorème de Delange (Théorème 3.2
infra).
Soit f une fonction arithmétique. Alors la fonction g définie par

(2.2) g(N) = EN(f) := 1
N

∑
n⩽N

f(n)

pour tout N entier est la valeur moyenne de f . C’est un bon candidat à son ordre normal.
Nous notons la variance empirique de f sur Ωx

VN(f) := EN

(
|f − g(N)|2

)
.

L’inégalité de Turán-Kubilius (Lemme (2.1) infra) en donne une majoration qui suffit souvent
à la détermination de l’ordre normal de fonctions additives. Remarquons qu’il est souvent com-
mode de remplacer cette variance par la variance semi-empirique. Cette dernière est calculée
à partir de l’espérance d’un modèle probabiliste construit à partir de l’écriture

f(n) =
∑

pν≤N

f(pν)ξpν (n) n ≤ N,

où

ξpν (n) :=
1 si pν∥n

0 sinon.

Donc sur ΩN muni de νN nous avons :

f =
∑

pν≤N

f(pν)ξpν

vues commes variables aléatoires.

Lemme 2.1. Inégalité de Turán-Kubilius
Soit f : IN → C une fonction additive. Alors il existe une fonction ε(x) telle que

lim
x→∞

ε(x) = 0 et
1
x

∑
n⩽x

|f(n) − E(x)|2 ≪ D(x)2 (2 + ε(x))

uniformément pour tous f, x, où nous avons noté

E(x) :=
∑

pν⩽x

f(pν)
pν

(
1 − 1

p

)
et D(x) :=

∑
pν⩽x

|f(pν)|2
pν

1/2

.

Démonstration. Dans un premier temps, étudions le cas où f est réelle et positive ou nulle.
Nous avons, puisque f est additive,∑

n⩽x

f(n) =
∑
n⩽x

∑
pν∥n

f(pν).
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Donc

∑
n⩽x

f(n) =
∑

pν⩽x

f(pν)
∑
n⩽x
pν∥n

1 =
∑

pν⩽x

f(pν)

∑
n⩽x
pν |n

1 −
∑
n⩽x

pν+1∥n

1


=
∑

pν⩽x

f(pν)
(⌊

x

pν

⌋
−
⌊

x

pν+1

⌋)
.

Or, comme

(2.3) x − y + 1 ⩾ ⌊x⌋ − ⌊y⌋ ⩾ x − y − 1 pour tous x, y ∈ R,

nous obtenons
∑
n⩽x

f(n) ⩾
∑

pν⩽x

f(pν)
(

x

pν
− x

pν+1 − 1
)

=
∑

pν⩽x

x
f(pν)

pν

(
1 − 1

p

)
−
∑

pν⩽x

f(pν).

Donc ∑
n⩽x

f(n) ⩾ xE(x) −
∑

pν⩽x

f(pν).

Or, en développant pour x ∈ IN∗,

1
x

∑
n⩽x

|f(n) − E(x)|2 = 1
x

∑
n⩽x

f(n)2 + E(x)2 − 2E(x)
x

∑
n⩽x

f(n)

⩽
1
x

∑
n⩽x

f(n)2 + E(x)2 − 2E(x)
x

xE(x) −
∑

pν⩽x

f(pν)


= 1
x

∑
n⩽x

f(n)2 − E(x)2 − 2E(x)
x

∑
pν⩽x

f(pν).(2.4)

Attardons-nous sur la première somme :

1
x

∑
n⩽x

f(n)2 = 1
x

∑
n⩽x

∑
pν∥n

f(pν)
∑

qµ∥n

f(qµ)


= 1
x

∑
n⩽x

∑
p,q

pν∥n
qµ∥n

f(pν)f(qµ)

= 1
x

∑
n⩽x

∑
pν∥n

f(pν)2 + 1
x

∑
n⩽x

∑
pν∥n
qµ∥n
p ̸=q

f(pν)f(qµ).(2.5)

Pour ce qui est de la seconde somme, nous observons, à la suite d’inversion de sommations,
que

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ)
∑
n⩽x
pν∥n
qµ∥n

1 =
∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ)
(⌊

x

pνqµ

⌋
−
⌊

x

pν+1qµ

⌋
−
⌊

x

pνqµ+1

⌋
+
⌊

x

pν+1qµ+1

⌋)
.
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De la première inégalité de (2.3), nous déduisons
1
x

∑
p̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ)
∑
n⩽x
pν∥n
qµ∥n

1 ⩽
1
x

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ)
(

x

pνqµ

(
1 − 1

p

)(
1 − 1

q

)
+ 2

)

En raisonnant de même sur la première somme de (2.5), nous obtenons, lorsque f est à valeurs
dans R+,

1
x

∑
pν⩽x

f(pν)
∑
n⩽x
pν∥n

1 = 1
x

∑
pν⩽x

f(pν)
(⌊

x

pν

⌋
−
⌊

x

pν+1

⌋)

⩽
1
x

∑
pν⩽x

f(pν)

 x

pν

(
1 − 1

p

)
︸ ︷︷ ︸

⩽1

+ 1︸︷︷︸
⩽x/pν

 ⩽ 2
∑

pν⩽x

f(pν)2

pν
.

Ainsi,
1
x

∑
n⩽x

f(n)2 ⩽ 2D(x)2 + 1
x

∑
p̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ) x

pνqµ

(
1 − 1

p

)(
1 − 1

q

)
+ 2

x

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ)

⩽ 2D(x)2 +
(∑

p

f(pν)
pν

(
1 − 1

p

))2

︸ ︷︷ ︸
⩽E(x)2

+2
x

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ).

En reportant cette dernière inégalité dans (2.4), nous obtenons alors

(2.6) 1
x

∑
n⩽x

|f(n) − E(x)|2 ⩽ 2D(x)2 + 2
x

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ) + 2E(x)
x

∑
pν⩽x

f(pν).

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

∑
pν⩽x

f(pν) =
∑

pν⩽x

f(pν)
pν/2 pν/2 ⩽

∑
pν⩽x

f(pν)2

pν

1/2∑
pν⩽x

pν

1/2

⩽ D(x)
2

∑
pν⩽x

pν

1/2

.

De même,

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ) =
∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)f(qµ)
pν/2qµ/2 pν/2qµ/2 ⩽

 ∑
p̸=q

pνqµ⩽x

f(pν)2f(qµ)2

pνqµ


1/2 ∑

p ̸=q
pνqµ⩽x

pνqµ


1/2

⩽ 2D(x)2

 ∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ


1/2

.

Et enfin,

E(x)2 =
∑

pν⩽x

f(pν)
pν/2

(
1 − 1

p

)1/2 1
pν/2

(
1 − 1

p

)1/2
2

⩽
∑

pν⩽x

f(pν)2

pν

(
1 − 1

p

) ∑
pν⩽x

1
pν

(
1 − 1

p

)
⩽ D(x)2 ∑

p⩽x

1
p

.
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En reportant dans (2.6), nous obtenons

1
x

∑
n⩽x

|f(n) − E(x)|2 ⩽ 2D(x)2 + 2D(x)2

x

∑
p⩽x

1
p

1/22
∑

pν⩽x

pν

1/2

+ 4D(x)2

x

 ∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ


1/2

.

Et donc

(2.7) 1
x

∑
n⩽x

|f(n) − E(x)|2 ≪ D(x)2 (2 + ε(x)) ,

où nous avons posé

ε(x) := 4
x

2
∑
p⩽x

1
p

∑
pν⩽x

pν

1/2

+ 8
x

 ∑
p̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ


1/2

.

Il ne nous reste plus qu’à démontrer que ε(x) x→∞−→ 0. Or, d’une part, nous avons
∑
p⩽x

1
p

≪ ln2 x,

et ∑
pν⩽x

pν =
∑
ν⩾1

∑
p⩽x1/ν

pν =
∑

1⩽ν⩽(ln x)/ ln 2

∑
p⩽x1/ν

pν .

La somme intérieur se réécrit

∑
p⩽x1/ν

pν =
∑

p⩽x1/ν

ν

p∫
0

tν−1dt = ν

x1/ν∫
0

tν−1 ∑
t<p⩽x1/ν

1dt

⩽ ν

x1/ν∫
0

tν−1 ∑
p⩽x1/ν

1dt = ν2
x1/ν∫
0

tν−1 x1/ν

ln x
dt

= ν
x(ν+1)/ν

ln x

Nous remarquons alors que ce dernier terme est tel que uniformément pour ν ⩾ 1,

νx(ν+1)/ν = O(x2).

Ainsi, nous avons
4
x

2
∑
p⩽x

1
p

∑
pν⩽x

pν

1/2

≪
√

ln2 x

ln x
.

D’autre part, ∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ ⩽
∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ x

pνqµ
= x

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

1 ⩽ x
∑

pν⩽x

∑
qµ⩽x/pν

1

≪ x
∑

pν⩽x

∑
q⩽x/pν

1 ≪ x
∑

pν⩽x

x/pν

ln(2x/pν) ≪ x
∑
p⩽x

x/p

ln(2x/p) .
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L’avant-dernière inégalité étant une conséquence du théorème des nombres premiers 1.15. Nous
avons alors

∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ ≪ x
∑
p⩽x

x/p∫
2

dt

ln(2t) ≪ x

x∫
1

dt

ln(2t)
∑

p⩽x/t

1

≪ x

x∫
1

1
ln(2t)

x/t

ln(x/t)dt ≪ x2

ln x

√
x∫

1

dt

t ln t
.

En effet, avec le changement de variable u = x/t, nous avons

x∫
1

1
ln(2t)

x/t

ln(x/t)dt =

√
x∫

1

1
ln(2t)

x/t

ln(x/t)dt +
x∫

√
x

1
ln(2t)

x/t

ln(x/t)dt

≪ x

ln x

√
x∫

1

1
t ln(2t)dt + x

ln x

√
x∫

1

1
u ln(u)du

≪ x

ln x

√
x∫

1

1
t ln t

dt.

Cela implique ∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ ≪ x2

ln x

√
x∫

1

dt

t ln t
≪ x2 ln2 x

ln x
.

D’où

8
x

 ∑
p ̸=q

pνqµ⩽x

pνqµ


1/2

≪
√

ln2 x

ln x
.

Nous avons alors l’estimation suivante 5

ε(x) ≪
√

ln2 x

ln x
−→
x→∞

0.

Lorsque f est à valeurs des deux signes, nous introduisons les parties positives et négatives de f
notées f+ et f− et définies par f±(pν) = max(±f(pν), 0). Cela induit les définitions suivantes :

E±(x) =
∑

pν⩽x

f±(pν)
pν

(
1 − 1

p

)
,

D±(x)2 =
∑

pν⩽x

|f±(pν)|2
pν

.

Donc nous avons pour tout entier n ⩾ 1,

|f(n) − E(x)|2 =
∣∣∣(f+(n) − E+(x)) − (f−(n) − E−(x))

∣∣∣2
⩽ 2

∣∣∣f+(n) − E+(x)
∣∣∣2 + 2

∣∣∣f−(n) − E−(x)
∣∣∣2 .

5. Il faut voir qu’il y a environ 1084 particules dans l’univers et que ln2(1084) ≈ 5, 3. Ainsi, dans ce document
et dans la théorie des nombres, les entiers considérés sont plus qu’astronomiques.
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Et
D(x)2 = D−(x)2 + D+(x)2.

En effet, cette dernière égalité est dûe au fait que f+f− = max(f, 0) max(−f, 0) = 0.
Ces observations montrent que l’inégalité (2.7) obtenue reste valide pour toute fonction f

réelle à valeurs quelconques. Lorsque f est à valeurs complexes, nous appliquons le résultat
précédent aux parties réelle et imaginaire de f et l’inégalité persiste encore.
D’où le résultat.

3 Le théorème de Delange
Cette section est consacrée au théorème de Delange. Nous allons nous appuyer sur une de ses

démonstrations pour en montrer une variante effective qui sera le point clef de la démontration
du Théorème (4.1 infra) d’Erdős-Kac. Plusieurs démonstrations de ce théorème existent. Celle
que nous allons présenter est celle de Tenenbaum (2022) mais nous avons étudié celles de
Schwartz and Spilker (1993) et Elliott (2012) pour mieux en comprendre les choix.

3.1 Lemme
Le résultat classique suivant nous sera utile à plusieurs reprises au cours de ce document.

Lemme 3.1. Soit (un)n∈N une famille de nombres complexes du disque unité. Alors nous
avons l’inégalité suivante

|u1u2 . . . un − 1|⩽
n∑

k=1
|uk − 1|.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat par récurrence.
Initialisation : Évidemment, pour n = 1 nous avons l’inégalité demandée.
Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons-la au rang n + 1.
Nous avons les inégalités successives suivantes.

|u1u2 . . . unun+1 − 1| = |un+1 (u1u2 . . . un − 1) + un+1 − 1|
⩽ |un+1||u1u2 . . . un − 1|+|un+1 − 1|
(HdR)
⩽

n+1∑
k=1

|uk − 1|.

D’où la récurrence et d’où le résultat.

Nous pouvons également énoncer un corollaire de ce dernier lemme

Corollaire 3.1. Soit B et θ deux réels. Alors∣∣∣Beiθ − 1
∣∣∣ ⩽ |B − 1| +

∣∣∣eiθ − 1
∣∣∣ .

Démonstration. De manière similaire à la démonstration du Lemme3.1, nous avons∣∣∣Beiθ − 1
∣∣∣ =

∣∣∣eiθ (B − 1) + eiθ − 1
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣eiθ

∣∣∣ |B − 1| +
∣∣∣eiθ − 1

∣∣∣ = |B − 1| +
∣∣∣eiθ − 1

∣∣∣
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3.2 Énoncé et démonstration du théorème de Delange

Théorème 3.2. (Delange).
Soit g une fonction multiplicative telle que |g(n)| ⩽ 1 pour tout entier naturel n non

nul.
Sous l’hypothèse

(3.1)
∑

p

1 − Re(g(p))
p

< +∞,

nous avons

(3.2) 1
x

∑
n⩽x

g(n) =
∏
p⩽x

(
1 − 1

p

) ∞∑
ν=0

g(pν)
pν

+ o
x→∞

(1).

Remarque 3.1. Ce théorème n’a pas été publié par Delange mais a fait l’objet de plusieurs
exposés oraux 6. Il repose, à partir d’une idée de Rényi (1965), sur l’inégalité de Turán-Kubilius.

Démonstration. Définissons, pour tout réel y ⩾ 2, une fonction multiplicative gy par :

gy(pν) :=
g(pν) si p ⩽ y

1 sinon.

Remarquons que gy ne varie que sur un ensemble fini de nombres premiers. Nous espérons
tout de même qu’elle soit une bonne approximation de g pour y assez grand.

Notons hy := µ ∗ gy où ∗ est le produit de convolution défini par (1.1) et µ la fonction de
Möbius (1.9). La fonction hy est multiplicative comme convolée de deux fonctions arithmétiques
multiplicatives. Nous avons donc :

hy(pν) =
ν∑

k=0
µ(pk)gy(pν−k) = µ(1)gy(pν) + µ(p)gy(pν−1).

C’est-à-dire

(3.3) hy(pν) :=
g(pν) − g(pν−1) si ν ⩾ 1 et p ⩽ y

0 si ν ⩾ 1 et p > y.

Cela implique

(3.4) Hy(x) :=
∑
k⩽x

|hy(k)|+x
∑
k>x

|hy(k)|
k

(a)
⩽

√
x
∑
k⩾1

|hy(k)|√
k

(b)
⩽

√
x
∏
p⩽y

(
1 + 2

√
p − 1

)
.

En effet, pour l’inégalité (a) 7,

1[1,x](k) + x

k
1]x,∞[(k) ⩽

(
x

k

)1/2
.

6. Par exemple, lors d’une présentation à l’École Normale Supérieure de Paris, voir Delange (1961)
7. À noter que nous avons ici une racine carré car nous avons utilisé la méthode de Rankin. Elle consiste à

majorer, à un coefficient près, une fonction indicatrice par un terme plus grand que 1 lorsque la condition de
l’indication est vérifée et par un terme plus grand que 0 sinon. Nous aurions donc pu choisir n’importe quel
exposant de ]0, 1[ (pour plus de détails voir Tenenbaum (2022)).
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Et puisque hy est une fonction multiplicative, en développant, nous obtenons

√
x
∑
k⩾1

|hy(k)|√
k

=
√

x
∏
p⩽y

1 +
∑
ν⩾1

|hy(pν)|
pν/2

 .

De là, puisque |hy(pν)|= |gy(pν) − gy(pν−1)|⩽ 2, nous avons l’inégalité (b). En effet,

√
x
∏
p⩽y

1 +
∑
ν⩾1

|hy(pν)|
pν/2

 ⩽
√

x
∏
p⩽y

(
1 + 2

p1/2 + 2
p

+ 2
p3/2 + · · ·

)

=
√

x
∏
p⩽y

(
1 + 2

√
p − 1

)
.(3.5)

Nous remarquons que par l’encadrement ⌊x⌋ ⩽ x ⩽ ⌊x⌋ + 1, l’inégalité triangulaire et le fait
que ∑

k⩽x

x

k
|hy(k)|⩾

∑
k⩽x

|hy(k)|

nous obtenons, pour tout y fixé :
∑
k⩽x

hy(k)
⌊

x

k

⌋
−
∑
k⩾1

hy(k)x

k
= O(Hy(x)).

De plus, puisque, à y fixé,
Hy(x)

x
x→∞−→ 0,

nous avons ∑
k⩾1

hy(k)x

k
+ O(Hy(x)) = x {M(gy) + o(1)} ,

où

(3.6) M(gy) :=
∏
p⩽y

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

g(pν)
pν

.

En effet, à nouveau en développant k en facteurs premiers et en utilisant le fait que h est
multiplicative, nous avons

∑
k⩾1

hy(k)
k

=
∏
p⩽y

1 +
∑
ν⩾1

hy(pν)
pν

 =
∏
p⩽y

1 +
∑
ν⩾1

gy(pν)
pν

−
∑
ν⩾0

gy(pν)
pν+1

 ,

=
∏
p⩽y

1 − 1
p

+
(

1 − 1
p

)∑
ν⩾1

gy(pν)
pν

 ,

=
∏
p⩽y

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

g(pν)
pν

.(3.7)

Puisque hy = gy ∗ µ et donc gy = hy ∗ 1 il vient∑
n⩽x

gy(n) =
∑
n⩽x

∑
dd′=n

hy(d) × 1 =
∑
n⩽x

∑
d|n

hy(d)

=
∑
d⩽x

∑
n≡0(d)

n⩽x

hy(d) =
∑
d⩽x

hy(d)
∑

n≡0(d)
n⩽x

1 =
∑
d⩽x

hy(d)
⌊

x

d

⌋
.
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On obtient finalement

(3.8)
∑
n⩽x

gy(n) =
∑
d⩽x

hy(d)
⌊

x

d

⌋
= x

∑
k⩾1

hy(k)
k

+ O(Hy(x)) = x(M(gy) + o(1)).

C’est-à-dire
1
x

∑
n⩽x

gy(n) = M(gy) + o(1).

Ainsi, pour tout y fixé, gy possède une valeur moyenne. Nous en déduisons que, pour toute
fonction A : IN → R, nous avons

(3.9)
∑
n⩽x

gy(n)e−iA(y) = x
(

M(gy)e−iA(y) + o
x→∞

(1)
)

.

Considérons dorénavant les fonctions r : n ∈ IN∗ 7→ |g(n)| et

ϑ : pν 7→

arg(g(pν)) si g(pν) ̸= 0
0 sinon,

l’argument étant choisi dans ] − π, π].
Nous pouvons observer que la fonction r est multiplicative puisque g l’est et que la fonction
ϑ est additive puisque sur l’intervalle ] − π, π] la fonction arg est additive (modulo 2π) et est
composée avec g qui est multiplicative.
Posons également

A(x) :=
∑
p⩽x

ϑ(p)
p

.

D’après (3.9) nous avons, pour tout ε > 0, l’existance d’un x0 suffisamment grand tel que pour
tout x ⩾ x0,

(3.10)
∣∣∣∣∣∣1x
∑
n⩽x

gy(n)e−iA(y) − M(gy)e−iA(y)

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Nous voulons montrer que

(3.11)
{
M(gy)e−iA(y)

}
y→∞

est une suite de Cauchy puisque cela implique la convergence du terme M(gy)e−iA(y) vers une
limite M ∈ R lorsque y tend vers l’infini. Pour prouver que la suite est bien de Cauchy, nous
allons choisir y ⩽ z, deux réels assez grands, et montrer que∣∣∣M(gy)e−iA(y) − M(gz)e−iA(z)

∣∣∣ < ε.

En utilisant l’équation (3.10) et en prenant x réel tel que y ⩽ z ⩽ x, nous allons transferer
notre étude des termes de la suite (3.11) vers l’étude de la première somme de l’inégalité (3.10).
En résumé, il est suffisant de montrer que, pour y ⩽ z ⩽ x avec y assez grand :

S(x, y, z) := 1
x

∣∣∣∣∣∣
∑
n⩽x

gz(n)e−iA(z) −
∑
n⩽x

gy(n)e−iA(y)

∣∣∣∣∣∣ < ε.(3.12)
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Nous avons

S(x, y, z) ⩽ 1
x

∑
n⩽x

∣∣∣gz(n)e−iA(z) − gy(n)e−iA(y)
∣∣∣

(c)
⩽

1
x

∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣e
−i(A(z)−A(y)) ∏

pν∥n
y<p⩽z

g(pν) − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
En effet, en utilisant le fait que g est multiplicative et en décomposant n en produit de

facteurs premiers, nous écrivons
gy(n) =

∏
pν∥n

gy(pν) =
∏

pν∥n
p⩽y

g(pν).

Nous obtenons alors, puisque |g(n)|⩽ 1,

∑
n⩽x

∣∣∣gz(n)e−iA(z) − gy(n)e−iA(y)
∣∣∣ =

∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∏
pν∥n
p⩽z

g(pν)

 e−iA(z) −

∏
pν∥n
p⩽y

g(pν)

 e−iA(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∏
pν∥n
p⩽y

g(pν)

 e−iA(y)


 ∏

pν∥n
y<p⩽z

g(pν)

 e−i(A(z)−A(y)) − 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(c)
⩽
∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣e
−i(A(z)−A(y)) ∏

pν∥n
y<p⩽z

g(pν) − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Nous avons alors

S(x, y, z) ⩽ 1
x

∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣e
−i(A(z)−A(y)) ∏

pν∥n
y<p⩽z

|g(pν)| eiϑ(pν) − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Que nous réécrivons

S(x, y, z) ⩽ 1
x

∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 ∏
pν∥n

y<p⩽z

|g(pν)|

 eiϑy,z(n)−i(A(z)−A(y)) − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
où ϑy,z est la fonction additive définie par ϑy,z(pν) := 1]y,z](p)ϑ(pν). Or, par le Lemme 3.1 et le
Corollaire 3.1 nous déduisons :

S(x, y, z) ⩽ 1
x

∑
n⩽x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏

pν∥n
y<p⩽z

|g(pν)|−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
1
x

∑
n⩽x

∣∣∣ei(A(z)−A(y)−ϑy,z(n)) − 1
∣∣∣

⩽
1
x

∑
n⩽x

∑
pν∥n

y<p⩽z

||g(pν)|−1| + 1
x

∑
n⩽x

∣∣∣ei(A(z)−A(y)−ϑy,z(n)) − 1
∣∣∣

= 1
x

∑
n⩽x

∑
pν∥n

y<p⩽z

(1 − r(pν)) + 1
x

∑
n⩽x

∣∣∣ei(A(z)−A(y)−ϑy,z(n)) − 1
∣∣∣ ,
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Puisque nous avons :

(3.13) |eiu − 1|=
∣∣∣∣∣∣

u∫
0

eitdt

∣∣∣∣∣∣ ⩽ |u| (u ∈ R),

alors ∑
n⩽x

∣∣∣ei(A(z)−A(y)−ϑy,z(n)) − 1
∣∣∣ ⩽ ∑

n⩽x

|A(z) − A(y) − ϑy,z(n)| .

Donc, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

1
x

∑
n⩽x

|A(z) − A(y) − ϑy,z(n)| ⩽ 1
x

∑
n⩽x

1
1/2∑

n⩽x

|A(z) − A(y) − ϑy,z(n)|2
1/2

⩽

1
x

∑
n⩽x

(A(z) − A(y) − ϑy,z(n))2

1/2

.

De plus, par inversion de sommations nous obtenons

∑
n⩽x

∑
pν∥n

y<p⩽z

1 − r(pν) =
∑

pν⩽x
y<p⩽z

(1 − r(pν))
∑
n⩽x
pν∥n

1 ⩽
∑

pν⩽x
y<p⩽z

(1 − r(pν))
(⌊

x

pν

⌋
−
⌊

x

pν+1

⌋)

⩽ x
∑

pν⩽x
y<p⩽z

1 − r(pν)
pν

= x
∑

y<p⩽z

1 − r(p)
p

+ x
∑
ν⩾2

y<p⩽z
pν⩽x

1 − r(pν)
pν

⩽
∑

y<p⩽z

1 − r(p)
p

+
∑

y<p⩽z
pν⩽x

∑
ν⩾2

1
pν

⩽
∑

y<p⩽z

1 − r(p)
p

+
∑

y<p⩽z

1
p(p − 1)

⩽
∑

y<p⩽z

1 − r(p)
p

+ O
y→∞

(
1
y

)
⩽

∑
y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

+ O
y→∞

(
1
y

)
.

Ainsi,

S(x, y, z) ⩽
∑

y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

+
1

x

∑
n⩽x

(A(z) − A(y) − ϑy,z(n))2

1/2

+ O
y→∞

(
1
y

)
.

Nous voulons estimer la deuxième somme à l’aide de l’inégalité de Turán-Kubilius (2.1). Mais
avant cela, observons qu’ici, la différence

A(z) − A(y) =
∑

y<p⩽z

ϑ(p)
p

n’est définie que sur la première puissance de p alors que dans l’énoncé de l’inégalité de Turán-
Kubilius, les sommes contiennent toutes les puissances des entiers premiers. Écrivons alors, en
gardant les notations du Lemme 2.1, pour une fonction additive f ,

E(x) =
∑
p⩽x

f(p)
p

(
1 − 1

p

)
︸ ︷︷ ︸

E1(x)

+
∑

pν⩽x,ν⩾2

f(pν)
pν

(
1 − 1

p

)
︸ ︷︷ ︸

E2(x)

.
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De même, écrivons

D(x)2 =
∑

p⩽x

|f(p)|2
p


︸ ︷︷ ︸

D1(x)2

+
 ∑

pν⩽x,ν⩾2

|f(pν)|2
pν


︸ ︷︷ ︸

D2(x)2

.

L’inégalité de Turán-Kubilius implique

1
x

∑
n⩽x

(f(n) − E1(x))2 ≪ D1(x)2 + D2(x)2 + E2(x)2.

Dans notre situation,
f(n) = ϑy,z(n),

E1(x) =
∑

y<p⩽z

ϑ(p)
p

= A(z) − A(y),

E2(x) =
∑

y<p⩽z
pν⩽x
ν⩾2

ϑ(pν)
pν

(d)
≪

∑
y<p⩽z

∑
ν⩾2

1
pν

≪
∑

y<p⩽z

1
p2 ⩽

∑
y<n

1
n2 ≪ 1

y
,

où (d) est vrai puisque |ϑ(pν)|⩽ π. De manière similaire,

D2(x)2 ≪ 1
y

.

En reportant ces inégalités dans l’inégalité de Turán-Kubilius, nous obtenons

1
x

∑
n⩽x

(ϑy,z(n) − (A(z) − A(y)))2 ≪ 1
y

+
∑

y<p⩽z

ϑ(p)2

p
.

Et ainsi,

S(x, y, z) ≪
∑

y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

+
√√√√1

y
+

∑
y<p⩽z

ϑ(p)2

p
+ 1

y
.

Comme
√

a + b ⩽
√

a +
√

b et 1/y ⩽ 1/
√

y, nous avons

(3.14) S(x, y, z) ≪
∑

y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

+ 1
√

y
+
√√√√ ∑

y<p⩽z

ϑ(p)2

p
.

Nous pouvons remarquer que, pour tout nombre premier p,

(3.15) ϑ(p)2 ⩽ π2{1 − Re(g(p))}.

En effet, ou bien |ϑ(p)|> π/2, et alors Re(g(p)) ⩽ 0 donc puisque l’argument a été choisi dans
] − π, π], nous avons

ϑ(p)2 ⩽ π2 ⩽ π2 {1 − Re(g(p))}︸ ︷︷ ︸
⩾1

.

Ou bien, |ϑ(p)|⩽ π/2, et alors

1 − Re(g(p)) = 1 − Re(|g(p)|eiϑ(p)) = 1 − r(p)︸︷︷︸
⩽1

cos(ϑ(p))︸ ︷︷ ︸
⩾0

⩾ 1 − cos(ϑ(p)) ⩾ 2ϑ(p)2

π2 ⩾
ϑ(p)2

π2 ,
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où l’avant dernière inégalité découle de l’inégalité 2 sin2(x/2) ⩾ 2(x/π)2. En injectant (3.15)
dans (3.14), nous obtenons

∑
y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

+ 1
√

y
+
√√√√ ∑

y<p⩽z

ϑ(p)2

p

⩽
∑

y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

+ 1
√

y
+ π

√√√√ ∑
y<p⩽z

1 − Re(g(p))
p

⩽
∑
y<p

1 − Re(g(p))
p

+ 1
√

y
+ π

√√√√∑
y<p

1 − Re(g(p))
p

.

Or par l’hypothèse du Théorème (3.1), ∑y<p(1 − Re(g(p)))/p tend vers 0 lorsque y tend vers
l’infini comme reste d’une série convergente. Donc la racine carrée de cette somme la domine.
Nous obtenons donc

S(x, y, z) ≪ η(y) := 1
√

y
+ π

√√√√∑
y<p

1 − Re(g(p))
p

.

C’est-à-dire

(3.16) S(x, y, z) = o(1), (y → ∞).

Notons que cette estimation de l’erreur de la différence contenue dans S(x, y, z) ne dépend
pas de z. Donc, pour tout z ⩾ y, la majoration (3.16) reste valide. Ainsi le critère de Cauchy
est vérifié pour M(gy)e−iA(y) puisque d’après (3.10) et (3.12), nous avons montré que pour tout
δ > 0, il existe un rang n0 tel que pour tout y > n0,∣∣∣M(gy)e−iA(y) − M(gz)e−iA(z)

∣∣∣ ⩽ 2ε + |S(x, y, z)|⩽ δ.

D’où l’existence d’un M ∈ C tel que

(3.17) M(gy)e−iA(y) = M + o(1), (y → ∞).

En choisissant z = x dans S(x, y, z) et en remarquant que gx(n) = g(n) pour n ⩽ x, il vient∣∣∣∣∣∣1x
∑
n⩽x

g(n)e−iA(x) − 1
x

∑
n⩽x

gy(n)e−iA(y)

∣∣∣∣∣∣ = o(1) (y → ∞)

C’est-à-dire

(3.18) 1
x

∑
n⩽x

g(n)e−iA(x) = 1
x

∑
n⩽x

gy(n)e−iA(y) + o(1) (y → ∞)

En passant à la limite [x → ∞] dans l’équation (3.18) en utilisant (3.9), nous obtenons

lim
x→∞

1
x

∑
n⩽x

g(n)e−iA(x) = M(gy)e−iA(y) + o(1) (y → ∞).

De plus, en passant à la limite [y → ∞] dans l’expression précédente en utilisant (3.17), nous
obtenons

lim
x→∞

1
x

∑
n⩽x

g(n)e−iA(x) = M = lim
x→∞

M(gx)e−iA(x).
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Donc
1
x

∑
n⩽x

g(n)e−iA(x) = M(gx)e−iA(x) + o(1) (x → ∞).

C’est-à-dire,
1
x

∑
n⩽x

g(n) = M(gx) + o(1) (x → ∞),

ce qui est exactement, d’après la définition (3.6) de M ,

1
x

∑
n⩽x

g(n) =
∏
p⩽x

(
1 − 1

p

) ∞∑
m=0

g(pν)
pν

+ o(1), (x → ∞).

3.3 Une variante effective du théorème de Delange
Pour démontrer le théorème d’Erdős-Kac (Théorème 4.1 infra), nous devons tout d’abord

énoncer une variante effective du théorème de Delange (Théorème 3.2). Pour ce faire, nous
allons considérer une famille {gx : x ⩾ 2} de fonctions multiplicatives de module au plus 1
vérifiant une certaine hypothèse, et nous allons montrer que la formule asymptotique 3.2 reste
vraie uniformément pour x ⩾ 2.

Dans la suite de ce document nous noterons y = y(x) := x1/ ln2 x.

Propriété 3.3. Soit {gx; x ⩾ 2} une famille de fonctions multiplicatives de module au
plus 1 telle que

(3.19) lim
x→∞

∑
y<p⩽x

|gx(p) − 1|
p

= 0.

Alors

(3.20)
∑
n⩽x

gx(n) = x
∏
p⩽x

(
1 − 1

p

) ∞∑
ν=0

gx(pν)
pν

+ o(x), (x → ∞).

Démonstration. Désignons par A (x) la classe des fonctions multiplicatives G, à valeurs dans
le disque unité et satisfaisant G(pν) = 1 pour tout p > y et ν ⩾ 1.
Étape 1 : Montrons que, uniformément pour x ⩾ 2 et G ∈ A (x), nous avons

(3.21)
∑
n⩽x

G(n) = x
∏
p⩽y

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

G(pν)
pν

+ O
x→∞

(
x

ln x

)
.

À l’instar de la démonstration effectuée à la section précédente, nous allons poser h = µ ∗ G,
où µ désigne la fonction de Möbius.

D’après (3.3), nous avons h(pν) = 0 si ν ⩾ 1 et p > y

|h(pν)|⩽ 2 si ν ⩾ 1 et p ⩽ y.
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Nous retrouvons également, d’après (3.7) et (3.8),

∑
n⩽x

G(n) =
∑
d⩽x

h(d)
⌊

x

d

⌋
= x

∑
d⩾1

h(d)
d

+ R = x
∏
p⩽y

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

G(pν)
pν

+ R

où R vérifie, d’après (3.4),

|R|⩽
∑
k⩽x

|h(k)|+x
∑
k>x

|h(k)|
k

⩽
∑
k⩾1

|h(k)|
(

x

k

)α

, 0 < α < 1.

Le facteur (x/n)α est à nouveau inspiré de la méthode de Rankin (voir Note page 13). Ici,
comme nous le verrons plus tard, α dépendra de x et va tendre vers 1 lorsque x tendra vers
l’infini.

Nous pouvons à présent généraliser l’équation (3.5) correspondant au choix α = 1/2. En
effet,

xα
∏
p⩽y

1 +
∑
ν⩾1

|h(pν)|
pνα

 ⩽ xα
∏
p⩽y

(
1 + 2

pα − 1

)
.

D’où
|R|⩽ xα

∏
p⩽y

(
1 + 2

pα − 1

)
.

Or puisque 1 + u ⩽ exp(u), nous avons

(3.22) |R|≪ xα
∏
p⩽y

exp
(

2
pα

)
= xα exp

∑
p⩽y

2
pα

 .

Comme y = x1/ ln2 x, il vient
ln y = ln x

ln2 x
.

En prenant
α = 1 − C ln2 x

ln x
= 1 − C

ln y
,

nous avons
xα = x1−C(ln2 x)/ ln x = x

(ln x)C
.

où C > 0 est une constante que nous déterminerons plus tard. Écrivons alors

∑
p⩽y

1
pα

=
∑
p⩽y

1
p

+
∑
p⩽y

p1−α − 1
p

.

Par sommation d’Abel, nous obtenons
∑
p⩽y

1
pα

= ln2 y + O(1).

D’où,

exp
2

∑
p⩽y

1
pα

 = exp {2 ln2 y + O(1)} ≪ (ln y)2.

21



En reportant dans l’equation (3.22), nous obtenons

|R|≪ xα(ln y)2.

En choisissant C = 3, nous obtenons

xα(ln y)2 = x

(ln x)3

(
ln x

ln2 x

)2

⩽
x

ln x

Donc
R ≪ x

ln x
.

d’où (3.21).
Étape 2 : Montrons que sous l’hypothèse (3.19), nous obtenons bien la formule annoncée (3.20).

Posons
Gx(n) :=

∏
p⩽y
pν∥n

gx(pν).

Nous avons

|gx(n) − Gx(n)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏

pν∥n

gx(pν) −
∏
p⩽y
pν∥n

gx(pν)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏
p⩽y
pν∥n

gx(pν)

1 −
∏
p>y
pν∥n

gx(pν)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⩽

∣∣∣∣∣∣∣∣
∏
p>y
pν∥n

gx(pν) − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ainsi, par le Lemme (3.1),

|gx(n) − Gx(n)|⩽
∑
p>y
pν∥n

|gx(pν) − 1|.

En sommant, nous obtenons∑
n⩽x

|gx(n) − Gx(n)| ⩽
∑
n⩽x

∑
p>y
pν∥n

|gx(pν) − 1|=
∑

y<p⩽x
ν⩾1

|gx(pν) − 1|
∑

k⩽x/pν

k≡0(p)

1

= x
∑

y<p⩽x

|gx(pν) − 1|
pν

= o(x) (x → ∞).

Mais, puisque Gx vérifie les hypothèses de la première étape, d’après l’équation (3.21) nous
pouvons écrire ∑

n⩽x

Gx(n) = x
∏
p⩽y

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

Gx(pν)
pν

+ O
x→∞

(
x

ln x

)
.

De plus, pour p ⩽ y, nous avons Gx(pν) = gx(pν) par définition de Gx. Donc nous en concluons
l’égalité suivante :

∑
n⩽x

gx(n) =
∑
n⩽x

Gx(n) + o
x→∞

(x) = x
∏
p⩽y

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

gx(pν)
pν

+ o
x→∞

(x).
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Notons que ce produit porte sur p ⩽ y et nous voulons considérer tout premier p au plus
égaux à x. Interessons-nous donc au produit suivant :

(3.23)
∏

y<p⩽x

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

gx(pν)
pν

Nous avons ∏
y<p⩽x

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

gx(pν)
pν

=
∏

y<p⩽x

(
1 − 1

p

)(
1 + gx(p)

p
+ O

(
1
p2

))

=
∏

y<p⩽x

(
1 + gx(p) − 1

p
+ O

(
1
p2

))
.

De plus, comme |1 + u|= eu+O(u2) pour tout |u|≪ 1,
∏

y<p⩽x

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

gx(pν)
pν

=
∏

y<p⩽x

exp
(

gx(p) − 1
p

+ O

(
1
p2

))

= exp
 ∑

y<p⩽x

gx(p) − 1
p

+ O

(
1
p2

) .

Or d’après l’hypothèse (3.19), le terme ∑
y<p⩽x

(g(p) − 1)/p tend vers 0 lorsque x vers l’infini,
d’où ∏

y<p⩽x

(
1 − 1

p

)∑
ν⩾0

gx(pν)
pν

= exp
(

o
x→∞

(1)
)

= 1 + o(1), (x → ∞).

D’où le résultat.

4 Le théorème d’Erdős-Kac
En 1939, Marc Kac donne une conférence à l’Insitut des études avancées de Princeton à

laquelle assiste Paul Erdős. Il y développe en particulier sa pensée sur la répartition des facteurs
premiers. En effet, il est persuadé que celle-ci cache une loi gaussienne. En choisissant un
entier n et en représentant la proportion des entiers inférieurs à n ayant k facteurs premiers en
fonction de k, nous pouvons en effet voir une courbe en cloche se dessiner. Pour plus de détails
ou pour observer les graphiques correspondant, étudier Mathieu (2017). Quelques mois après
cette conférence, Erdős et Kac démontrent le résultat suivant.

Théorème 4.1. (Erdős-Kac, 1939).
Pour tout τ ∈ R, nous avons

lim
x→+∞

1
x

∣∣∣∣{n ⩽ x : ω(n) ⩽ ln2 x + τ
√

(ln2 x)
}∣∣∣∣ = 1√

2π

τ∫
−∞

e−t2/2dt.

En théorie des nombres, le théorème d’Erdős-Kac énonce une convergence faible des fré-
quences associées à la fonction additive ω(n). Il peut se lire comme suit. La répartition des
valeurs prises par ω(n) pour n ⩾ 1 tend vers une loi normale N (ln2 n, ln2 n) de moyenne ln2 n
et d’écart-type

√
ln2 n lorsque n tend vers +∞.

Nous allons démontrer ce théorème en trois étapes. Tout d’abord nous allons nous intéresser
à la fonction ωy(n) dénombrant le nombre de facteurs premiers p de n tels que p ⩽ y.
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4.1 Étape 1 : étude de la fonction tronquée
Nous nous intéressons à une convergence faible (ou dite en loi) de variables aléatoires. Nous

alors donc nous observer la convergence simple de leurs fonctions caractéristiques. Cette re-
marque nous invite à étudier la somme suivante

1
x

∑
n⩽x

eiτ(ωy(n)−ln2 x)/
√

ln2 x,

où y ∈ R et ωy(n) est définie par
ωy(n) :=

∑
p|n, p⩽y

1

Nous avons
1
x

∑
n⩽x

eiτ(ωy(n)−ln2 x)/
√

ln2 x = e−iτ
√

ln2 x

x

∑
n⩽x

eiτωy(n)/
√

ln2 x.

Posons alors
τx = τ√

ln2 x
,

et
gx(n, τ) = eiωy(n)τx .

La fonction ωy(n) étant additive,

gx(nm, τ) = eiωy(nm)τx

= eiτx(ωy(n)+ωy(m)) = gx(n, τ)gx(m, τ).

Donc gx(n, τ) est multiplicative. De plus, d’après (3.13), nous avons, comme ωy(pν) = 1 si
ν ⩾ 1 et 0 sinon, ∑

y<p⩽x

|1 − gx(p, τ)|
p

⩽
∑

y<p⩽x

|τx|
p

= |τx|
∑

y<p⩽x

1
p

.

Puisque ∑
p⩽x

1
p

∼ ln2 x,

nous en déduisons, pour τ fixé,
∑

y<p⩽x

|1 − gx(p, τ)|
p

⩽ |τx|ln3 x = τ
ln3 x√
ln2 x

x→∞−→ 0.

Remarquons également que,
∞∑

ν=0

gx(pν , τ)
pν

=
∞∑

ν=0

eiτxωy(pν)

pν
= 1 + eiτx

∞∑
ν=1

1
pν

= 1 + eiτx

p − 1 .

Cela implique (
1 − 1

p

) ∞∑
ν=0

gx(pν , τ)
pν

=
(

1 + gx(p, τ) − 1
p

)
.

Utilisons le résultat (3.3) sur la famille {eiτxωy(n), x ⩾ 2}. En effet, cette famille vérifie
l’hypothèse (3.1) puisque, à τ fixé,

∑
y<p⩽x

|eiτxωy(p) − 1|
p

≪ |τ |√
ln2 x

∑
y<p⩽x

1
p

∼ |τ |ln3 x√
ln2 x

−→
x→∞

0.
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Nous obtenons
∑
n⩽x

gx(n, τ) = x
∏
p⩽x

(
1 − 1

p

) ∞∑
ν=0

gx(pν , τ)
pν

+ o(x)

= x
∏
p⩽x

(
1 + gx(p, τ) − 1

p

)
+ o(x)

= x
∏
p⩽x

(
1 + eiτx − 1

p

)
+ o(x)

= x exp
∑

p⩽x

eiτx − 1
p

+ O

(
τ 2

x

p2

)+ o(x) (x → ∞).

En développant eiτx à l’ordre 2, et toujours puisque ∑
p⩽x

1/p ∼ ln2 x, nous obtenons

1
x

∑
n⩽x

gx(n, τ) = exp
∑

p⩽x

1
p

(
iτx − τ 2

x

2 + O
(
τ 3

x

))
+ O

(
τ 3

x

)+ o(1)

= exp
{

iτx ln2 x − τ 2
x ln2 x

2 + O
(
τ 3

x ln2 x
)}

+ o(1) (x → ∞)(4.1)

= exp
{

iτ
√

ln2 x − τ 2

2 + o(1)
}

+ o(1).

Finalement,
1
x

∑
n⩽x

eiτ(ωy(n)−ln2 x)/
√

ln2 x = e−τ2/2 + o(1) (x → ∞).(4.2)

Donc nous avons le résultat puisque le Théorème 1.14 implique que la variable

ωy(n) − ln2 x√
ln2 x

de fonction caractéristique
1
x

∑
n⩽x

eiτ(ωy(n)−ln2 x)/
√

ln2 x

converge en loi vers la gaussienne sur Ωx muni de la loi uniforme.

4.2 Étape 2 : recherche d’un terme d’erreur
Remarquons qu’à la conclusion de l’étape précédente, nous n’avons pas de terme d’erreur.

Autrement dit, nous n’avons aucune information sur la vitesse de convergence de la fonction
de répartition de la variable

ωy(n) − ln2 x√
ln2 x

vers celle du modèle de la répartition normale centrée réduite. Le théorème de Rényi and Turán
(1958) montre que le terme d’erreur optimal est O

(
1/

√
ln2 x

)
.

Nous allons rechercher un terme d’erreur en utilisant l’inégalité de Berry-Esseen pour ensuite
le comparer à ce résultat. Rappelons d’abord les définitions suivantes.
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Définition 4.2. Si F est une fonction de répartition sur R, sa transformée de Fourier-
Stieltjes est donnée par la formule

f(τ) :=
+∞∫

−∞

eiτxdF (x).

La fonction f ainsi définie est la fonction caractéristique de la fonction F .

Définition 4.3. Si F est une fonction intégrable sur R, sa transformée de Fourier est
donnée par la formule

F̂ (τ) :=
+∞∫

−∞

e−iτxF (x)dx.

4.2.1 Lemmes

Lemme 4.1. (Ganelius) Soit g une fonction intégrable et bornée sur R. Nous supposons
qu’il existe un réel T positif tel que

(4.3) sup
x⩽y⩽x+1/T

{g(y) − g(x)} ⩽ K ∈ R,

et pour tout |τ |⩽ T

ĝ(τ) :=
+∞∫

−∞

e−iτxg(x)dx = 0.

Alors
∥g∥∞ ≪ K.

Démonstration. Tout d’abord supposons T = 1. La deuxième hypothèse implique, pour τ réel,

ĝ(τ)χ̂(τ) = 0

pour toute fonction χ intégrable dont la transformée de Fourier est à support inclus dans
[−1, 1]. Remarquons que cette égalité entraîne que le produit de convolution g ∗ χ est nul
puisque la transformée de Fourier d’un produit de convolution est le produit des transformées
de Fourier et que l’application à qui une fonction associe sa transformée de Fourier est injective.
Choisissons

χ(t) = 1
2π

(
sin(t/2)

t/2

)2

.

Observons que cette application est bien à support dans [0, 1/2π] ⊂ [−1, 1] en temps que carré
d’un sinus cardinal. Sa transformée de Fourier s’écrit alors

χ̂(τ) = 1
2π

+∞∫
−∞

e−iτx

(
sin(x/2)

x/2

)2

dx.
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Pour calculer cette intégrale nous procédons comme suit.

χ̂(τ) = 1
π

+∞∫
−∞

e−iτx

x2 (1 − cos(x)) dx

= −1
2π

+∞∫
−∞

e−iτx

x2

(
eix + e−ix − 2

)
dx.

Soit A > 0 fixé. Puisque l’intégrande est holomorphe sur C∗, nous avons
A∫

−A

e−iτx

x2

(
eix + e−ix − 2

)
dx =

∫
γ

e−iτz

z2

(
eiz + e−iz − 2

)
dz = ΦA(1−τ)+ΦA(−1−τ)−2ΦA(−τ)

où
ΦA(τ) =

∫
γ

eiτz

z2 dz (τ ∈ R),

et γ est le chemin défini comme suit.

−1 0 1−A A

−i

γ
>

On calcule ΦA(τ) en appliquant le Théorème 1.13 à la fonction

Ψ : z 7→ eiτz

z2 .

Cette fonction possède un unique pôle d’ordre 2 en z = 0 avec pour résidu iτ . Considérons
alors les deux contours suivants.

−1 0 1−A A

−iA

−i

Γ1

>

−1 0 1−A A

iA

−i

Γ2

>
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où Γ1 et Γ2 sont parcourus dans le sens indirect et direct respectivement. Nous allons considérer
l’un ou l’autre de ces deux chemins selon le signe de τ . En effet, pour θ ∈ [0, 2π], nous avons

∣∣∣Ψ (
Aeiθ

)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣eiτAeiθ

A2e2iθ

∣∣∣∣∣ = e−τA sin(θ)

A2 .

Ainsi, par convergence dominée, l’intégrale sur les grands demi-cercles que nous ajoutons à γ
tendent vers 0 lorsque A tend vers l’infini si

τ ⩾ 0 et θ ∈ [0, π] ou τ < 0 et θ ∈ [π, 2π].

De plus, comme 0 n’est pas dans l’intérieur de Γ1, nous avons par le Théorème 1.13∫
Γ1

eiτz

z2 dz = 0

Pour τ ⩾ 0, nous avons encore grâce au Théorème 1.13
+∞∫

−∞

eiτx

x2 dx = −2πτ

Ainsi, pour τ < −1, 
ΦA(1 − τ) = −2π(1 − τ)
ΦA(−1 − τ) = −2π(−1 − τ)
ΦA(−τ) = 2πτ.

Pour −1 ⩽ τ ⩽ 0, 
ΦA(1 − τ) = −2π(1 − τ)
ΦA(−1 − τ) = 0
ΦA(−τ) = 2πτ.

Pour 0 ⩽ τ ⩽ 1, 
ΦA(1 − τ) = −2π(1 − τ)
ΦA(−1 − τ) = 0
ΦA(−τ) = 0.

Pour τ > 1, ΦA(1 − τ) = ΦA(−1 − τ) = ΦA(−τ) = 0. Donc,

χ̂(τ) =


0 si τ < −1
1 + τ si − 1 ⩽ τ ⩽ 0
1 − τ si 0 ⩽ τ ⩽ 1
0 si τ > 1.

C’est-à-dire, χ̂(τ) = max(1 − |τ |, 0). Nous aurons également besoin de l’inégalité suivante :

(4.4) I :=
∫

|t|>5

χ(t)dt = 1
2π

−5∫
−∞

(
sin(t/2)

t/2

)2

+ 1
2π

+∞∫
5

(
sin(t/2)

t/2

)2

⩽
4
π

∞∫
5

1
t2 = 4

5π
.

Soit 0 < ε < 1 un nombre réel fixé et θ = ±1 tel que

∥g∥∞ = sup
x∈R

{θg(x)},
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où ∥g∥∞ existe car la fonction est bornée par hypothèse. Par définition du supremum, nous
pouvons trouver un x0 dépendant du choix de ε tel que θg(x0) ⩾ (1 − ε)∥g∥∞. Le produit de
convolution de g et χ étant nul, en l’appliquant à (x0 − 5θ), nous obtenons

0 = θ

+∞∫
−∞

g((x0 − 5θ) − t)χ(t)dt

=
5∫

−5

θg(x0)χ(t)︸ ︷︷ ︸
⩾(1−ε)∥g∥∞

−θ{g(x0) − g((x0 − 5θ) − t)}χ(t)dt +
∫

|t|>5

θg((x0 − 5θ) − t)︸ ︷︷ ︸
⩾−∥g∥∞

χ(t)dt.

De plus, nous remarquons que pour |t|⩽ 5, nous avons −10 ⩽ −5 − t ⩽ 0 ou 0 ⩽ 5 − t ⩽ 10
selon que θ vaut 1 ou -1. Ainsi, par l’hypothèse (4.3) et toujours avec T = 1,

θ{g(x0) − g((x0 − 5θ) − t)} ⩽ sup
x⩽y⩽x+10

{g(y) − g(x)} ⩽ 10K

et
5∫

−5

χ(t)dt =
∞∫

−∞

χ(t)dt − I = π2 − I ⩾ 1 − I.

Nous obtenons finalement

0 ⩾ (1 − ε)(1 − I)∥g∥∞ − 10K(1 − I) − I∥g∥∞.

C’est-à-dire, en faisant tendre ε vers 0,

∥g∥∞ ⩽
10K(1 − I)

1 − 2I
≪ K.

Pour le cas général T > 0, le raisonement est identique avec g(x/T ).

Lemme 4.2. Soit g une fonction intégrable et bornée sur R. Sous l’hypothèse qu’il existe
un réel T positif tel que

sup
x⩽y⩽x+1/T

{g(y) − g(x)} ⩽ K ∈ R,

nous avons

∥g∥∞ ≪ K +
T∫

−T

|ĝ(τ)|dτ.

Démonstration. Soit ε > 0. Posons

(4.5) α := 2
πεt2 sin

(
εt

2

)
sin

(
(2T + ε)t

2

)
.

Soit f := g ∗ α. Nous voulons appliquer le Lemme précédent à g − f . Nous avons

α̂(τ) = 2
πε

+∞∫
−∞

e−iτx 1
x2 sin

(
εx

2

)
sin

(
(2T + ε)x

2

)
dx.
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Après des calculs tout à fait similaires aux calculs fait pour expliciter χ̂ lors de la démonstration
du Lemme 4.1, nous obtenons

α̂(τ) =


1 si |τ |⩽ T
T +ε−|τ |

ε
si T < |τ |⩽ T + ε

0 si |τ |> T + ε.

Puisque f̂ = ĝα̂ est à support compact, nous avons successivement

∥f∥∞ ⩽
1

2π
∥f̂∥1.

et

∥f̂∥1 =
∫
R

|ĝ(τ)α̂(τ)|dτ =
T +ε∫

−T −ε

|ĝ(τ)α̂(τ)|dτ ⩽
T +ε∫

−T −ε

|ĝ(τ)|dτ,

il vient, par l’hypothèse (4.3)

sup
x⩽y⩽x+1/T

{g(y) − f(y) − (g(x) − f(x))} ⩽ K + sup
x⩽y⩽x+1/T

{f(y) − f(x)} ⩽ K + 2∥f∥∞.

Or, par le Lemme (4.1),

∥g∥∞ ⩽ ∥g − f∥∞ + ∥f∥∞ ≪ K + ∥f∥∞ ≪ K +
T +ε∫

−T −ε

|ĝ(τ)|dτ

Et nous avons le résultat en faisant tendre ε vers 0.

4.2.2 L’inégalité de Berry-Esseen

Théorème 4.4. (Berry-Esseen) Soient F, G deux fonctions de répartition, de fonctions
caractéristiques respectives f, g. Supposons que G est dérivable et que G′ est borné sur R.
Alors, nous avons, pour tout T > 0,

∥F − G∥∞ ≪ 1
T

+
T∫

−T

∣∣∣∣∣f(τ) − g(τ)
τ

∣∣∣∣∣ dτ.

Remarque 4.1. Cette borne n’est finie que si la fonction |f − g| est intégrable pour la mesure
dτ/|τ |.

Démonstration. Posons H := F − G, et introduisons pour tout ε > 0, la fonction

Hε(x) := −
+∞∫
0

e−εtdH(x − t) = e−εx

x∫
−∞

eεtdH(t).(4.6)

Hε est une fonction intégrable et sa transformée de Fourier est

Ĥε(τ) =
+∞∫

−∞

e−iτxHε(x)dx =
+∞∫

−∞

e−(ε+iτ)x

 x∫
−∞

eεtd(F − G)(t)
 dx

=
+∞∫

−∞

 +∞∫
t

e−(ε+iτ)xdx

 eεtd(F − G)(t) = f(−τ) − g(−τ)
ε + iτ

.
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Par une intégration par parties à partir de l’intégrale (4.6) en dérivant l’exponentielle, nous
avons

(4.7) Hε(x) = H(x) − εe−εx

x∫
−∞

eεtH(t)dt = H(x) − εL(x, t),

où nous posons

L(x, t) := e−εx

x∫
−∞

eεtH(t)dt.

Puisque F et G sont des fonctions de répartition, elles sont croissantes et vérifient les égalités
F (−∞) = G(−∞) = 0 et F (+∞) = G(+∞) = 1. Nous en déduisons

(4.8) H(−∞) = 0,

∥H∥∞ ⩽ 1.

Ainsi, en passant à la limite dans l’équation (4.6) et en utilisant un théorème d’inversion
limite-intégrale et l’égalité (4.8) nous déduisons que

lim
ε→0+

Hε(x) = H(x).

Posons η := ∥G′∥∞. Nous avons par l’inégalité de Taylor-Lagrange

−G(x + y) + G(x) ⩾ −ηy, (x ∈ R, y > 0).

De plus, par croissance de F ,

F (x + y) − F (x) ⩾ 0, (x ∈ R, y > 0).

Ainsi
H(x + y) − H(x) ⩾ −ηy, (x ∈ R, y > 0).

De plus,
dL

dx
(x, t) = d

dx

e−εx

x∫
−∞

eεtH(t)dt

 = −εe−εx

x∫
−∞

eεtH(t)dt + H(x).

Puisque ∥H∥∞ ⩽ 1, il suit∣∣∣∣∣∣−εe−εx

x∫
−∞

eεtH(t)dt + H(x)
∣∣∣∣∣∣ ⩽ εe−εx

x∫
−∞

eεt|H(t)|dt + |H(x)|

⩽ ∥H(x)∥∞

(
εe−εx

[
eεt

ε

]x

−∞
+ 1

)
⩽ 2.

Nous avons alors
L(x + y, t) − L(x, t) ⩽ 2y.

En reportant dans l’équation (4.7), il vient pour tout réel x et 0 ⩽ y ⩽ 1/T ,

Hε(x + y) − Hε(x) = H(x + y) − H(x) − ε(L(x + y, t) − L(x, t))

⩾ −ηy − 2εy ⩾ −η + 2ε

T
.
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En appliquant le Lemme 4.2 à −Hε avec K := (η + 2ε)/T , nous obtenons pour tout réel x,

|Hε(x)|≪ η + 2ε

T
+

T∫
−T

∣∣∣∣∣f(−τ) − g(−τ)
ε + iτ

∣∣∣∣∣ dτ.

En faisant tendre ε vers 0, nous aboutissons finalement à

∥F − G∥∞ ≪ 1
T

+
T∫

−T

∣∣∣∣∣f(τ) − g(τ)
τ

∣∣∣∣∣ dτ.

Nous souhaitons appliquer cette inégalité aux fonctions de répatitions figurantes dans le Théo-
rème 4.1. Posons pour z réel et x entier

Fx(z) := νx

{
n : ωy(n) ⩽ ln2 x + z

√
ln2 x

}
où νx désigne la mesure de probabilité uniforme sur IN∗. Notons également φx(τ) la fonction
caractéristique correspondante, c’est-à-dire

φx(τ) := 1
x

∑
n⩽x

eiτ(ωy(n)−ln2 x)/
√

ln2 x.

Pour plus de lisibilité, posons finalement

Φ(z) := 1√
2π

z∫
−∞

e−t2/2dt

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et φ(τ) := e−τ2/2 sa fonction carac-
téristique.

L’inégalité de Berry-Esseen, applicable car Φ est dérivable de dérivée bornée, fournit alors

sup
z∈R

|Fx(z) − Φ(z)|≪ 1
T

+
T∫

−T

|φx(τ) − φ(τ)|
|τ |

dτ.

Choisissons T =
√

ln2 x. Comme un facteur |τ | apparaît, il faut s’assurer que le numérateur
est assez petit en 0 pour que l’intégrale reste petite. Scindons alors l’intégrale en trois selon
que : |τ | ⩽ 1/ ln x, 1/ ln x ⩽ |τ | ⩽ 1/(ln2 x)1/6 ou 1/(ln2 x)1/6 ⩽ |τ | ⩽ T et désignons ces
intégrales par I1, I2 et I3 respectivement.

Lorsque |τ | ⩽ 1/ ln x, nous utilisons eix = 1 + O(x) pour écrire

φx(τ) = 1
x

∑
n⩽x

(
1 + O

(
τ(ωy(n) − ln2 x)√

ln2 x

))
= 1 + O

 |τ |
x
√

ln2 x

∑
n⩽x

|ωy(n) − ln2 x|

 .

Or, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

1
x
√

ln2 x

∑
n⩽x

|ωy(n) − ln2 x| ⩽ 1
x
√

ln2 x

∑
n⩽x

1
∑
n⩽x

|ωy(n) − ln2 x|2
1/2

= 1√
x
√

ln2 x

∑
n⩽x

|ωy(n) − ln2 x|2
1/2
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Et par l’inégalité de Turán-Kubilius,∑
n⩽x

|ωy(n) − ln2 x|2≪ x ln2 x.

D’où,
|τ |

x
√

ln2 x

∑
n⩽x

|ωy(n) − ln2 x|≪ |τ |

et
φx(τ) = 1 + O(|τ |).

Ainsi,

I1 =
1/ ln x∫

−1/ ln x

|1 + O(|τ |) − φ(τ)|
|τ |

dτ =
1/ ln x∫

−1/ ln x

(
τ 2

2|τ |
+ O(1)

)
dτ ≪

1/ ln x∫
−1/ ln x

dτ ≪ 1
ln x

.

Ensuite, en reprenant l’étape 1 de la démonstration du Théorème 3.21, nous avons

1
x

∑
n⩽x

Gx(n) =
∏
p⩽y

(
1 − 1 − Gx(p)

p

)
+ O

( 1
ln x

)
(x → ∞).

En prenant alors Gx(n) = eiτxωy(n) où τx = τ/
√

ln2 x nous avons, en utilisant |1 + u|= eu+O(u2)

pour tout |u|⩽ 1,
1
x

∑
n⩽x

eiτxωy(n) = exp
−

∑
p⩽y

1 − eiτx

p
+ O

(
τ 2

x

p2

) .

Effectuons un développement limité de l’exponentielle à l’ordre 2

1
x

∑
n⩽x

eiτxωy(n) = exp

∑

p⩽y

iτx − τ 2
x/2 + O(τ 3

x)
p

+ O

τ 2
x

∑
p⩽y

1
p2


= exp

{
iτx ln2 y − 1

2τ 2
x ln2 y + O

(
τ 3

x ln2 y + τ 2
x

)}

= exp
iτx ln2 y − τ 2 (ln2 x − ln3 x)

2 ln2 x

+ O

(
τ 3

ln2 x
√

ln2 x
(ln2 x − ln3 x) + τ 2

ln2 x

)
Donc

1
x

∑
n⩽x

eiτx(ωy(n)−ln2 y) = exp
{

−1
2τ 2 + τ 2 ln3 x

2 ln2 x
+ O

(
τ 3

√
ln2 x

+ τ 2 ln3 x

ln2 x
+ τ 2

ln2 x

)}

= exp
{

−1
2τ 2 + O

(
τ 3

√
ln2 x

+ τ 2 ln3 x

ln2 x

)}

= e−τ2/2
{

1 + O

(
τ 3

√
ln2 x

+ τ 2 ln3 x

ln2 x

)}

Ainsi,

I2 ≪
(1/ ln2 x)1/6∫

1/ ln x

e−τ2/2
(

τ ln3 x

ln2 x
+ τ 2

√
ln2 x

)
dτ ≪ ln3 x

ln2 x
+ 1√

ln2 x
.
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Et enfin, puisque, pour tout (ln2 x)1/6 ⩽ |τ |⩽ T ,

φx(τ) ≪ e−2τ2/π2
,

alors

I3 ≪
∞∫

(ln2 x)1/6

e−2τ2/π2

τ
dτ ≪ 1√

ln2 x
.

Nous avons alors, par l’inégalité de Berry-Esseen,

1
x

∑
n⩽x

ωy(n)⩽ln2 y+z
√

ln2 y

1 = Φ(z) + O
( 1

T
+ I1 + I2 + I3

)
,

= Φ(z) + O

(
1√

ln2 x
+ 2

ln x
+ ln3 x

ln2 x
+ 1√

ln2 x
+ 1√

ln2 x

)

= Φ(z) + O

(
1√

ln2 x

)
.(4.9)

4.3 Étape 3 : étude de la différence des répartitions de la fonction
complète et de la fonction tronquée

Soit fy(n) := ωy(n) − ω(n). Il nous faut encore montrer que la fonction f reste assez petite
asymptotiquement pour ne pas influencer le resultat (4.2). Nous avons par l’inégalité de Turán-
Kubilius (2.1) une majoration de la variance de la variable fy − ln3 x

∑
p⩽x

(fy(n) − ln3 x)2 ≪ x
∑

y<p⩽x

1
p

≪ x ln3 x.

De là, en appliquant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev (1.12), nous déduisons que

1
x

∑
|ω(n)−ωy(n)|>ε

√
ln2 x

1 ≪ ln3 x

ε2 ln2 x
.

Soit z, ε deux réels. Considérons les ensembles donnés par B =
{
n : ω(n) ⩽ ln2 x + z

√
ln2 x

}
et C =

{
n : ωy(n) ⩽ ln2 y + (z + ε)

√
ln2 y

}
.

B = (B ∩ C ) ∪
(
B ∩ C

)
⊂ C ∪

(
B ∩ C

)
Or nous avons

B ∩ C =
{

n : ω(n) ⩽ ln2 x + z
√

ln2 x
}

∩
{

n : ωy(n) > ln2 y + (z + ε)
√

ln2 y
}

⊂
{

n : ω(n) − ωy(n) < ln2 x − ln2 y + z
(√

ln2 x −
√

ln2 y
)

− ε
√

ln2 y
}

⊂
{

n : ω(n) − ωy(n) < ln3 x + z
ln3 x√
ln2 x

− ε
√

ln2 y

}
.

D’après (4.9), nous pouvons alors écrire

1
x

∑
n∈B

1 ⩽
1
x

∑
n∈C

1 + 1
x

∑
n∈B∩C

1 = Φ(z + ε) + O

(
1√

ln2 x
+ ln3 x

ε2 ln2 x

)
.
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Nous savons que Φ est une fonction dérivable, la formule de Taylor-Young nous permet d’ap-
procher Φ(z + ε) par Φ(z) + ε avec une erreur en O(ε). Ceci fournit

1
x

∑
ω(n)⩽ln2 x+z

√
ln2 x

1 ⩽ Φ(z) + O

(
ε + ln3 x

ε2 ln2 x
+ 1√

ln2 x

)
.

Or en dérivant l’intérieur de la parenthèse par rapport à ε, nous trouvons un minimum en

ε =
(

2 ln3 x

ln2 x

)1/3

Donc, pour cette valeur de ε nous avons

O

(
ε + ln3 x

ε2 ln2 x
+ 1√

ln2 x

)
= O

( ln3 x

ln2 x

)1/3
 .

De même, en considérant C =
{
n : ωy(n) ⩽ ln2 y + (z − ε)

√
ln2 y

}
et en écrivant

C = (C ∩ B) ∪
(
C ∩ B

)
⊂ B ∪

(
C ∩ B

)
Nous obtenons la majoration

1
x

∑
ω(n)⩽ln2 x+z

√
ln2 x

1 ⩾ Φ(z) + O

( ln3 x

ln2 x

)1/3
 .

D’où

(4.10) 1
x

∣∣∣∣{n ⩽ x : ω(n) ⩽ ln2 x + z
√

(ln2 x)
}∣∣∣∣ = 1√

2π

z∫
−∞

e−t2/2dt + O

( ln3 x

ln2 x

)1/3
 .

4.4 Vers une optimisation du terme d’erreur
Dans la sous-section précédente, nous avons obtenu un terme d’erreur qui n’est pas opti-

mal. Nous pouvons toutefois nous en approcher. Le théorème que nous allons présenter nous
permettra d’améliorer le terme d’erreur optenu lors de la comparaison entre ω(n) et ωy(n)

Théorème 4.5. Soit f une fonction multiplicative positive ou nulle et A, B réels tels que

•
∑
p⩽y

f(p) ln p ⩽ Ay,

•
∑

p

∑
ν⩾2

f(pν)
pν

ln(pν) ⩽ B.

Alors on a, pour x > 1,

(4.11)
∑
n⩽x

f(n) ⩽ (1 + A + B) x

ln x

∑
n⩽x

f(n)
n

.
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Démonstration. Posons
S(x) :=

∑
n⩽x

f(n)

et introduisons
L(x) :=

∑
n⩽x

f(n)
n

.

Évidemment, pour tout x ⩾ 1, nous avons

(4.12) S(x) ⩽ xL(x).

En remarquant que
x = x

n

∏
pν∥n

pν ,

nous pouvons écrire

S(x) ln x =
∑
n⩽x

f(n) ln
(

x

n

)
+
∑
n⩽x

f(n)
∑
p∥n

ln(p) +
∑
n⩽x

f(n)
∑
ν⩾2
pν∥n

ln(pν).

Désignons ces trois sommes respectivement par S1, S2 et S3. Nous avons clairement

S1 ⩽ xL(x).

Par le changement de variable n = mp dans S2 nous avons

S2 =
∑
n⩽x

f(n)
∑
p∥n

ln(p) =
∑
m⩽x

∑
p ∤ m

p⩽x/m

f(m)f(p) ln(p)

⩽
∑
m⩽x

f(m)
∑

p⩽x/m

f(p) ln(p).

D’après la première hypothèse, nous avons

S2 ⩽
∑
m⩽x

f(m)A x

m
= AxL(x)

Enfin, par interversion de sommations, nous avons

S3 =
∑
n⩽x

f(n)
∑
ν⩾2
pν∥n

ln(pν) =
∑

p

∑
ν⩾2

∑
n⩽x
pν∥n

f(n) ln(pν)

=
∑

p

∑
ν⩾2

∑
m⩽x/pν

p ∤ m

f(m)f(pν) ln(pν)

⩽
∑

p

∑
ν⩾2

f(pν) ln(pν)
∑

m⩽x/pν

f(m)

=
∑

p

∑
ν⩾2

f(pν) ln(pν)S
(

x

pν

)
,

Par l’équation (4.12) nous avons

S3 ⩽
∑

p

∑
ν⩾2

f(pν) ln(pν) x

pν
L

(
x

pν

)
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Puisque L est une fonction croissante, et d’après la deuxième hypothèse, nous avons

S3 ⩽ xL(x)
∑

p

∑
ν⩾2

f(pν) ln(pν) x

pν
⩽ xL(x)B

Donc nous avons bien
S(x) ⩽ (A + B + 1)L(x).

Ce qui achève la démonstration.

Rappelons que y := x1/ ln2 x et choisissons fy(n) = e(ω(n)−ωy(n))−K ln3 x, avec K une constante
positive. Nous voulons appliquer le Théorème 4.5 à cette fonction. Vérifions que fy satisfait les
deux hypothèses du théorème.

(4.13)
∑
p⩽y

fy(p) ln(p) = e−K ln3 x
∑
p⩽y

ln(p)

Or,

∑
p⩽y

ln(p) =
∑
p⩽y

p∫
1

dt

t
=

y∫
1

1
t

 ∑
t⩽p⩽y

1
 dt ⩽

y∫
1

1
t

∑
p⩽y

1
 dt =

y∫
1

1
t
π(y)dt ≪ y

ln y
ln y = y.

Ainsi ∑
p⩽y

fy(p) ln(p) ≪ e−K ln3 xy ≪ y

donc la constante A de l’énoncé est une constante absolue. De plus,

∑
p

∑
ν⩾2

fy(pν)
pν

ln(pν) = e−K ln3 x
∑

p

∑
ν⩾2

e(1−ωy(p)) ln(pν)
pν

⩽
∑
p⩽y

∑
ν⩾2

ln(pν)
pν

+ e
∑
p>y

∑
ν⩾2

ln(pν)
pν

≪
∑

p

∑
ν⩾2

ln(pν)
pν

Et nous pouvons montrer de même que précédemment que cette somme est finie. Soient K et
c deux constantes positives à déterminer.

1
x

∑
n⩽x

ω(n)−ωy(n)>K ln3 x

1 ⩽
1
x

∑
n⩽x

ω(n)−ωy(n)>K ln3 x

ec(ω(n)−ωy(n))−K ln3 x ⩽
e−Kc ln3 x

x

∑
n⩽x

ec(ω(n)−ωy(n)).

Toujours par le même raisonnement, nous avons

1
x

∑
n⩽x

ω(n)−ωy(n)>K ln3 x

1 ≪ e−Kc ln3 x

x

∏
y<p⩽x

(
1 + ec − 1

p

)

= 1
x(ln2 x)Kc

exp
(ec − 1)

∑
y<p⩽x

1
p

+ O

(
1
p2

)
≪ exp {(ec − 1) ln3 x} ln2 x−Kc

= (ln2 x)ec−1−Kc .(4.14)
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Or
ω(n) ⩽ ln2 x + z

√
ln2 x = ln2 y + ln3 x + z

√
ln2 x

implique

ωy(n) ⩽ ln2 y + ln3 x + z
√

ln2 x = ln2 y +
√

ln2 x

(
z + ln3 x√

ln2 x

)
.

Or, √
ln2 x ⩽

√
ln2 y + ln3 x√

ln2 x
.

Donc,
ωy(n) ⩽ ln2 y + z1

√
ln2 y

avec
z1 = z + O

(
ln3 x√
ln2 x

)
.

Ainsi,

1
x

∑
n⩽x

ω(n)⩽ln2 x+z
√

ln2 x

1 ⩽
1
x

∑
n⩽x

ωy(n)⩽ln2 y+z1
√

ln2 y

1 = Φ(z1) + O

(
1√

ln2 x

)
= Φ(z) + O

(
ln3 x√
ln2 x

)
.

De même
ωy(n) ⩽ ln2 y + z

√
ln2 x − 2 ln3 x = ln2 x − 3 ln3 x + z

√
ln2 x

donc
ω(n) ⩽ ln2 x + z

√
ln2 x

ou
ω(n) − ωy(n) > 3 ln3 x.

Donc
1
x

∑
n⩽x

ω(n)⩽ln2 x+z
√

ln2 x

1 ⩾ Φ(z) + O

(
ln3 x√
ln2 x

)
+ E.

En reprenant la majoration (4.14) avec K = 3 et c = ln(3) nous obtenons

E ≪ (ln2 x)2−3 ln(3) <
1

ln2 x
.

Ainsi,
1
x

∑
n⩽x

ω(n)⩽ln2 x+z
√

ln2 x

1 ⩽ φ(z) + O

(
ln3 x√
ln2 x

)
.

D’où
1
x

∣∣∣∣{n ⩽ x : ω(n) ⩽ ln2 x + z
√

(ln2 x)
}∣∣∣∣ = 1√

2π

z∫
−∞

e−t2/2dt + O

(
ln3 x√
ln2 x

)
.

Le terme d’erreur trouvé ci-dessus est plus proche du terme d’erreur optimal que celui obtenu
précédemment en 4.10. Il n’est pas possible, avec les outils dont nous avons fait usage, de
l’améliorer d’avantage. Ce dernier terme d’erreur est tout de même satisfaisant.
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5 Conclusion

Durant ce mois de stage, j’ai d’abord dû entreprendre une démarche d’appropriation et
d’approfondissement des différentes notions et méthodes classiques de la théorie des nombres.
Le théorème d’Erdős-Kac est un sujet qui a été beaucoup étudié. Il est toujours, à ce jour, au
cœur de certaines thèses et recherches puisqu’il est un outil phare de cette théorie. Mon travail
fut d’en trouver une démonstration en utilisant à la fois une variante effective du théorème de
Delange, et quelques outils de la théorie des probabilités, comme le théorème de continuité de
Lévy ou encore l’inégalité de Berry-Esseen. J’ai pu également améliorer le terme d’erreur avec
une borne exponentielle tout en constatant que le terme d’erreur optimal n’est pas atteignable
avec les outils utilisés. Pour obtenir ce terme d’erreur, la démonstration la plus directe utilise
la méthode de Selberg-Delange.

Mon stage à l’Institut de Mathématiques Élie Cartan a été une initiation très instructive dans
le domaine de la recherche. J’ai pu observer le quotidien d’un chercheur de renom et j’ai été
amenée à découvrir sa grande pluralité (travaux personnels ou en collaboration, participation
ou organisation de conférences et séminaires, participation aux jury de différents évènements
comme des soutenances de thèses ou harmonisations des notes du Baccalauréat, ouvertures
à d’autres domaines comme la littérature, etc.). Ce stage m’a également permis d’assister
à quatre séminaires de théorie des nombres. Pour conclure, assister à ces différents travaux
menant à des échanges, des partages de connaissances ou compétences entre chercheurs m’a
particulièrement touchée et m’a finalement ouvert les portes de la recherche.
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