TD 3 - Exercice 5 Minoration de la dérivée seconde

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé et f : [0,1] — E une fonction de classe C2 vérifiant £(0) = f/(0) = /(1) =0
et ||f(1)]| = 1. Montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que || f”(c)| = 4.

Résolution. La fonction f est de classe C? sur les deux intervalles [0,1/2] et [1/2, 1]. Nous pouvons donc appliquer
I'inégalité de Taylor-Lagrange sur ces deux intervalles:

Hf (;) - f(0) - ;f’(O)” < é ||f/’|| [0, 1/2] ”f//H i.e. Hf (;) H < %Hf”HOO,

Hf (;) - f(1) = ;f’(l)‘ Z ||f'/H q1/21] S é Hf//”oo i.e. Hf (;) _ f(l)H < é Hf//”OO

En mettant ensemble ces deux inégalités, nous trouvons:

=1l = -1 (5) 41 (5)| < -1 (3)] 7 (3)] < § 1710 + 5171 = 3170

Ainsi, || f"]|,, = 4 et, par définition de la norme |[|-|| , il existe un ¢ € [0, 1] tel qu’on ait I'inégalité demandée. [

TD3 - Exercice 7 Dérivabilité de la racine
Soit f : R — RT une fonction de classe C2. Montrer que la fonction /f est dérivable sur R si et seulement si,
pour tout g € R tel que f(zg) =0, alors f”(xg) = 0.

Résolution. 11 est clair que la fonction \/f est dérivable en tout point = € R tel que f(z) # 0 comme composée
de deux fonctions dérivables. Soit maintenant zg € R tel que f(xg) = 0. Alors, puisque f est & valeurs positives,
cela implique que xy est un minimum (global) de f et donc:

f(xo) =0 et f"(z0) > 0.

La fonction est de classe C? donc on peut faire un développement limité & I’ordre 2 de f en x( et on a pour tout
h > 0:

Flo + 1) = (o) + b (o) + 51" (z0) + W2e(h),

N . N oy h—0 . . A . ;
ol ¢ est une fonction & valeurs positives telle que e(h) — 0. En simplifiant grace aux observations précédentes
et en prenant la racine carrée, on obtient le taux d’accroissement suivant:

Va0 +h) = /TGo) _ I+ h) _ B [77(w0)

h h h 2
Il s’agit de montrer que le taux d’accroissement converge vers 0 lorsque h — 0% si et seulement si f”(xq) = 0.

e Si f"(xg) = 0, alors on obtient

VI@o+h) —/flw) _ |k
h

+
e(h) "=00 .

h
~—
borné par 1

La fonction est donc dérivable en z.

e Si f”(z9) # 0, on obtient

\/f(ffo-*-h})L B f” +5 iHo+ /f”
\/f(onrh})L Vf (o) |h| f” H = /f”

Le taux d’accroissement de +/f en x¢ n’admet pas de limite (deux valeurs du taux d’accroissement dif-
férentes). La fonction n’est donc pas dérivable en xg.

et

O



TD3 - Exercice 13 Inégalité de Kolmogorov
Soit E un espace vectoriel normé. Soit f € C2(R, E). On suppose que :

[ flloe <00 et [[f"]loc < +o00.

1. Montrer que f’ est bornée et méme que pour tout A > 0 :

20fllse Pl Nl
h * 2

1Moo <

2. En déduire :

1 oo < 2311 llsc 1" lloo-

3. Reprendre la question 2 et montrer l'inégalité de Kolmogorov :
1 1loe < V2l f lloo 1f" Nl

Résolution. 1. Soit x € R. Pour tout h > 0, f est C? sur [z,x + h]. Ainsi, on peut appliquer I'inégalité de
Taylor-Lagrange a f sur [xz,x + h| & Pordre 2:

£+ 1) = F@) = P @RI < 1y < o 1
D’ou, par inégalité triangulaire, ,
PP @< 1 e+ 2
Le membre de droite est indépendant de  donc on peut passer a la borne sup et il vient

2lflloe Al oo

!
<
T ;

2. Puisque l'inégalité précédente est vraie pour tout h > 0, on recherche le minimum de la fonction:

2/ flloe I loo
che .
g no T2
La dérivée de cette fonction est donnée par
20| flloe [ Mloo
"his — i
g 2 2

Ainsi, ¢’(h) > 0 signifie

1Mo h* 2 4l Ml dee /Il = 24/ 1f |-

On remarque alors que || f”|| ., = 0 si et seulement si f” est la fonction nulle, si et seulement si f” est une
fonction constante (provient de I'inégalité des accroissements finis pour fonctions & valeurs vectorielles et
du fait que R est connexe). De méme, f’ est constante si et seulement si f est de la forme x +— ax + b qui
n’est pas borné. Donc I'hypothese || f||., < +oo implique que f” n’est pas nulle: on peut donc diviser par

lf"] .- Alors
g(h) 20 h>2 TR

et on trouve donc le minimum de g ce qui donne:

1 oo < 24/ 11 lloo 17l -

3. La majoration trouvée en 1. n’est pas assez précise pour obtenir /2 et non pas 2 en facteur de la racine.
Pour avoir une majoration satisfaisante, on aimerait utiliser une formule du cours qui nous donne une égalité
avec reste. Le probléeme est que nous avons une fonction & valeurs vectorielles et le seul résultat donnant
une égalité dans ce cas requiert la complétude de E. On doit donc ruser un peu. Pour tout z € R et tout
h>0,ona

fl@+h) = f(2) + hf'(@) + (f(z +h) = f(z) = hf'(2)),



flx —h) = f(x) = hf'(z) + (f(x — h) = f(x) + hf'(x)).
En soustrayant la premiere égalité a la deuxieme, on obtient
fla+h) — flz—h) =2hf'(x) + (f(x +h) — f(z) = hf'(z)) = (f(x — ) — f(z) + hf'(2)).

On utilise & nouveau la formule de Taylor-Lagrange sur les parentheses, et on a

h2
20 [ f" @) < 20 flloe + 25 1" lec -

Le membre de droite est indépendant de x donc on peut passer a la borne sup et on obtient la majoration
légerement plus précise que 'on voulait. Il suffit de refaire le méme travail de minimisation de la question
2.sur g:he £l + 211 #7]l. et on obtient le résultat de la question 3.
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