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Soient K un corps et n € N*. On considére L une extension de K, finie de degré n. On fixe a dans
L et on note p,/k o son polynéme minimal. On considere également une matrice M € M,,(K), et on
note i, ps son polyndéme minimal. Dans toute la suite, p désigne respectivement pir,/x o ou pr ar (en
fonction du contexte), d désigne le degré de p, et R ’ensemble correspondant K[a] = {P(a)|P € K[X]}
ou K[M]={P(M)|P € K[X]} .

Valable pour o € L/K et

M e M, (K) Valable pour
Valable pour - € L/ K (notation générique x = « M e M, (K)
ou M)

Définition
du polynoéme
minimal,
justification
de son
existence

Cf. ci-contre.

Considérons I'application
o, de K[X] dans M,,(K)
ou L, qui & P associe
P(x). C’est un
morphisme de
K-algebres. Donc
Ker(®,) est un idéal non
nul (car L et M,,(K) sont
de dimension finie) de
K[X], qui est principal.
Donc 3!y € K[X] unitaire
tel que Ker(®,) = ().
1 est le polynéme
minimal de z.

Cf. ci-contre.

Description
de R

Cf. ci-contre.

R~ K[X]/(1)

Cf. ci-contre.

w est-il
irréductible
sur K7

(01U)1

Par ’absurde : si on avait
(P,Q) € K[X] non
constants tels que

u = PQ, alors on aurait
(par intégrité du corps K)
P(a) =0 ou Q(a) = 0.
Comme P, Q|u, ceci
contredirait la minimalité
de p comme polynoéme
annulateur de a.

NON
Pour M = 8 (1)7ona

par(X) = X2 réductible
(M matrice nilpotente) .




1 est-il
irréductible
sur L7

Par définition, u(a) = 0.
Donc (X — a)|p dans
L[X]. Donc p est
irréductible sur L ssi
u(X) = (X - a). Or,
u € K[X]. On obtient
donc que p est
irréductible sur L ssi
ac K.

NON

Pour 0 ¢ 77 et

= (inle) oot

on a pp(X) =
(X — e)(X — e=19)
qui est irréductible sur R
mais réductible sur C.

W est-il a
racines
simples sur
son corps de
décomposi-
tion ?

Si K est parfait (i.e. si
K est de caractéristique
nulle ou si K est de
caractéristique premiere p
et tel que le morphisme
de Frobenius @ : z +— 2P
est surjectif), alors p est
a racines simples sur
son corps de
décomposition. En
effet, si K est de
caractéristique nulle,
alors p est scindé a
racines simples sur L ssi
1 est premier avec u', ce
qui est le cas car p est
irréductible sur K. Si K
est de caractéristique p
premiere, alors cette
propriété est vraie si le
morphisme de Frobenius
est surjectif.

Sinon, ce résultat est
faux en général.

NON
PourM:(?) é ,ona

pc v (X) = pp(X) =
X? , qui n’est pas &
racines simples.

R est-il un
espace
vectoriel sur
K de
dimension
finie 7

Cf. ci-contre.

OUI

R est un espace vectoriel
de degré d, dont une base
est donnée par
5= (T, XT1).
En effet, soit P € K[X]
et notons P = Qu+ S sa
division euclidienne dans
K[X]. On a alors
deg(S) < d. Or, par
définition de u, on a
P(z) = S(x), ce qui
permet de conclure.

Cf. ci-contre.




R est-il un
sous-anneau

Cf. ci-contre.

oul

Cf. ci-contre.

%&L(;gjg' R est I'image d’un
" ) morphisme d’algebres.
R est-il une oul

K-algebre ?

Cf. ci-contre.

R est I'image d’un
morphisme d’algebres.

Cf. ci-contre.

(010)1
R est-il . .
commutatif 7 Cf. ci-contre. K est commutatif, et R Cf. ci-contre.
est un quotient de K[X]
commutatif.
OUI (et c’est un
résultat important!)
A-t-on {R R inteégre
intégre = R Cf. ci-contre. ntegre Cf. ci-contre.
& p est irréductible
corps }? .
< (u) est maximal (car
K[X] est principal)
< R~ K[X]/(1) est un
corps.
Oul
R ~ K[X]/(p) est integre
R est-il R est un sous-anneau de / ssi (u) est premier
integre 7 L, qui est un corps. En ssi p est irréductible
particulier, R est donc (car K[X] est principal).
toujours un corps, donc
integre.
R est-il %e ouUT
plus petit
sg:siaaréiau Tout anneau contenant K
P- Cf. ci-contre. et x contient également Cf. ci-contre.
de M, (K))
K|z]. Donc R = K|z] est
contenant K .
et a (resp. le plus petit sous-anneau
K et M)? de L verlﬁ.a,nt, cette
propriéte.
R est-il le
plus petit oUT
SOUS-COrPS
de L (resp. CE. cidessus, R ost / C’est le cas ssi R est. un
de M, (K)) | . .. . corps commutatif.
integre et est le plus petit
contenant K
et a (resp. sous-anneau de L
K et M)? contenant a K et a.




oul

Si K/ est

une

extension de
K, a-t-on
MK M =

KM

Soit K’ une extension de
K. Alors ,LLK/,M|PJK7M-
Par ailleurs,
deg(pr,m) =
dim (VectK/ ((Mk)keN)) =
rgK’ ((Mk)keN). Or, le
rang d’une famille de
vecteurs est invariant par
extension de corps (cf.
pivot de Gauss). Donc
deg(prcr, )
rgrr (M*)pen) =
rgi (M*)ren) =
deg(tx ). Etant donné
que pg p et pgr v osont
tous deux unitaires, la
relation de divisibilité et
I’égalité des degrés
donnent bien
MK M = UK M-

Si K’ est
une
extension de
K etsi K’
est
également
un
SOuS-Ccorps
de L

contenant a,

a € K', donc on a bien
MK JK,a = ML/K,o-

En revanche, on n’a pas
1

HPL/K,ao = HL/K',«
En effet, si « € K'\ K,
alors iy, /g0 = (X — ),
mais comme « ¢ K on ne

a-t-on
HE'JK,o = peut pas avoir fir,/ ko de
HL/K,a degré 1.
et/ou
HL/K,a =
HL/K' o ?




