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On considére deux K-espaces vectoriels F, F' dimensions finies n, p.

Question 1. Soit f : E — F une application linéaire. On considére B = (ey, ..., e,,) une base de E et
C = (f1,...., fp) une base de F. Alors la matrice de f dans les bases B et C est la matrice A = Mpc(f)
ou

Vie{l,..n}, fle) = aifi.
=1

Question 2. Nous avons alors
ker(f) = {a? ek, f(l’) = OE} = {117 ek, MB,C(f) MB(.T) = Op} = {$ ek X= MB(z) S keI‘(M&c(f))}.
——
=X
Autrement dit, pour tout x € F,

x €ker(f) <= X = Mp(z) € ker(Mpc(f)).

Question 3. On considére une base B’ de E. Alors la matrice de passage de la base B a la base B’ est
la matrice
P = Mp g(idg).

Autrement dit les colonnes de P sont les vecteurs de la base B’ exprimés dans la base B.

Question 4. Avec b, b’ deux bases de E, nous avons, pour tout u € F,
X' = My (u) = My (idg) Mp(u) = My (idg) X.
Question 5. On considére C’ une base de F. Alors la formule de changement de bases est
Mpc(f) = Mer c(idg)Mpr o (f)Mp,p (ids).

En effet nous avons f = idg o f oidg et on conclut grace & la matrice d’'une composée d’applications
linéaires.

Question 6. Soient A, B € M,,(K). Alors on dit que A et B sont équivalentes s’il existe P, Q € GL,(K)
tel que
A= PBQ.

Et on dit que A et B sont semblables s’il existe P € GL,(K) tel que
A=PBP™ .

En particulier semblables implique équivalentes en prenant Q = P~ 1.

Question 7.

Question 8. Peur-¢uelleloitensemble-Siest-i-unpgroupe?—te-démontrer:

Question 9. Mentrer-de-quel-eardinal-estleproupesymétrigues

Question 10.

Question 11.
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Question 13. On définit le déterminant par récurrence sur n € N*.
e Pour tout a € K,det((a)) = a.

e On suppose que le déterminant est défini pour les matrices carrées de taille n € N*. Alors, pour
tout A € My11 n+1(K), on définit son déterminant par

n+1
det(A) = i(—l)lﬂau det(Ay;)

j=1

o, pour tout j € {1,....,n + 1},Z1j € M, »n(K) est la matrice A sans sa premiére ligne et sans sa
j-iéme colonne.

Question 14. Peu important

Meéthode simple indirect : On suppose que 'on a démontré précédemment le développement par rapport

a n’importe quelle colonne. Soient j € {1,...,n},A € K et Cy,...,C,,C € K*. On note (C1,...,Cp) =
C1

(Cij)i<ij<n €t C = . Alors on développe par rapport a la j-iéme colonne.

Cn

det((C’l, ceey Cj71> )\CJ + O, Cj+1, ceey Cn+1>)

= Z(_l)i+j()\cij + Ci) det((Cl, . Cj*h )\Cj +C, Cj+1, ey Cn)”)
i=1

= )\ Z(*l)iJerij det((Cl, ceny Cj—la )\C] -+ CV7 Cj+1, ceny Cn)”)
=1

=(C1,.--,Cj=1,C5,Cj41,--,Cn)

+ Y (1) e; det((Ch, ., Cj—1,ACj + C, Cjia, o))

i=1

= )\det((Cl, ey Cj_l, Cj, Oj+1, ey Cn)) + det((C’l, ey Cj_l, C, Cj+17 ey Cn))

Méthode compliquée directe : On sert de la définition du déterminant par récurrence et par développe-
ment selon la premiére ligne. On procéde par récurrence sur n € N*.

e Pour tout A, a,b € K,

det((Aa + b)) = Aa + b= Adet((a)) + det((b)).

e On suppose que l'application déterminant est linéaire par rapport & chaque colonne pour les ma-
trices carrées de taille n. Soient i € {1,...,n+ 1}, € K et C1,...,Cry1,C € K* 1. On note
C1

(Ch,y ..., Cn) = (Cij)i<i<nt1,1<j<n €t C = ; . Alors, par définition du déterminant par

Cn+1



développement selon la premiére ligne,

det((Ch, ..., Ci—1, AC; + C, Ciqa, ..., Cpga))
n+1
— 2:(—1)3""—1 (C1, ., Ci1, AC; + C, Cigay oy Cpga )15 det((Chy oo, Ci—1, AC; + C, Cigay o, Cn+1)1j)

j=1
_{ ey siojAi
)\clj—i—cl si j=1
n+1
= Z (_1)1+jcljdet((01,...,Ci,l,)\CZ-—i—C,CZ-H,...,CnH)U)
J=1,j#i

=\ det(@lj)+det((cl,...,Ci_l,C,Ci+1,...,cn)1j)

+(—1)1+i(>\01i + Cl) det((01, e Ci_1, MC5 + C CZ‘+1, ey C”'f‘l)li)

=C1;=(C1,..,Ci-1,C,Cit1,..,Cnt1)1;

n+1 n+1
= A Z (—1)1+j01jd€t<61j)+ Z (_1)1+jcljdet<01»---,CiflaC7Ci+17~-~7Cn+11j)
j=1,j#i j=1,j#1

+/\(—1)1+i01,‘ det(éli) + (—1)1—”01 det((C’l, e Ci_1, C, Ci+1, ey Cn)
= )\det((Cl, ceny Cn)) + det((Cl, ceny Cifl, C, CZ‘+1, ceey Cn))

Le théoréme de récurrence permet de conclure.

Question 15. Peu important

On commence par montrer la question suivante. Nous allons nous en servir. En effet on considére
A= (C,...,C,) € M,(K) tel qu'il existe ¢, € {1,...,n} distincts tels que C; = C;. Alors, par échange
des colonnes C; et C; on obtient d’aprés la question suivante det(A4) = — det(A) avec A = A obtenue en
échangeant les colonnes C; et C; identiques. Donc

det(A) = — det(A) = — det(A)
ie. det(A) =0.

Question 16. Peu important
On procéde par récurrence sur n > 2.

o Soit A = (aij)1<ij<2 € Ma2(K). Alors, en notant A la matrice obtenue en échangeant les colonnes
de A, nous obtenons

det(A) = a12a21 — arrazs = —det(A).

e On suppose le résultat vrai au rang n > 2. Soient A = (C1,...,Ch) € Myut111(K) et dg,jo €

{1,...,n + 1} distincts qu’on suppose vérifier ig < jo quitte a les échanger. On note A la matrice
obtenue en échangeant les ig-éme et jo-iéme colonnes Alors, pour tout j € {1,...,n+1}, si j # 4o, jo

alors Ay ; est obtenu en échangeant les colonnes ig et jg, d’ou, par hypothése de récurrence,

det(A; ;) = — det(Ay;).

Puis

Lol e ol

Jo—1°"ig T jo+12 "

=M, ..,cM o

Ay, =(C1, ... ChoyCigy ey Cn) WO Ol o)

1,io

N 1 PR . . 1
ol 'on note C’i( ) € K" la i-iéme colonne de A sans le premier ccefficient. Alors pour replacer Ci(o)
a sa place en ipi-éme colonne il faut effectuer les opérations successives

oV el ol e V) oM+ oM

Jo—17 i Jjo—27 v ) io—1"

En particulier il faut effectuer jo—igo—1 permutations de colonnes, donc par hypthése de récurrence,

det(A 5) = (1) =01 det(A, ;, ).



De méme _ o B
det(Ay ;,) = (1)~ det(A; ;).

Par conséquent

det(A)
n+1 .
= Z(—1)1+ja1j det(ﬁlj)
j=1
ntl _ _ _
= > (=D)"agjdet(Ay;) + (=1)T0 det(Ay,) + (—1)H0 det(Ay )
j=1,j%i0.jo
n+1
= — Z (—1)1+ja1jdet(zlj)
j=1,3#i0,jo
+ (—D)H(=1)e o det(Ayg, ) + (1) (=1)70 70 det(Ays,)
= (-1)t+50 ——(-1)+io
n+1
= —Z(—1)1+ja1j det(le)
J=1
= —det(A4).

Le théoréme de récurrence permet de conclure.

Question 17. On considére une famille de vecteurs (uq,...,u,) € E™ et C; = Mp(u;) € R™ pour tout
i € {1,...,n}. Alors cette famille est une base si et seulement si det((C4,...,Cy)) # 0. Pour le montrer
on procéde par double implications.

e On suppose que la famille (uq, ..., u,) est une base. Alors la matrice (C1, ..., Cy,) est de rang n donc
est inversible. Ainsi, d’aprés la question 24,

det((C1, ..., C)) 2 0.

e On suppose que la famille (uq, ..., u,) n’est pas une base. Alors, comme il s’agit d’une famille de n
vecteurs, elle n’est ni libre, ni génératrice. En particulier il existe A1, ..., A, € K non tous nuls tels

que
n

> Aiui = 0g
i=1

i.e., en passant a la matrice colonne selon la base B,

zn:Aic,» =0,
i=1

Ainsi il existe ig € {1,...,n} tel que A\;, # 0. Donc

Cio = — Z )\ch

10 i=1,iig

1
Ainsi on peut effectuer 'opération C;, <— C;,+ SV P iio ACi pour obtenir, d’apres la question
19,

1o
det((Cl, ceey Cn>) = det((Cl, ceey Ciofl, On, Ci0+1, ceey Cn) =0
ou la derniére égalité est justifiée par linéarité du déterminant selon la ip-iéme colonne.

Question 18. L’endomorphisme f: E — E est un isomorphisme si et seulement si

det(f) = det(Mp5(f)) # 0.



Pour le montrer on utilise le fait que f est un isomorphisme si et seulement si (f(ey), ..., f(e,)) est une base
de E ot lon note B = (eq,...,e,). Or, d’apres la question précédente, si I’on note C; = f(e;) € K pour
tout i € {1,...,n}, alors la famille (f(ey), ..., f(e,)) est une base de E si et seulement det((C1, ...,Cy)) # 0.
Donc on obtient que f est un isomorphisme si et seulement si

det(f) = det(Mp.5(f)) = det((C1, ..., C)) # 0.

Question 19. Le déterminant est inchangé par ajout d’une combinaison linéaire d’autres colonnes &
une colonne. Pour le montrer on considére Cy,...,C,, € K" i € {1,...,n} et A1, .y Mim1, i1, o0y A € KL
Alors, par linéarité du déterminant selon la i-iéme colonne,

det Ci,....Ci_1,C; + Z )\ +1,...,Cn
J=1,j#i
= det((C4, ..., Cy, Z Ajdet((Chy oy Cim1, Cjy Cigny vy Cn)).
Jj=1,j#i

Or, pour tout j € {1,...,n} tel que j # i, nous avons
det((C1, ..., Ci—1,Cj,Ciy1, ..., Cp)) = 0

car il y a deux colonnes C; dans cette matrice. Donc

det | [ Crios Cit, it D XG5, Cigay oy Cn | | = det((Cy, ..., C)).
j=1,j#i

Question 20. Si l'on considére Ci,...,C,, € K", i € {1,...,n},i € {1,...,n} et A € K alors, par linéarité
selon la i-iéme colonne,

det((C’l, Y Ci—l, /\Oz, Ci+1, veey On) = )\det((C’l, ceny Cn)).

Question 21.
Question 22. Soit A € M,,(K). Alors det(AT) = det(A).
Question 23. Soient A, B € /\/ln(K) Alors det(AB) = det(A) det(B).

Question 24. » 5 g
deﬂﬂeﬁd&ﬂ&eee&&l&de%eﬁﬂmaﬂﬁdehﬂvefsed&}a—ﬂm On procede par double 1mphcat10ns

e On suppose que A est inversible. Alors AA~! = I,,. Donc, d’aprés la question précédente,
det(A)det(A™') = det(I,) = 1.
Ainsi det(A) est non nul et (det(A))™! = det(A71).
e Réciproquement on suppose que det(A) # 0. Alors, d’aprés la question 17, la famille (C, ..., C},)

est une base de K™. Ainsi si on note B = (ey, ..., e,) la base canonique de K™ et C = (C4, ..., Cp).
Alors

Vi € {1,...,n}, C; = Ae;.
Donc A envoie la base B sur la base C, donc est un isomorphisme.
Dans ce cas, d’aprés le premier point, nous avons (det(A))~! = det(A~1).

Question 25. On dit que f : E — FE est diagonalisable s’il existe une base B de E telle que Mg 5(f)
est diagonale.

Question 26. Montrer qu’une symétrie est un endomorphisme diagonalisable. On considére une symétrie
s:E — E. Alors F = ker(s —idg) et G = ker(s +idg) sont supplémentaires dans £ : E = F@®G. On
considére une base (u1,...,u,) de F' et une base (41, ..., u,) de G. En particulier

Vie{l,..,r}, s(w)=u;, Vje{r+1,..,n}, s(u;)=—u;.

Alors B = (uq, ..., up) est une base de F et

I, Orn—r
MB,B(S) = < 0. I’_ )

est diagonale.



Question 27. On dit que v € F est un vecteur propre de f si v # O et il existe A € K tel que f(v) = Av.
De méme on dit que A € K est une valeur propre de f 8’il existe v € E tel que v # 0 et f(v) = Av. Dans
ce cas on dit que v est un vecteur propre de f associé a la valeur propre \.

Question 28. Nous avons par formule de changement de bases et formule du déterminant d’un produit
de matrices et de I'inverse d’une matrice,

det(Mp g (f)) = det(Mp s (idg)) det(Mp 5(f)) det(Mp 5 (idg)) ™" = det(Mgs(f)).

Question 29. Pour déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme on peut calculer son polynéme
caractéristique Py = det(f—Xidg), dans ce cas les valeurs propres de f sont exactement les racines de Py.
On peut également chercher les A € K tels que det(f—Xidg) = 0 ou encore tels que ker(f—Xidg) # {Og}.

Question 30. Pour chaque valeur propre A € K de f, on cherche une base des sous-espaces propres

E\(f) = ker(f — Midg).

Question 31. Donner la définition du polynoéme caractéristique d’un endomorphisme. Le polyndéme
caractéristique de f est Py = det(f — Xidg). Autrement dit, pour n’importe quelle base B de E et

A= MB,B(f);
Pf = det(A — an) = Py.

Question 32. Nous avons deg(Py) = n.
Question 33. On procéde par double implications.
e On suppose que f est diagonalisable. Alors il existe une base B = (uy, ..., uy,) de E telle que
A (0)
Mgps(f) = :
(0) An

Alors, pour tout @ € {1,...,n}, f(u;) = Au;. De plus les u; sont non nuls car forment une famille
libre. Donc les u; sont des vecteurs propres de f.

e Réciproquement on suppose qu'’il existe une base B = (uy, ..., u,) de E formée de vecteurs propres
de f. Alors pour tout i € {1,...,n}, il existe \; € K tel que f(u;) = A\;u;. Donc

A (0)
Mps(f) =
(0) An
Donc f est diagonalisable.
Question 34. Soit A € K valeur propre de f. Alors le sous-espace propre de f associé a la valeur \ est
E\(f) = ker(f — Midg).

Question 35. Soient \q,..., A\, € K les valeurs propres distinctes de f. On procéde par récurrence sur
ke{l,..,r}.

e Pour £k =1il n’y a rien a faire.

e On peut faire pour k = 2 pour comprendre ce qu’il se passse. Soient u; € Ey, (f) et us € Ex,(f)
tels que
up +usy = 0g.

Donc
AUy + Agug = f(ul) + f(UQ) = f(ul +u2) = f(OE) =0g.

Or nous avons également
Arug + Aug = A (ug + u2) = M0 = 0g.
Donc par soustraction des deux égalités précédentes
(A2 — ADug = Aug + Agug — (Mug + \uz) =0 — 0 = Op.
Or Ay # A\, donc ug = 0. Par conséquent uy = uy + ug = 0. Ainsi Ey, (f) ® Ex,(f)-



e On suppose le résultat vrai au rang k € {2,...,r — 1}. Soient uy € Ex,(f),...,up+1 € Ex, (f) tels

que
Ul + ...+ Uk+1 = OE
Alors
Aug + ...+ )\k+1uk+1 = f(ul) + ...+ f(uk+1) = f(’LL1 + ...+ uk+1) = f(OE) =0g.
De méme

A1l F oo+ App1Upt1 = Mpp1 (w1 + oo + upr1) = Aep10p = 0.

Donc, par soustraction des deux égalités précédentes,

(M — Mgr)ur + oo+ (Mg — Xgr1)ur = 0p.
Or, par hypothése de récurrence, Ey, (f) @ ... ® Ex,(f), donc

(A — Mer1)ur = oo = (Mg — Apar1)ug = 0g.
Or les A\;, 1 < i < k, sont tous distincts de Agy1, donc

Uy =....=ug =0g.
On en déduit que
Ug+1 = UL + ... U + Upy1 = 0p.
Ainsi Ey, (f) ® ... ® Ex,,, (f)-
Question 36. On procéde par implications cycliques.
e On suppose que 'endomorphisme f est diagonalisable. On note Aq,..., A, les valeur propres dis-

tinctes de ’endomorphisme f. Alors il existe une base

(1 1 2 2 r 7‘)

Uy ey Uy s ULy ey Uy ey Uy g ey Uy

de l'espace E composée de vecteurs propres de I’endomorphisme f ot 'on a noté, pour tout
i€ {1,...,r} ul, ,ujl les vecteurs propres associées a la valeur propre \;. Alors nous avons
n =mni + ..+ n, et, comme, pour tout i € {1,...,r}, (ui,...,ul ) est une famille libre (car extrait
d’une base) du sous-espace propre Ej,(f), nous avons aussi n;, < dim(FEy,(f)). Or nous avons
également que

E)\l (f) D...D E,\T(f) C E.

Par conséquent
n=ny+..+n, <dim(Ey, (f)) + ... +dim(Ey, (f)) = dim(Ey, (f) ® ... ® Ex.(f)) < dim(E) =n.

Donc toutes les inégalités sont en fait des égalités. En particulier dim(Ey, (f) & ... ® Ex.(f)) =
dim(E) et ainsi les sous-espaces propres sont supplémentaires dans FE

Ex(f)®..® B (f) = E.

e On suppose que
Ex(f)®..®E\ (f) =E.

Alors .
> dim(B, (f)) = dim(E).

e On suppose que
T
S dim(Ey, (f) = dim(E).
i=1
Or les sous-espaces propres sont déja en somme directe, donc ils sont supplémentaires dans E :

Ex(f)®..@Ex\(f)=E.

Pour tout i € {1,...,7}, on considére une base (u},...,ul, ) du sous-espace propre Ej,(f) ou I'on

note n; = dim(E),(f)). Alors, par concaténation, la famille (uf,...,up ,...,ul,...,u], ) est une
famille libre de ny + ... + n, = dim(E), (f) @ ... ® Ey, )(f)) = dim(F) vecteurs. Donc il s’agit d’une
base de I'espace E composée de vecteurs propres de ’endomorphisme f. Ainsi ’endomorphisme f

est diagonalisable.



Question 37. On suppose que f admet n valeurs propres distinctes Aq,..., A\, € K. Alors, pour tout
i € {1,..,n}, il existe u; € E),(f) non nul. Or les Ey,(f) sont en somme directe, donc la famille
(u1, ..., up) est une famille libre de n vecteurs propres, donc est une base de E composée de vecteurs
propres de f. Donc f est diagonalisable.

Question 38. La réciproque de la question précédente est-elle vraie 7 Si oui le démontrer. Si non donner
un contre-exemple. La réciproque est fausse en général. Par exemple si f = 3idg2 alors Py = (3 — X )3.
Donc f admet uniquement 3 comme valeur propre. f admet donc 1 valeur propre alors que R? est
de dimension 2. Pourtant f est diagonalisable car dans la base canonique sa matrice est 31> qui est
diagonale.

Question 39. Soit A € K. On procéde par double implications.

e On suppose que X est valeur propre de f. Ainsi il existe v € E non nul tel que f(u) = Au i.e.
(f — Midg)(u) = 0g. Donc f — Midg n’est pas injective donc pas bijective. Ainsi

P¢(X) = det(f — Aidg) = 0.
Donc A est racine de Py.

e Réciproquement on suppose que A est racine de Py. Alors det(f—M\idg) = Pr(A) = 0. Ainsi f—Aidg
est non bijective, donc non injective. Donc il existe v € E non nul tel que (f — Midg)(v) = 0g i.e.
f(v) = M. Donc A est une valeur propre de f.

Question 40. Montrer qu’'un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si son polynéme carac-
téristique est scindé et que les multiplicités des racines \; sont égales aux dimensions des sous-espaces
propres E,. On procéde par double implications.

e On suppose que f est diagonalisable. Alors E = Ey,(f) @ ...® E), (f). Donc, en prenant une base
By de Ex, (f), ..., une base B, de E)_(f), nous obtenons par concaténation une base B = BiA...AB,

de E. Ainsi
)\1-[?7,1 (0)

Mg s(f) = .
(0) ArIp,

oun; =dim(Ey,(f)),1 <i<r. Ainsi
Pr = Paggair) = O = X)™ (A — X7
Donc Py est scindé et les multiplicités des racines \; sont égales aux n;.
e Réciproquement on suppose que Py est scindé et les multiplicités des racines \; sont égales aux n;
. Pr=M—-X)". (A —X)".

Alors
dim(E) = n = deg(Pf) = nq1 + ... + n, = dim(Ey, (f)) + ... + dim(Ex, (f).

Or les Ey,(f) sont en somme directe, donc ils sont supplémentaires dans E. Donc f est diagonal-
isable.



