Exercice. Soient n € N*, E un ensemble & n éléments et P(E) I'ensemble des parties de E.
1. Déterminer le nombre a de couples (4, B) € (P(E))? tels que A C B.
2. Déterminer le nombre b de couples (A, B) € (P(E))? tels que AN B = .

3. Déterminer le nombre ¢ de triples (A4, B,C) € (P(E))? tels que A, B et C soient deux a deux
disjoints et vérifient AUBUC = E.

Réponse.
1. Nous avons
{(A,B) e (P(B))*, ACB}= Iil {(A,B) € (P(E))*>, AcCB,|B|=k}.
k=0

Donc

2. Nous avons
{(A,B) € (P(E))®>, ANB =@} ={(AB) e (P(E))? AcCB%}={(AC)e(PE)? AccC}
Donc b =a = 3™
3. Nous avons
{(A,B,C) € (P(E))?, AnB=ANC=BNC=9,E=AUBUC}

={(A,B,C) e (P(E))?, ANB=2,C=(AUB)‘}.
Donc ¢ =b = 3".

Exercice. On considére une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de paramétres n,p avec
n € N* et pe0,1].

1. Montrer que, pour tout € € R,

(

2. Que peut-on dire si n tend vers +oco ?

3. Interpréter.
Réponse.

1. Soit e € R7. Alors, en utilisant I'inégalité de Markov et Iinégalité de Cauchy-Schwarz,

np‘ 25) = P(X —np| > ne)

p(X

E(|X —np|)
ne
VE(X —np)?) _ VV(X) _ Vnyp(1—p)
p(1—p)
Vvne

2. Nous avons alors




3.

X
Par conséquent — a une probabilité de plus en plus proche de 1 d’étre a une distance au plus € de
n

p-

Exercice. On considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé fini (2, P(Q2),P) et a
valeurs dans N. On définit sa fonction génératrice G x par

1.
2.
3.
4.

VteR, Gx(t)=E(tY).
Calculer Gx(1).
Calculer Gx si X suit une loi binomiale de parameétre (n,p) € N*x 10, 1[.
Faire de méme si X suit une loi uniforme sur {1,...,n} avec n € N*.

Soit Y une variable aléatoire définie sur le méme espace et & valeurs dans N. Montrer que si X et
Y sont indépendantes alors Gx1y = GxGy.

Application : Montrer qu’on ne peut pas truquer deux dés indépendants de fagon & ce que la somme
des points obtenus en les langant soit équirépartie.

Réponse.

1.
2.

Nous avons Gx (1) =E(1) = 1.

On suppose que X suive une loi binomiale de paramétre (n,p) € N*x ]0,1[. Alors, pour tout ¢t € R,
par théoréme de transfert,

Gx(t) = St () ) prt
k=0

= > () era- et

k=0
= (tp+1-p)™

On suppose que X suive une loi uniforme sur {1,...,n} avec n € N*. Alors, pour tout ¢t € R\{1},
par théoréme de transfert,

Gx(t) = it’“%

k=1
t =ttt
 on(l-t)

et Gx (1) =1 d’aprés la question 1.
On suppose que X et Y sont indépendants. Alors, pour tout ¢t € R, X et t¥ également, d’oil

Gxiy(t) =EX ) = E¢E(Y) = Gx (t)Gy (t).

On note X et Y les résultats des deux lancers tels que X + Y suive une loi uniforme sur {2, ..., 12}.
t2 _ t13

Alors, de fagon similaire a la question précédente, pour tout ¢ € R\{1}, Gx4vy(t) = m De

plus
6 6
Gx(t) =Y t"P(X =k) =tPx(t), Gy(t)=> t*P(Y =k)=tPy(t)
k=1 k=1

ol Px et Py sont des polynomes de degré au plus 5. Donc, d’aprés la question précédente, par
indépendance,
2 _ 413
11(1 —¢t)
ie., pour t # 0, 1 — ' = 11(1 — t)Px(t)Py(t). Or 1 — ¢! admet 1 comme racine puis que des
racines complexes non réelles (les racines 11-iéme de l'unité). Et Px et Py sont de degré 5 donc
possédent au moins une racine réelle. Ainsi 1 = Px(1) =0 = Py (1) =1 ce qui est absurde.

=Gx.y(t) = Gx()Gy(t) = t*Px(t) Py (1)



Exercice. On dispose de deux urnes U; et Us. L’urne Uy contient 2 boules blanches et 3 noires. L'urne
U, contient 4 boules blanches et 3 boules noires. On effectue des tirages successifs dans les conditions
suivantes (et aussi dans les urnes).

e On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.
e On note sa couleur et on la remet dans 'urne ou elle provient.

e Si la boule était blanche alors le tirage suivant se fait dans 'urne U; et si elle était noire alors il se
fait dans 'urne Us.

Pour tout n € N*, on note B,, ’événement "la boule tirée au n-iéme tirage est blanche" et on pose
pn =P(B,,).

1. Calculer p;.

6 4
2. Montrer que p,4+1 = —£pn + z pour tout n € N*.

3. En déduire la valeur de p,, pour tout n € N* ainsi que sa limite quand n tend vers +o0.
Réponse.
1
1. On note A,, 'événement "'urne choisie est U; au n-iéme tirage". Alors P(4;) = 5 Ainsi, d’aprés
la formule des probabilité totales,

eyp(aey = 2L 4L _ 3417
p1=P(B1) =P(B1 | A1)P(A1) + P(By | A7)P(A7) = 52t 7T 70 T 35

2. Soit n € N*. Alors nous avons A, +1 = B,. Ainsi

2 4
Pnt1 = P(Bny1) = P(Bpia1 | Bn)P(By) + P(Byyt1 | By)P(By) = gpn + ?(1 —Pn)-
Donc
(2 4 n 4 6 n 4
Pnt+1 = 5 7 Pn 77 35Pn 7
1 . . " . . , 6 .
3. Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique dont le point fixe est donné par ¢ = —gc + - ie.

B4 _2
417 AU

On considére alors la suite (g, )nen définie par g, = p, — ¢ pour tout n € N*. Ainsi, pour tout
n € N*

o so4 (6 1y G
dn+1 = Pn+1 = 35pn 7 35 7]~ 35(]n

6
Donc la suite (g, )nen+ est géométrique de raison ~35 i.e. pour tout n € N*,

B 7£ n—1 B 72 n—1 Ei@
=\ "35 @=1\"35 35 41)°

e (L8N 20y 2020
P =0T €= "35 35 A1) A1 nodeo 41

Exercice. A un péage autoroutier n voitures franchissent au hasard et indépendamment 'une des trois
barriéres de péage mises a leur disposition. On note X7, X5, X3 les variables aléatoires dénombrant les
voitures ayant franchi ces barriéres.

Donc

1. Déterminer la loi de X;.

2. Calculer les variances de X1, Xo et de X7 + Xo.



3. En déduire la covariance de X7 et Xs.
Réponse.

1. L’événement qu'une voiture passe la premiére barriére est une expérience de Bernoulli de probabilité

de succeés —. Donc X; compte le nombre de succés. Ainsi X suit une loi binomiale de parameétre
1
n, = |.
3

1
2. Nous avons alors, en notant p = 3’

V(X)) = E(X?) - (B(X1))? =E(X1 (X1 - 1) + E(X1) - (E(X1))*
= D k=1 (Z)p’“(l = )"+ np —n?p?
k=0
-2 k(k—1) (k>pk(1 —p)" * +np —n’p?
= n—2 n— 2.2
= ];n(n— 1)(k2>p’“(1 —p)"F +np—n?p

n—2

n—2 o
= n(nl)pQZ( & )p’“(lp)” 2P fnp —n®p?

k=0

2n
= n(n—1)p*+np—n’p> =np(l —p) = o

2
De méme V(X5) = ?" Puis X; + X» = n — X3, dot

V(X1+X3) =V(n—X5) =V(X3) = %1

3. Nous avons
V({L‘l + Xz) = V(Xl) + V(XQ) + 2COV(X17X2).

Donc
n

Cov(X1, Xp) = %(V(Xl +Xo) - V(X)) - V(X2)) = -9

Exercice. On considére une variable aléatoire X d’espérance u et de variance o2. Montrer, grace a la
variable aléatoire Y = (a(X — p) + 0)?, que, pour tout a € R,

1
14 a2’

P(X > p+ao) <
Réponse. Nous avons
E(Y) = ®E((X — p)?) + 20E(X — p) + 02 = (o + 1)o?.

Or, par inégalité de Markov, pour tout a € R,

E(Y
P(Y >a) < ( )
a
Donc, pour a = 0?(a? + 1)2, nous avons
PY > a) < —
=4 14 a2
Or
{(Xzptaot={a(X —p)+02(a®+1)o} C{Y > a}.
Donc 1
]P’(XZu+ocU)§1+a2.



Exercice. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés. Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir 6 &

1
chaque lancé est de 3

1. On tire un dé au hasard parmi les 100. On obtient 6. Quelle est la probabilité p; que le dé soit
pipé ?

2. On tire un dé au hasard parmi les 100 et on tire n fois de suite et on obtient 6 & chaque lancer.
Quelle est la probabilité p,, que le dé soit pipé ?

3. Déterminer lim,,_, o p,, et interpréter.
Réponse.
1. On note P I'événement "le dé est pipé" et S I’événement "le résultat est 6". Alors

P(PNS) P(S | P)P(P)

=P(P|S) = = .
n =PP]5) P(S) P(S | P)P(P) + P(S | P)P(P°)
Ainsi
11
_ 24 _—
SRR TR

2. On note S; I’événement "le résultat du i-iéme lancer est 6" pour tout 7 € {1,...,n}. Alors
pn =P(P|S1N..NSy).

Donc, en supposant que les lancers sont indépendants,

B P(S;N...NS, | P)P(P) - 6"
P RS N NS, [ PYP(P) + P(S1N...N S, | POP(P?) LIy I3~ Gnigxan
3. Nous avons 1
Dn 1.

= i ?
1 + 3n—1 n—r+o0

Ainsi, plus on obtient de 6 plus on a de chances que le dé soit truqué et si I'on obtient une infinité
de 6 alors on est stir que le dé est truqué.

Exercice. Soit p € ]0,1[ et (Xj)ken une suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant que
VkeN, PXp=1)=p, PXp=-1)=1-p.
1. Calculer I'espérance de X pour k € N.

2. On considére, pour tout n € N, Y,, = [[}_, X). Déterminer p, = P(Y,, = 1) pour n € N. On
pourra calculer I'espérance de Y,, de deux facgons différentes.

3. Déterminer la limite de la suite (p,)nen. Interpréter ce résultat.
Réponse.
1. Comme X (92) = {—1,1}, nous avons

E(Xp)=1xPXpg=1)+(-1)xP(Xy=-1)=p—(1—p)=2p—1.

2. Sin=0alors Y, =1 et p, = 1. Sinon n > 1. Nous avons d’un coté, comme Y,,(Q) = {-1,1},
EY,) =1xPY,=1)+(-1D)PY,=-1)=p,— (1 —pn) =2p, — 1,

et, d’'un autre coté, par indépendance des Xj, et la question précédente,

E(Y,) =E (ﬁ Xk> = ﬁ E(Xy) = (2p — 1)™.
k=1

k=1

2p—n"+1

—1
Par conséquent 2p, —1 = (2p — 1)" i.e. p, = 5



1
3. Nous avons 0 < p < 1, donc —1 < 2p—1 < 1. Ainsi p, —g 3 Autrement dit, pour n infiniment
n—

o0
grand, Y,, a autant de chances de valoir 1 que de valoir —1 peu importe la valeur de p.

Exercice. On considére {2 I’ensemble des permutations de {1,...,n} avec n € N* muni de la probabilité
P uniforme. Pour k € {1,...,n}, on définit la variable aléatoire X}, par, pour tout o € Q,

1 siok)=k
X _{ 0 sinon

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X} .
2. En déduire son espérance et sa variance.
3. Calculer Cov(X;, X;) pour 4,j € {1,...,n}.
4. On définit la variable aléatoire N par, pour tout o € 2,
N(o)=|{k €{1,....,n}, alk) =Ek}|.
Exprimer N en fonction des Xj. En déduire E(V) et V(N).
Réponse.

1. X} suit une loi de Bernoulli. Nous avons |Q2] = n! et (n — 1)! permutations qui fixe k car elles
correspondent aux permutations d’un ensemble & n — 1 éléments. Donc, P est uniforme,

n—=11 1
(X ) n! n
1 1 1 -1
2. On en déduit que E(Xy) = — et V(X;) = — (1 - ) = nT
n n n n
-1
3. Sii=j alors Cov(X;, X;) =V (X;) = 1 5—- Sinon X; X est une loi de Bernoulli de paramétre
n
(n—2)! 1
P(X, X, =1) = -
( / ) n! nin—1)

car X1X;(w) =1 exactement pour les w qui fixent ¢ et j. Ainsi

Cov(Xi, X;) = E(X;X;) — E(X;)E(X;) = ﬁ - % = ﬁ

4. Soit o € . Alors N(w) est le nombre de points fixes de w et il y a autant de Xj(w) égaux a 1
que de points fixes de w. Donc N(w) = Y ;_; Xj(w). Par conséquent N = Y, X;. Donc, par
linéarité de l'espérance, E(X) = >°;_; E(X;) = 1. De méme

V(N) = iV(Xi)+2 > Cov(Xi, X))

1<i<j<n

n—1 1
= 2 -
n * Z (n—1)n?

1<i<j<n

n71+2n(n71) 1
n 2 (n—1)n?






Exercice. On se place & un arrét de bus et on regarde s’il y a un bus a chaque instant.

e On note X; la variable aléatoire valant 1 s’il y a un bus et 0 sinon a chaque minute ¢ € N*. On

définit p = P(X; = 1) et on suppose que les X; sont indépendants.

On note N}, la variable aléatoire qui compte le nombre de bus qui se sont arrétés a 'arrét de bus
entre 'instant 0 et I'instant & € N*. Autrement dit

On note T}, l'instant d’arrivée du n-iéme bus a larrét de bus, pour n € N*. Autrement dit

T,, = inf{k € N*, N, =n}.

1. Rappeler la loi de Ng, pour k € N*.

2. Déterminer la loi de T7.

3. Moutrer que, pour tout n € N* P(T,, = +00) = 0.

4. Déterminer, pour tout n € N* la loi de (T4, ..., T).

5. Déterminer, pour tout (k,n) € N? tel que k > n, la loi conditionnelle de (T%, ..., T},) sachant Ny = n.

6. On considére, pour k € N*, les variables aléatoires Uy = k — Ty, et Vi = T, +1 — k. Interpréter
les variables aléatoires Uy et V.

7. Déterminer les lois des variables aléatoires Uy et Vi et montrer qu’elles sont indépendantes.

8. Déterminer la loi de Tx11 — 1. En déduire son espérance. Le résultat est-il intuitif 7

Réponse.

1. Comme X1, ..., X} sont indépendants et suivent une loi de Bernoulli de paramétre p, IN; suit une
loi binomiale de paramétre (n, p).

2. Soit k € N*. Alors I’événement {11 = k} correspond a N, = 1 et N; = 0 pour tout £ € {1,....,k—1}

car N est une suite d’entiers croissante. Donc



