Question de cours. Résoudre sur I = R I'équation différentielle
y" +y +y = cos(2t).
Question de cours. Montrer qu'une suite convergente est bornée.

Exercice. Soient a € R* et ¢ : R — R continue périodique de période T' € R*.. On considére I’équation
différentielle sur R
v +ay=p(z), ze€R.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution y de I’équation différentielle
soit T-périodique.

2. En déduire que I’équation différentielle admet une unique solution T-périodique.
Réponse.
1. On considére y une solution de I’équation différentielle.

e On suppose que y est T-périodique. Alors
y(0) = y(0+T) = y(T).

e Réciproquement on suppose que y(0) = y(T'). On considére la fonction z : z — y(z + T).
Alors la fonction z est dérivable et, pour tout =z € R,

@)=y @+ T)=p@+T)—aylx+T)=p@+T) - az().

Ainsi les fonctions y et z vérifient le méme probléme de Cauchy car z(0) = y(04+T) = y(T) =
y(0). Par conséquent z = y. Autrement dit la fonction y est T-périodique.

2. On considére y une solution T-périodique de ’équation différentielle. Or 1’équation homogéne
associée est
Y +ay=0

de solutions
rER+—— Xe %, NER.

Pour obtenir une solution particuliére nous appliquons la méthode de variation de la constante : on
consideére A € C1(R,R) et y,(z) = A\(z)e~ %,z € R. Alors y, est solution de I’équation différentielle
si et seulement si, pour tout x € R,

N(z)e™ ™ —aX(z)e™ " + a(x)e” ™ = ¢(x)

1.e.

En particulier
Yp:x € Rr— (/ @(t)eatdt) e
0

est une solution particuliére de I'équation différentielle. Donc il existe A € R tel que, pour tout

T €R, )
y(z) = </\ + /OL go(t)e“tdt> e,

Or y(0) = y(T') par T-périodicité, donc

T T
A= ()\ +/ ga(t)e“tdt> e T = \e7oT Jr/ o(t) et~ qt.
0 0

i.e.



Réciproquement on considére

y:x € R— ()\ +/ gp(t)eatdt) e
0
avec
1 T t—T)
A= WA QD(t)ea( dt.

Alors, d’apreés ce qui précéde, y est solution de I’équation différentielle. De plus, par choix de A,

y(T) = (/\ —|—/O w(t)e“tdt> e T = X\ =y(0).

Donc, d’aprés la question précédente, y est T-périodique.

Exercice. Déterminer les couples (a,b) € R? tels que les solutions de 1’équation différentielle y” + ay’ +
by = 0 soient toutes bornées sur R;.

Réponse. L’équation caractéristique associée & cette équation différentielle est
r?+ar+b=0

de discriminant

Distinguons plusieurs cas.

e Si 4b < a? alors A > 0. Dans ce cas les solutions distinctes de I’équation caractéristique sont

—a+ Va2 —4b —a—+va?—4b
_— = —

2 2

Ainsi les solutions de ’équation différentielle sont de la forme

T =

y(x) = A" +pe™*, weRy, ApeR.
e Si4b = a? alors A = 0. Dans ce cas la solution de I’équation caractéristique est

To = —5

Ainsi les solutions de 1’équation différentielle sont de la forme

y(z) = A+ px)e™®, xeR, zeRy, MNpeR

e Si 4b > a? alors A < 0. Dans ce cas I’équation caractéristique n’admet pas de solutions réelles
mais seulement deux solutions complexes conjuguées distinctes

—a + iv4b — a? —a+ iv4b — a?
rN = -————— ro—=————— .
1 y T2 9
Ainsi les solutions réelles de I’équation différentielle sont de la forme

2
4b — a? V4b — a? a
y(x) = (ACOS (2(15(7) + psin <2a$>> e 2% zxzeRy, ANpekR

Nous pouvons alors remarquer.
e Sidb < a? et Va2 — 4b < a alors les solutions 71, rs de ’équation caractéristique vérifient
—a+ Va?—4b —a—+vVa?—4b —a++Va*—4b
—— <0, < <0.
2 2 2
Donc toute solution y de I’équation différentielle associée a A, u € R vérifie que, pour tout = € R,

[y ()| < [A] 4 [pl.

T9 =

r =

Par conséquent toutes les solutions de ’équation différentielle sont bornées sur R .



e Si4b < a® et Va2 — 4b > a alors la solution 71 de I’équation caractéristique vérifie

—a++va? —4b S

0.
2

r =

Donc la solution y de I’équation différentielle associée A = 1, u = 0 vérifie que, pour tout =z € R,
y(x) = ")

Par conséquent toutes les solutions de ’équation différentielle ne sont pas bornées sur R, .

e Si 4b = a® et a > 0 alors, pour tout A,z € R, la solution y associée a A, u vérifie que, pour tout

S R+,
()] < (Al + [plz)e™”.
Orrg = ,g < 0 donc, par croissance comparée,
y@) — 0.

Par conséquent toutes les solutions de ’équation différentielle sont bornées sur R .

e Si4b = a? et a < 0 alors, pour A = 0, = 1, la solution y associée a 0,1 vérifie que, pour tout
S R+,

[SE]

y(z) = ze™" = ze
Ainsi
y(x) oS, o0

Par conséquent toutes les solutions de ’équation différentielle ne sont pas bornées sur R, .

e Si 4b > a? et a > 0 alors, pour tout A\, u € R, la solution y associée & \, u vérifie que, pour tout
z € Ry, comme a > 0,
ly(@)| < [A] + [ul.

Par conséquent toute solution de I’équation différentielle est bornée sur R, .
e Si4b > a? et a < 0 alors, pour A = 1, = 0, la solution y associée a 1,0 vérifie que, pour tout
x e R+,
V4b — a? _ag
y(z) = cos — e

Ainsi, comme 4b — a?* # 0, pour tout n € N*,

( 4mn > 7aL”2
Yl — | =c¢ 4b—a?
V4b — a?
Donc, comme a < 0,
47n o+
_— 00.
y VA4b — g2 ) n—+oo

Par conséquent toutes les solutions de ’équation différentielle ne sont pas bornées sur R, .

En conclusion nous obtenons que les solutions de I’équation différentielle sont toutes bornées sur R si
et seulement si 'une des assertions suivantes est vérifiée :

1. 4b < a® et Va2 —4b < q,
2. 4b=a%et a >0,

3. 4b>a%eta>0.



Question de cours. Résoudre sur I = 0, 4o0[ puis sur I = [0, +o0o[ Péquation différentielle

22y — 3y = /9.

Question de cours. Montrer que le produit, d’une suite bornée et d’une suite qui tend vers 0, tend
vers 0.

Exercice. Soit f: R — R continue telle que

VeeR, flx)=1+ /I f(¢t) cos(x — t)dt.

Montrer que la fonction f vérifie une équation différentielle linéaire. En déduire I’ensemble des fonctions
f qui vérifient I’égalité précédente.

Réponse. Pour tout « € R nous avons par développement de cos(a + b)

x X T
fl@) = 1+/0 f(t)(cos(x) cos(t) + sin(x) sin(t) )dt = 1+cos(x)/0 f) Cos(t)dt+sin(x)/0 f(t) sin(t)dt.

Donc la fonction f est dérivable comme combinaison de telles fonctions et

f'(=)

—sin(z) /Ow f(t) cos(t)dt + f(x) cos(x)? + cos(z) /093 f(t)sin(t)dt + f(z)sin(z)?
= f(z) - Sin(x)/o f(t) cos(t)dt + cos(:r)/0 f(t) sin(t)dt.

Done Ia fonction f est deus fois dérivable et
f'(x)

(@) — cos(a) /O " F(8) cos(t)dt — f(2)sin(z) cos(x)  sin(z) /0 " F(0)sin(t)dt + f(z) cos(z) sin(z)
= fl(@)+1-f(2).

Donc la fonction f vérifie 'équation différentielle sur R

y' -y +y=1
L’équation homogéne associée est
y// B y/ +y= 0
d’équation caractéristique
P—r+1=0
de discriminant
A=1-4=-3=(V/3i)>

Donc les solutions de I’équation caractéristique sont

C1+iV3 1—iV/3

5 s ro = .

2
Ainsi les solutions de ’équation homogéne sont de la forme

yn(x) = </\COS (?z) + psin <\g§x>> e?, zeR, \pekR.

Or une solution particuliére de I’équation différentielle est y = 1. Donc les solutions de 1’équation
différentielle sont de la forme

y(z) =1+ ()\cos <\g§x> + psin (?m)) e, zeR, \peR.

Par conséquent, par double inclusions, on en déduit que ’ensemble des f : R — R continues vérifiant
I’égalité de ’énoncé est

{xGR%l—i— ()\cos (?m) + wsin (?w)) e € R, A,NGR}.

1



Exercice. Soient a € RY et f: R, — R de classe C! telle que

fl(x)+af(z) — O.

r—+o0
Montrer que
f(z) — 0.

T—+00

Réponse. On considére la fonction g = f' + af. Alors la fonction f vérifie I’équation différentielle
Y +ay=g(z), ze€Ry.

L’équation homogeéne est
Y +ay=0

dont les solutions sont de la forme
yp(x) =Xe ™, xRy, AeR.

Pour déterminer une solution particuliére on effectue la méthode de variation de la constante. On
considére A € CY(R_,R) et y : * € Ry — A(x)e~®. Alors la fonction y est solution de 1’équation
différentielle si et seulement si, pour tout x € Ry,

N(z)e™* —aX(z)e™ " + ale” ** = g(x)

- N(z) = g(z)e™™.

En particulier y, : R — R définie par, pour tout z € R,

i) = ([ o).

est une solution particuliére de I’équation différentielle. Par conséquent il existe X € R tel que, pour tout

r € Ry, |
o) = (3t [Cowe) e < ([Catert) e

*

Or g(z) m—>—+>oo 0. Donc, comme a > 0, pour tout € € RY, il existe A € Ry tel que pour tout = > A4,

l9()] < ae.

Ainsi, pour tout z > A,

/g(t)ea(tI)dt’ < as/ et gt
0 0

- & [ea(tfz):|l

0
= g(l—e )
< e

Ainsi
Tr—r+00

/ g()e® =P dr —s 0.
0

De méme, comme a > 0, Ae™** —+> 0. Par conséquent
Tr—r+00

f(z) — 0.

T—+00



Question de cours. Trouver I’ensemble des fonctions f dérivables sur R telles que

V€ R, f/(x):f(g—x).

Question de cours. Montrer 'unicité de la limite d’une suite convergente.

Exercice. Soient w,wy € R . Déterminer les solutions de I’équation différentielle

y" +w?y = cos(woz), = €R,

vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et 3'(0).

Réponse. L’équation différentielle homogéne associée est

" 2
Yy +wiy
d’équation caractéristique
r4+w?=0
de solutions
rT =1w, To = —iWw.

Donc les solutions de I’équation homogéne sont de la forme

yn(x) = Acos(wzx) + psin(wz), x€R, A\peR.

On cherche une solution particuliére de ’équation différentielle de la forme

yp(x) = acos(woz) + bsin(woz), = €R,

avec a,b € R. Alors y, est solution de ’équation différentielle si et seulement si, pour tout = € R,

i.e.

—awj cos(wor) — bwd sin(wp) + aw? cos(wor) + bw? cos(wpz) = cos(woz)

2

a(w? — wd) cos(woz) + b(w? — w) sin(wpz) = cos(wo).

Donc, par liberté de la famille (cos,sin) dans ’espace des fonctions, si et seulement si

aw? —wi) =1, bw?—wd)=0.

Distinguons deux cas :

e Si w # wy alors la fonction

Yp T ER—

COS\WoT
w 2 (0)

2 _
wo

est une solution particuliére de I’équation différentielle. Ainsi les solutions de I’équation différen-
tielle sont de la forme

1
y(r) = —5—— cos(wor) + Acos(wz) + psin(wz), A,p€R.
w? — W

Or si une solution y = y» ,, vérifié y(0) =1 et ¢’(0) = 0 alors

1

i.e. 1
A=1— ——, =0.
wawg H

Done, dans ce cas, 'unique solution de I’équation différentielle vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 0 est

cos(wox) — cos(wz)

1 1
Yy:x cR+— m COS((UO.T) + (1 — u)2_2) COS(CUJT) = + COS(CAJI).

2 _ 2
0 wo w wo



e Siw = wp alors une solution particuliére est y, : © — cos(wpx). Ainsi les solutions de I’équation
sont de la forme

y(x) = cos(wpx) + Acos(wz) + psin(wz), z€R, A\peR
Or si une solution y =y, , vérifie y(0) =1 et y'(0) = 0 alors
1=1+X 0= pw

i.e.
A=0, p=0.

Donc, dans ce cas, I'unique solution de 1’équation différentielle vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 0 est
y:x € R+ cos(wox).

Exercice. Résoudre sur R I’équation différentielle
y +y =max(z,0), zeR
Réponse. Procédons par analyse-synthése.
e Soit y une solution de I’équation différentielle. Alors y est dérivable et, pour tout x € R,
y'(z) +y(z) =
Ainsi y est solution de I’équation différentielle sur R
v +y=z xRy,
de solutions de ’équation homogéne
yh:x €ERy — Ae™, ANER,

et de solution particuliére
Yp v ER,— 2 — 1.

Ainsi il existe A € R tel que, pour tout x € R,
ylx)=x —1+ Xe™".
En particulier
y(0)=—-1+4+A, ¥ (0)=1-X\
De plus y est solution de I’équation différentielle sur R_
y +y=0.
Donc il existe p € R tel que, pour tout z € R_,

x

y(z) = pe™™.

En particulier
Ainsi

w=—-1+A
Donc, pour tout =z € R,

(@) = r—14+Xe™™ si >0
y\r) = (1—-N7 si z<0.
e Réciproquement on considére X € R et y : R — R définie par, pour tout z € R,

() = z—1+Xe™® si >0
y\r) = (I=XNe™ si z<0.

Alors la fonction y est dérivable sur R, et sur R* et, pour tout z € R, si x > 0 alors
y(x)+ylx)=1-Ae " +2—1+ e ® =2 = max(z,0)

et si x < 0 alors
y'(z)+y(x) =—(1—=Ne *+ (1 —Ne ¥ =0=max(z,0).

Donc la fonction y vérifie ’équation différentielle souhaitée sur R.



