Transformation d’Abel

Pré-requis
e Série.
e Intégration par parties.

e Nombre complexe.

1 Analogie discret/continu

La transformation d’Abel'| peut étre vu comme une généralisation du CSSA (Critere
Spécial des Séries Alternéed”|) qui peut s’appliquer a des nombres complexes, ¢’est aussi
un équivalent de I'intégration par parties pour des suites. En effet, il existe une analogie
entre les sommes discretes et continues que ’on résume dans le tableau suivant:

Intégrales (sommes continues) Séries (sommes discretes)

x— f(x) n— Uy
b q
@)z >
a n=p
’ - f(i+h)*f(x) Un+1 — Un B
f (1’) = hg%) - m = Un+41 — Up
b q

Z(un—H = Up) = Ugt1 — Up

n=p

intégration par parties transformation d’Abel

f est intégrable sur [0, +o0] la série > u, est absolument convergente

v . - .
Iintégrale fo f est semi-convergente la série > u,, est semi-convergente.

Figure 1: Correspondance sommes discretes et continues

INiels Henrik Abel (1802-1829), mathématicien Norvégien.
20n peut le trouver sous le nom de ”critere de Leibniz” dans la littérature.

2 Transformation d’Abel

La transformation d’Abel sert a changer I’écriture d’une série afin de pouvoir conclure
k

quant & sa convergence. Si up = agbg, on pose A, = E a; et alors :
1=0

n—1

D arby = aobo + Y (Ar — Ap—1)br = aobo — Aob1 + Anbn + Y Ap(b — bry1)
k=0 k=1 k=1

On voit directement le lien avec 'intégration par parties car le terme Ay correspond a la
" primitive discrete” de ay et (bg —brs1) & la ”dérivé discrete” de by, on a également les
termes de bord & savoir agby + A, b, = Agbg + A, b,. Cependant il faut faire attention
aux différents signes (qui ne correspondent pas forcément & ceux de l'intégration par
parties), au terme Agb; qu’il ne faut pas oublier et aux bornes de sommations.

On en déduit le théoreme suivant:

Théoréme 1 (critére de convergence d’Abel ) :
Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres complexes vérifiant:

n
e La suite (A,) définie par A,, = Z ay, est bornée.
k=0

e La série Z |br, — br+1]| est convergente.
k>0

e La suite (b,) tend vers 0.

alors la série E arby est convergente.
k>0

Démonstration : En utilisant la transformation d’Abel on en déduit la convergence de
la série car le terme A, b, tend vers 0 (d’apres la premiere et troisieme hypothese) et
que la série Y, o, Ap(by — by41) converge absolument (d’apres la premiére et seconde
hypothese) donc converge. Par suite la série Y, - axby est convergente. ]

Remarque : En adaptant les notations on voit que le critére de convergence d’Abel
est encore utilisable dans un espace de Banach. En effet, on a juste utilisé le fait que
lespace ambiant (ici C) posséde une norme et que toute série absolument convergente
est convergente.
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3 Applications

Exercice 1 (9Q) :
Les séries dont le terme général est :
convergentes?

in

ene ou § € [0,27]; Cosnﬂ et

sin(n)

sont-elles

Exercice 2 :

1. Démontrer le critére de convergence des séries de Dirichlet donné ci-dessous :
Soit (a,) une suite de nombres complexes et (b,) une suite de nombres réels
vérifiant:

e La suite (A,) définie par A, = >, _, aj est bornée.
e La suite (b,) est monotone.
by)

e La suite (by,) tend vers 0.

Alors la série ) - anb, est convergente.

2. En déduire le CSSA que 'on rappelle : Soit (u,) une suite de nombres réels
telle que la suite (Ju,|) tend en décroissant vers 0 et que la suite (upun41) est
strictement négative, alors la série de terme général u,, est convergente.

4 Corrections

& [Correction de 'exercice 1.
Si 8 = 0 alors pour tout entier n on a

em@ in6

n
diverge. Sinon 6 # 0, on va appliquer le critere d’Abel avec (ay,)
En effet, la suite (1) tend vers 0 et la série >, |1 —

X An _ ZZ:l emen: eie_le_q',:izjl)e - eie_e;(j;rl;es(_el)_i_eme
|An| < m. On peut donc appliquer le critere de convergence d’Abel et donc la
série est convergente.

Pour la série de terme généra resp. on procede de la méme fagon ou

alors on peut remarquer que c’est la partie réelle (resp. imaginaire) de la série de terme

€

= (7)ot (by) = (1),

1
11| converge vers 1. Enfin on

= % et donc la série de terme général

et donc pour tout entier n on a

cos(n) sin(n)
== =)

7 Ve i0 N . 7N\ o
général —. D’apres ce qui précede cette série converge.

& [Correction de 'exercice 2.

Question 1. En utilisant la transformation d’Abel on en déduit la convergence de la
série car le terme A, b, tend vers 0 (d’apreés la premiére et troisieme hypothese) et que
la série >, Ar(by — bpq1) converge absolument donc converge! En effet, d’apres la
premiere hypothese si 'on note C' un majorant de la suite (A4,,) on a pour tout entier
n: Y sy [Ak(br —br1)| < C 305y bk —brga|. Or O 370, [bk —bita| = Clby — by
car la suite (b,,) est soit décroissante vers 0 soit croissante vers 0 d’apres la seconde et
troisieme hypothese. Ainsi pour tout entier n: 377, [Ag(by — brta)| < 2C|bi| d’ott
la convergence absolue.

Par suite la série Zk>0 arby est convergente.

N

Question 2. Quitte a changer la suite (u,) en (—u,) on peut supposer que ug est
strictement négatif (ug n’est pas nul car uou; < 0).

De la seconde hypothese on en déduit que pour tout entier n on a u, = (—1)"|u,|. Or
la suite (|u,|) est monotone, tend vers 0 et la suite A,, définie par 4, = >} _,(—1)"
est bornée. Ainsi la série ) ., u, est convergente par le critéere de Dirichlet (avec

(an) = ((=1)") et (bn) = (unl))-

Remarque : On peut aussi démontrer le CSSA avec des suites adjacentes ce qui
permet d’obtenir une majoration du reste d’une telle série.
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