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Prérequis. Théorème d'inversion locale, théorème des accroissements �nis

Théorème 0.0.1. Soit f : Rn → Rn de classe C1 telle que df(x) est une isométrie

pour tout x ∈ Rn. Alors f est une isométrie a�ne.

Démonstration. Par hypothèse on a ‖df(x)‖ = 1 pour tout x ∈ Rn, ainsi l'inégalité des

accroissements �nis montre que f est 1-lipschitzienne.

Soit a ∈ Rn. Comme df(a) est inversible, l'inversion locale donne un voisinage Va 3 a
tel que f |Va soit un C1-di�éomorphisme Va →Wa = f(Va). Pour tout y = f(x) ∈Wa, le

théorème des fonctions composées montre que d(f−1)(y) = df(x)−1 est une isométrie,

donc ‖d(f−1)(y)‖ = 1. On peut alors appliquer le même raisonnement qu'au début :

l'inégalité des accroissements �nis montre que f−1 est 1-lipschitzienne sur Wa (il faut

que Wa soit convexe mais on peut le supposer quitte à réduire Va). Finalement, pour

tous x, x′ ∈ Va :

‖x− x′‖ = ‖f−1f(x)− f−1f(x′)‖ 6 ‖f(x)− f(x′)‖

d'où ‖f(x)− f(x′)‖ = ‖x− x′‖.
Cette égalité s'écrit :

〈f(x)− f(x′), f(x)− f(x′)〉 = 〈x− x′, x− x′〉

qui se di�érentie par rapport à x :

2〈df(x)(h), f(x)− f(x′)〉 = 2〈h, x− x′〉

puis par rapport à x′ :

−〈df(x)(h),df(x′)(k)〉 = −〈h, k〉

Ce qui permet �nalement de montrer que :

‖df(x)(h)− df(x′)(h)‖2 = ‖df(x)(h)‖2 − 2〈df(x)(h),df(x′)(h)〉+ ‖df(x′)(h)‖2 = 0

Maintenant que l'on sait que df est constante sur Va pour tout a, on peut conclure,

comme dans tous les résultats de propagation de propriétés sur des espaces connexes.

L'ensemble Γ = {a ∈ Rn | df(a) = df(0)} est ouvert d'après ce qui précède, mais c'est

aussi un fermé puisque f est de classe C1. Donc df est constante sur Rn, et f − df(0)
est de di�érentielle nulle donc constante : f est une isométrie a�ne.

Remarques.

� Le développement est très court, il faut donc bien prendre son temps et faire

des dessins. On peut par exemple illustrer l'inversion locale, les accroissements

�nis, le fait que 〈df(x)(h), df(x′)(k)〉 = 〈h, k〉, le fait que df soit localement

constante et pourquoi on peut en déduire qu'elle est constante, ... De même on

peut expliciter le théorème des accroissements �nis.
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� C'est un théorème de passage local-global, qui se fait par connexité comme beau-

coup d'autres en analyse. On peut faire un commentaire sur ce point, et ainsi

motiver la démonstration. Ce n'est pas un développement long ni di�cile, donc

c'est mieux si on l'accompagne d'une preuve de recul sur les notions utilisées.

� Tout à la �n on utilise le fait que f est C1 pour conclure que df est constante, mais

c'est trop fort. La fonction df est localement constante, donc elle est constante

puisque Rn est connexe. On utilise la continuité de df pour dire que Γ est fermé,

mais on peut faire plus simple puisque les (df)−1(y) pour y ∈ Rn sont des ouverts

disjoints de Rn qui le recouvrent.

Recasages.

� 204 : C'est une démonstration par connexité comme il en existe beaucoup d'autres.

Elle est assez originale pour l'agrégation, mais pas très di�cile.

� 214 : C'est une application directe du théorème d'inversion locale. On peut aussi

citer le théorème d'inversion globale, le théorème de Hadamard-Lévy, et plein

d'autres. Celui-ci a l'avantage d'être assez simple et d'être un résultat intéressant

en lui-même.

� 215 : On illustre une propriété de rigidité sur les fonctions di�érentiables, et le

résultat fait joli dans un plan.


