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Résumé

On étudie ici les équations différentielles linéaires. On commence par
une étude générale, en montrant l’existence et l’unicité d’une solution
étant donnée une condition initiale, puis en donnant une méthode permet-
tant parfois d’expliciter cette solution. Dans un second temps, on résout
le cas où les coefficients sont constants. Enfin, on étudie les équations
différentielles dans les distributions, dans un cas restreint.

Introduction : pourquoi résoudre des équations
différentielles ?

Le premier intérêt des équations différentielles est leur pouvoir de modélisation.
Elles sont en effet omniprésentes en physique. L’exemple historique classique est
la deuxième loi de Newton, qui exprime l’accélération d’un corps en fonction du
total des forces s’exerçant sur celui-ci. Dans nombre de situations, cette force
s’exprime en fonction de la position et de la vitesse de ce corps. Nous avons ainsi
affaire à une équation différentielle d’ordre 2. Dans certains cas, cette équation
peut être linéaire, par exemple dans le cas d’oscillateur harmonique amorti, que
l’on peut mettre en place en accrochant une masse mobile à un degré de liberté
à un ressort dont l’autre extrémité est fixée. La position x de cette masse suit
alors l’équation suivante :

d2x

dt2
� α

dx

dt
� ω2x � 0.

Le troisième terme provient de la force de rappel du ressort, le deuxième des
frottements.

Les équations ne sont pas toujours linéaires. Par exemple, l’équation du
pendule ne l’est pas :

d2θ

dt2
� ω2 sinpθq � 0.

Mais dans le cas de petites oscillations, le sinpθq peut s’approximer par θ,
rendant l’équation linéaire. Cela explique l’intérêt que l’on accorde au cas si
particulier des équations linéaires. Celles-ci peuvent approximer des équations
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non linéaires, et donner de précieux renseignements sur ces dernières. Ainsi, la
stabilité asymptotique d’un équilibre peut se déduire de celle de l’approximation
linéaire de l’équation en ce point d’équilibre.

Enfin, précisons que les possibilités de modélisation des équations différentielles
ne se limitent pas à la mécanique. Elles sont omniprésentes dans diverses sciences :
électronique, électromagnétique, cinétiques chimique, dynamique des popula-
tions... Elles trouvent également des applications dans d’autres domaines des
mathématiques, par exemple la théorie des groupes de Lie.

1 Cas général

Dans toute la suite, K désigne R ou C. Si E et F sont des espaces vectoriels
normés, on notera LcpE,F q l’espace vectoriel des fonctions linéaires continues
de E vers F , muni de la norme subordonnée. Définissons tout d’abord la notion
d’équation différentielle linéaire.

Définition 1. Une équation différentielle linéaire est la donnée d’un K-espace
vectoriel normé E appelé domaine, d’un entier k P N� appelé ordre, d’un in-
tervalle ouvert I, d’une fonction continue A : I Ñ LcpEk, Eq et d’une fonction
continue b : I Ñ E. Elle est dite homogène si b est la fonction nulle. On notera
ces données sous la forme pE, k, I, A, bq, ou dans le cas homogène pE, k, I, Aq.

Une solution globale est une fonction dérivable k fois x : I Ñ E telle que
pour tout t P I :

xpkqptq � Aptqpxpk�1qptq, . . . , xptqq � bptq. (1)

Exemples. — Le domaine R, l’ordre 2, l’intervalle R, la fonction A : t ÞÑ
ppu, vq ÞÑ t2u� tvq, la fonction b : t ÞÑ sinptq donnent l’équation :

x2ptq � t2x1ptq � txptq � sinptq.
— Le domaine C0pr0, 1sq, l’ordre 1, l’intervalle R��, la fonction A : t ÞÑ

pf ÞÑ pz ÞÑ ztfpzqqq, la fonction b : t ÞÑ pz ÞÑ tzq donnent l’équation :

Bf
Bt pt, zq � ztf � tz

où f P C0pR���r0, 1sq, pour tout t P R�
0 ,

fpt�h,q�fpt,q
h converge uni-

formément quand h tend vers 0, et Bf
Bt P C0pR���r0, 1sq.

Définition 2. Lorsque le domaine est K, on dit que l’équation est scalaire.
Lorsque le domaine est Kn pour un n P N, on peut désigner l’équation différentielle
sous le terme de système différentiel.

Remarque 1. On utilise le terme système car dans ce cas, on peut voir l’équation
comme un ensemble de n équations scalaires couplées.

Exemple 1. Considérons le domaine R3, l’ordre 2, un intervalle I quelconque,
une fonction continue A : I Ñ LppR3q2,R3q qui à t associe un endomorphisme
que l’on peut écrire sous forme matricielle paijptqq1¤i¤3,1¤j¤6, et une fonction :

b : I Ñ R3

t ÞÑ pbiptqq1¤i¤3.
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Cela définit le système différentiel linéaire suivant :

$&
%

x21 � a11x
1
1 � a12x

1
2 � a13x

1
3 � a14x1 � a15x2 � a16x3 � b1

x22 � a21x
1
1 � a22x

1
2 � a23x

1
3 � a24x1 � a25x2 � a26x3 � b2

x23 � a31x
1
1 � a32x

1
2 � a33x

1
3 � a34x1 � a35x2 � a36x3 � b3.

Quitte à augmenter la dimension du domaine, on peut toujours réduire une
équation différentielle linéaire à une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

Proposition 1. Soit pE, k, I, A, bq la donnée d’une équation différentielle linéaire.
On pose la fonction continue Ã : I Ñ LcpEkq qui à t P I associe :

Ãptq : Ek Ñ Ek

px1, . . . , xkq ÞÑ px2, . . . , xk, Aptqpx1, . . . , xkqq,
et la fonction :

b̃ : I Ñ Ek

t ÞÑ p0, . . . , 0, bptqq.
On pose S l’ensemble des solutions de pE, k, I, A, bq, S̃ l’ensemble des solu-

tions de pEk, 1, I, Ã, b̃q. Alors la fonction suivante est une bijection :

Ψ : S Ñ S̃
x ÞÑ px, x1, . . . , xpk�1qq.

Exemple 2. L’équation :

x2ptq � t2x1ptq � txptq � sinptq.
prend la forme du système d’ordre 1 :"

x1ptq � yptq
y1ptq � t2yptq � txptq � sinptq.

Ainsi, on peut ne considérer que la résolution des équations d’ordre 1. On
notera dans ce cas les données de l’équation pE, I,A, bq au lieu de pE, 1, I, A, bq.

Il convient de compléter la notion d’équation différentielle avec celle de condi-
tion initiale, de manière à pouvoir définir les problèmes de Cauchy.

Définition 3. Un problème de Cauchy est la donnée de pE, I,A, b, t0, x0q où
pE, I,A, bq est la donnée d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, et où
pt0, x0q, qui est appelé condition initiale, est dans I � E.

Une solution globale de ce problème de Cauchy est une solution globale x de
l’équation différentielle linéaire associée telle que xpt0q � x0.

La question qui se pose est celle de l’existence et de l’unicité d’une solution
à un problème de Cauchy. On peut d’ors-et-déjà donner un cas on l’on peut
même résoudre explicitement un problème de Cauchy (ou plutôt le réduire à un
calcul d’intégrale) :

Proposition 2. Soit pK, I, a, t0, x0q un problème de Cauchy homogène scalaire
du premier ordre (pour tout t P I, on identifie alors aptq, qui est une homothétie,
à son rapport, donc un élément de K). Il admet alors une unique solution :

xptq � e
³t
t0

apsq ds
x0.
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Démonstration. On peut vérifier immédiatement que x est bien solution du
problème de Cauchy. L’unicité se déduit du théorème de Cauchy-Lipschitz ci-
dessous, mais peut aussi se montrer plus élémentairement comme suit. Soit y
une solution du problème de Cauchy. On pose alors :

q : I Ñ K
t ÞÑ e

� ³t
t0

apsq ds
yptq.

On peut alors dériver q car c’est un produit de fonctions dérivables : on
obtient q1ptq � 0, donc q est constante. On évalue en 0 : qp0q � x0. Ainsi
y � x.

Exemple 3. On considère l’équation définit sur I � ��π
2 ,

π
2

�
par :

x1ptq � tanptqxptq.
Sur I, une primitive de tan est t ÞÑ � lnpcosptqq. Ainsi avec les conditions

initiales pt0, x0q, l’unique solution est :

t ÞÑ cospt0q
cosptq x0.

1.1 Existence et unicité

L’existence et l’unicité sont garantis par le théorème suivant, au moins dans
le cas où E est un espace de Banach.

Théorème 1 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Un problème de Cauchy dont le do-
maine est un espace de Banach admet une unique solution globale.

Démonstration. Première méthode : Si l’on admet la théorie générale des
équations différentielles, le théorème de Cauchy-Lipschitz local général
nous donne l’existence d’une unique solution maximale. Puis on peut
utiliser le théorème des bouts avec le lemme de Grönwall pour montrer
que cette solution est globale.

Deuxième méthode : On considère un problème de Cauchy pE, I,A, b, t0, x0q.
Soit J un segment tel que t0 P J � I. On considère l’espace C0pJ,Eq
munit de la norme ∥∥8, qui est de Banach, sur lequel on pose la fonction :

Θ : C0pJ,Eq Ñ C0pJ,Eq
x ÞÑ

�
t ÞÑ x0 �

³t
t0
pApsqpxpsqq � bpsqq ds

	
,

l’intégrale étant bien définie car l’espace est de Banach. On pose C �
max
tPJ

~Aptq~. Montrons par récurrence sur n P N que pour tout x, y P
C0pJ,Eq, t P J :

∥Θnpyqptq �Θnpxqptq∥ ¤ Cn |t� t0|n

n!
∥x� y∥8.

L’initialisation est immédiate. Supposons l’inégalité vraie pour un n P N.
Soit x, y P C0pJ,Eq, t P J tel que t ¥ t0 :
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∥Θn�1pyqptq �Θn�1pxqptq∥ ¤
» t

t0

~Apsq~∥Θnpyqpsq �Θnpxqpsq∥ ds

¤ C

» t

t0

∥Θnpyqpsq �Θnpxqpsq∥ ds

¤ C

» t

t0

Cn pt� t0qn
n!

∥x� y∥8 ds

¤ Cn�1 pt� t0qn�1

pn� 1q! ∥x� y∥8.

On montre l’inégalité de la même manière pour t   t0, ce qui termine la

récurrence. Ainsi, en posant j la longueur de l’intervalle J , Θn est pCjqn
n! -

lipschitzienne. Comme cette quantité tend vers 0 quand n tend vers 8,
il existe n P N� tel que Θn est 1

2 -lipschitzienne. Par théorème du point
fixe itéré, Θ admet un unique point fixe. On le note xJ .
On pose alors :

x : I Ñ E

t ÞÑ xJptq pour un segment J tel que t0, t P J̊ et J � I.

Cette application est bien définie, car pour t P I, il existe un segment J
tel que t0, t P J̊ et J � I, et pour J, J 1 deux tels segments, les restrictions
de xJ et xJ 1 à J X J 1 sont xJXJ 1 (car ce sont des points fixes du Θ défini
par rapport à J X J 1), donc elles cöıncident en t. De plus, x est solution
du problème de Cauchy, car par théorème fondamental de l’analyse, xJ

est solution du problème de Cauchy sur l’intérieur de J .
Enfin la solution globale est unique. En effet, si y est solution du problème
de Cauchy, t P I et J est un segment vérifiant les mêmes propriétés
que précédemment, le théorème fondamental de l’analyse montre que la
restriction de y à J est un point fixe de Θ. Par unicité, elle est égale à
xJ , donc yptq � xptq.

On peut ainsi décrire la structure de l’ensemble des solutions d’une équation
différentielle linéaire.

Proposition 3. Soit E un espace de Banach, pE, k, I, A, bq la donnée d’une
équation différentielle linéaire. Soit S l’ensemble des solutions de pE, k, I, A, bq,
S0 l’ensemble des solutions de l’équation homogène associée pE, k, I, Aq.

Alors S est un espace affine de direction S0, et pour tout t0 P I la fonction
suivante est un isomorphisme d’espaces affines :

evt0 : S Ñ Ek

x ÞÑ pxpt0q, x1pt0q, . . . , xpk�1qpt0qq.
C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels si l’équation est homogène.

Remarques. — En particulier, la dimension de l’espace des solutions est
le produit de celle du domaine et de l’ordre (en particulier elle est infinie
si le domaine est de dimension infinie).
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— La fonction Ψ de la proposition 1 est un isomorphisme d’espaces affines,
et même d’espaces vectoriels si l’équation est homogène.

Concrètement, le théorème précédent nous dit que l’ensemble des fonctions
x vérifiant xpkqptq � Aptqpxptq, . . . , xpn�1qptqq � bptq pour tout t dans I est l’en-
semble des fonctions de la forme xh � y, avec y une des solutions et y : I Ñ E
vérifiant ypkqptq � Aptqpyptq, . . . , ypn�1qptqq pour tout t P I. Ainsi, résoudre une
équation différentielle linéaire se réduit à en trouver une solution particulière,
et à résoudre une équation différentielle linéaire homogène.

Exemple 4. On considère l’équation définie sur l’intervalle I � ��π
2 ,

π
2

�
par :

x1ptq � tanptqxptq � 1.

Avec l’exemple 3 et la solution particulière tan, on obtient comme espace des
solutions K 1

cos � tan.

Application 1. On cherche à calculer la transformée de Fourier de la gaus-
sienne gα définie par :

gα : R Ñ R
t ÞÑ e�αt2

avec α P R��.
Remarquons que gα vérifie l’équation différentielle suivante :

g1αptq � �2αtgαptq.
On applique la transformation de Fourier à chaque membre de l’égalité, et

on utilise ses propriétés vis-à-vis de la dérivation pour obtenir une équation
différentielle vérifiée par g̃α : i ξg̃αpξq � �2α i g̃α

1pξq, soit :

g̃α
1pξq � �ξ

2α
g̃αpξq.

Cette équation différentielle linéaire homogène d’ordre 1 est aussi vérifiée
par g 1

4α
. D’après la proposition, les solutions forment un espace vectoriel de

dimension 1, donc pour un certain λ P C, g̃αpξq � λg 1
4α
pξq pour tout ξ. On

évalue en ξ � 0 : à gauche, c’est une intégrale classique qui vaut
a

π
α , à droite

g̃αpξq. Ainsi λ �
a

π
α , et g̃α �

a
π
αg 1

4α

1.2 Résolution explicite

Si l’existence et l’unicité d’une solution sont théoriquement assurées, nous
souhaiterions à présent pouvoir la déterminer explicitement. On considère que
l’on sait résoudre l’équation différentielle linéaire homogène associée. Il reste
alors à déterminer une solution particulière.

Le théorème 1 permet de définir le flot.

Définition 4. Le flot d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur un
espace de Banach est la fonction

Φ : I2 � E Ñ E
pt0, t, x0q ÞÑ Φt0,tpx0q
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telle que pour tout pt0, x0q P I � E, la fonction t ÞÑ Φt0,tpx0q est l’unique
solution au problème de Cauchy de donnée initiale pt0, x0q.
Exemple 5. Dans le cadre de la proposition 2, le flot est Φt0,tpx0q � e

³t
t0

apsq ds
x0.

On déduit de la proposition 3 que pour t0 et t fixés, la fonction Φt0,t est
un automorphisme d’espace affine de E. Dans le cas homogène, on a même
Φt0,t P GLpEq.

Dans le cas homogène où E est de dimension finie n, et où l’on peut donc
l’identifier à Kn en fixant une base, le flot prend la forme plus concrète d’une
application continue de I2 vers GLnpKq.
Définition 5. On considère une équation homogène pE, I,Aq. Un système fon-
damental de solutions est une base de l’espace des solutions. S’il existe n P N
tel que E � Kn, la matrice fondamentale associée est la fonction qui à t P I
associe la matrice dont les colonnes sont les solutions du système fondamental
évaluées en t. Le wronskien du système est la composée de cette fonction par
det.

Proposition 4. Soit px1, . . . , xnq une famille de solutions de pKn, I, F q ho-
mogène. Soit t P I. Alors px1, . . . , xnq est un système fondamental de solutions
si et seulement si px1ptq, . . . , xnptqq est une base de Kn. En particulier un wrons-
kien ne s’annule jamais.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 3, et du faite que l’image d’une
base par un isomorphisme est une base.

Remarques. — Le flot est directement lié aux matrices fondamentales : si
S est l’une d’entre elles, on a pour tout t0, t P I, Φt0,t � SptqSpt0q�1.

— Si t ÞÑ Sptq est une matrice fondamentale, l’ensemble des matrices fon-
damentales est l’ensemble des t ÞÑ SptqP pour toutes les P P GLnpKq. En
particulier, pour tout t0 P I, il existe une unique matrice fondamentale
valant l’identité en t0 (en choisissant P � Sp0q�1).

Proposition 5. Une fonction dérivable S : I Ñ GLnpKq est une matrice fon-
damentale si et seulement si elle vérifie l’équation différentielle suivante :

S1ptq � Aptq � Sptq
Un wronskien w vérifie l’équation différentielle suivante :

w1ptq � trpAptqqwptq
et la formule suivante :

wptq � wpt0qe
³t
t0

trpApsqq ds
.

Démonstration. La première formule résulte de la définition d’une matrice fon-
damentale. La deuxième résulte du théorème des fonctions composées et de la
différentielle du déterminant (d detpAq.H � trptCompAqHq) :

w1ptq � d detpSptqq.S1ptq
� trptCompSptqqAptqSptqq
� detpSptqq trpSptq�1AptqSptqq
� trpAptqqwptq.
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On en déduit la dernière formule à l’aide de la proposition 2.

Exemple 6. Considérons le cas d’une équation différentielle linéaire scalaire.
On a vu à la proposition 1 que l’on pouvait lui associer une équation différentielle
linéaire du première ordre, dont le domaine a pour dimension l’ordre de l’équation
scalaire. Si cette dernière s’écrit :

xpkqptq � a0ptqxptq � a1ptqx1ptq � � � � � ak�1ptqxpk�1qptq, (2)

l’équation d’ordre 1 associée s’écrit :

X 1ptq � AptqXptq (3)

avec Aptq la matrice compagnon :�
����

0 1 p0q
. . .

. . .

p0q 0 1
a0ptq � � � � � � ak�1ptq

�
���

On entend alors par système fondamental de solution une base de l’espace des
solutions de l’équation 2, et par matrice fondamentale ou wronskien de l’équation
2 ceux de l’équation 3. Ainsi, si px1, . . . , xkq est un système fondamental de
solutions, la matrice fondamentale associée est :�

��
x1ptq � � � xkptq
...

. . .
...

x
pk�1q
1 ptq � � � x

pk�1q
k ptq

�
�.

La forme particulière de la matrice Aptq dans ce cas simplifie les équations
sur le wronskien :

w1ptq � ak�1ptqwptq
et :

wptq � wpt0qe
³t
t0

ak�1psq ds.

Application 2 (Équation de Hill-Mathieu). Soit q : R Ñ R, continue, paire,
π-périodique. Considérons l’équation :

x2ptq � qptqxptq � 0 (4)

pour t P R. On considère la solution x1 telle que x1p0q � 1 et x11p0q � 0.
Alors :

— si |x1pπq|   1, toutes les solutions (à valeurs complexes) sont bornées ;
— si |x1pπq| � 1, il existe une solution (à valeurs réelles) non nulle bornée ;
— si |x1pπq| ¡ 1, la seule solution (à valeurs complexes) bornée est la solu-

tion nulle.
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Démonstration. On pose l’endomorphisme de translation :

u : C2pRq Ñ C2pRq
x ÞÑ xp � πq.

Montrons que l’espace S des solutions de l’équation 4 est stable par u. Soit
x une solution, t P R :

upxq2ptq � x2pt� πq
� �qpt� πqxpt� πq
� �qptqupxqptq

par périodicité de q et car u est solution. Ainsi upxq P S.
Soit S la matrice fondamentale telle que Sp0q est l’identité. Alors sa première

ligne px1, x2q est un système fondamental de solutions tel que x1p0q � x12p0q � 1
et x11p0q � x2p0q � 0. On pose alors :

U �
�
a b
c d




la matrice de l’endomorphisme induit par u sur S dans cette base. Remar-
quons que U � Spπq. En effet, par définition, x1p�πq � ax1�cx2. En évaluant
en 0, on a alors x1pπq � a. En dérivant au préalable, on obtient x11pπq � c. Donc
la première colonne de U est celle de Spπq, et on procède de même pour la
deuxième.

Ainsi, le déterminant de U est le wronskien w en π. Or, d’après l’exemple 6,
w est ici constant (le coefficient correspondant à an�1 étant nul). Donc detpUq �
wpπq � wp0q � detpSp0qq � detpI2q � 1.

Montrons que a � d. Calculons U�1 de deux manière différentes. Une formule
classique donne (le déterminant de U étant 1) :

U�1 �
�

d �b
�c a



.

D’autre part, on peut montrer comme précédemment que :

U�1 �
�
x1p�πq x2p�πq
x11p�πq x12p�πq



,

U�1 étant la matrice de la translation de �π. Or la parité de q implique que
si x est solution, alors xp�q aussi. En constatant la valeur en 0 ainsi que celle
de leur dérivée, et en utilisant le fait que x ÞÑ pxp0q, x1p0qq est un isomorphisme
de S vers R2, on constate alors que x1 est paire et x2 impaire. Ainsi :

U�1 �
�

a �b
�c d



.

En comparant avec la première formule, on a a � d.
Ainsi, le polynôme caractéristique de U est X2 � 2aX � 1 et a pour discri-

minant 4pa2 � 1q. On peut alors faire la disjonction de cas.
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— Si |a|   1, alors U a deux valeurs propres complexes conjuguées distinctes
ρ et ρ. De plus d’après les relations coefficients-racines, leur produit est
1. Donc ρ est de module 1. On a alors une base de vecteurs propres y1 et
y2 : ce sont des solutions complexes qui engendrent l’espace des solutions
à valeurs complexes (qui inclue l’espace des solutions à valeurs réelles).
Il suffit que ces deux solutions soient bornées pour que toutes les autres
le soient. Or :

y1p � πq � ρy1

donc :

|y1p � πq| � |y1|,

c’est-à-dire |y1| est périodique. Comme elle est continue, elle est bornée,
donc y1 également. On procède de même pour y2.

— Si |a| � 1, alors U a une valeur propre réelle de multiplicité 2. Son carré
est 1, elle est donc 1 ou �1. Elle admet un vecteur propre (une solution
non nulle à valeurs réelles), qui est bornée comme au point précédant.

— Si |a| ¡ 1, alors u a deux valeurs propres réelles distinctes λ P R zt0, 1u
et λ�1, quitte à échanger on suppose |λ| ¡ 1. Soit py1, y2q une base de
vecteurs propres, soit x � αy1�βy2 une solution. Si α � 0, soit t P R tel
que y1ptq � 0. Alors quand n P N tend vers �8, xpt�nπq est équivalent
à αλny1ptq donc x n’est pas bornée. Si β � 0, soit t tel que y2ptq � 0.
Alors quand n P N tend vers �8, xpt � nπq est équivalent à βλny2ptq
donc x n’est pas bornée. Ainsi, la seul solution bornée est la fonction
nulle.

Connaissant une matrice fondamentale, on peut réduire le problème de la
recherche d’une solution particulière à un calcul d’intégrale :

Théorème 2 (Lagrange). Considérons le problème de Cauchy pKn, I, A, b, t0, x0q.
Soit S une matrice fondamentale de l’équation homogène associée pKn, I, Aq.
L’unique solution x est :

xptq � Sptq
�
Spt0q�1x0 �

» t

t0

Spsq�1bpsq ds



Démonstration. On dérive la solution x avec la formule de la dérivée d’un pro-
duit. On obtient deux termes.

— Le premier est :

Aptq � Sptq
�
Spt0q�1x0 �

» t

t0

Spsq�1bpsqds


� Aptqpxptqq,

ce que l’on obtient avec la proposition 5.
— Le second est :

SptqSptq�1bptq � bptq,
car c’est la dérivée d’une intégrale.
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Ainsi x est bien solution de l’équation différentielle. Enfin elle vérifie la condi-
tion initiale :

xpt0q � Spt0qSpt0q�1x0 � x0.

Exemple 7. Dans le cas scalaire pK, I, a, b, t0, x0q, l’unique solution est xptq �
e
³t
t0

apsq ds
x0 �

³t
t0
e
³t
s
apσq dσbpsq ds. Ainsi, dans l’exemple 4, l’unique solution est

cospt0q
cosptq x0 �

³t
t0

cospsq
cosptq ds, soit

cospt0q
cosptq x0 � tanptq � sinpt0q

cosptq , donc
cospt0qx0�sinpt0q

cotptq �
tanptq.

2 Systèmes linéaires à coefficients constants

On s’intéresse dans cette section à un cas particulier primordial : celui où
A est constante, cas dit à coefficients constants. On peut alors expliciter une
matrice fondamentale de l’équation. On peut considérer A comme une fonction
linéaire continue de E dans E. Dans le cas homogène b � 0, I ne joue aucun
rôle : on écrit donc les données de l’équation pE,Aq et on considère sa résolution
pour I � R.

Exemples. — On pose le système :"
x1 � �25x� 36y
y1 � �18x� 26y.

— On pose le système :$&
%

x1 � �7x� 3y � z
y1 � 84x� 25y � 8z
z1 � �333x� 108y � 35z.

Proposition 6. On considère pKn, Aq homogène (A est donc dans GLnpKq).
Alors t ÞÑ etA est une matrice fondamentale.

Démonstration. Il suffit d’écrire la série définissant etA, de dériver chacun des
termes tn An

n! en tn�1 An

pn�1q! puis de factoriser par A. On constate ainsi que

l’équation de la proposition 5 est vérifiée.

Corollaire 1. On considère le problème de Cauchy pKn, I, A, b, t0, x0q. Alors
l’unique solution x est :

xptq � ept�t0qAx0 �
» t

t0

ept�sqAbpsq ds

Le problème se réduit alors au calcul d’une exponentielle de matrice. On
peut facilement la calculer si l’on peut mettre A sous forme diagonale, ou sous
forme de Jordan. On commence par le premier cas :

Proposition 7. On considère pE,Aq homogène avec E de dimension finie n et
A diagonalisable, de valeurs propres avec multiplicité pλiq P Kn. Alors il existe
une base pviq de E tel qu’en posant pour tout 1 ¤ i ¤ n :
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xi : R Ñ E
t ÞÑ etλivi

les pxiq forment un système fondamental de solutions.

Exemple 8. On considère le premier système, et sa matrice :

A �
��25 36
�18 26



.

Posons alors la matrice inversible :

P �
�
3 4
2 3




d’inverse :

P�1 �
�

3 �4
�2 3



.

On a alors A � PDP�1 avec D la matrice diagonale de coefficients diago-
naux �1 et 2. Les colonnes de P donnent alors une base de vecteurs propres de
A. On en déduit le système fondamental de solutions e�tp3, 2q et e2tp4, 3q.

La forme de Jordan est adaptée pour le calcul d’exponentielle de matrice :

Lemme 1. Soit A P GLpEq avec E un C-espace vectoriel de dimension finie
n. Soit m P N le nombre de valeurs propres distinctes, pλiq P Cm leur liste sans
multiplicité, pniq P pN�qm la liste de leurs multiplicités. Il existe une base de E
dans laquelle, pour tout t P R, la matrice de etA est :�

��
B1 p0q

. . .

p0q Bm

�
�

avec pour tout 1 ¤ i ¤ m :

Bi � etλi

�
���������

1 t t2

2 . . . tni�1

pni�1q!
. . .

. . .
. . .

...
. . .

. . . t2

2

p0q . . . t
1

�
��������

Démonstration. L’exponentielle d’un bloc de Jordan, et de son produit par t, se
calcule en l’écrivant comme la somme d’une matrice scalaire et d’une matrice
nilpotente triangulaire supérieure, les deux commutant. Ainsi l’exponentielle du
bloc est le produit des exponentielles de ces deux parties. Le calcul de l’expo-
nentielle d’une matrice scalaire revient simplement à faire l’exponentielle d’un
nombre complexe. L’exponentielle d’une matrice nilpotente est un polynôme en
cette matrice car la série la définissant est nulle à partir d’un certain rang. On
obtient ainsi les deux facteurs de Bi.
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Proposition 8. On considère pE,Aq homogène avec E un C-espace vectoriel de
dimension finie n. Soit m P N le nombre de valeurs propres distinctes, pλiq P Cm

leur liste sans multiplicité, pniq P pN�qm la liste de leurs multiplicités. Alors il
existe une base pvji q1¤i¤m,1¤j¤ni de E tel qu’en posant pour tout 1 ¤ i ¤ m, 1 ¤
j ¤ ni :

xj
i : R Ñ E

t ÞÑ etλi

�
vji �

°j�1
k�1

tk

k! v
j�k
i

	
les pxj

i q forment un système fondamental de solutions.

Exemple 9. On reprend le deuxième exemple. La matrice A est :

A �
�
� �7 3 1

84 25 8
�333 108 35

�
.

On pose alors la matrice inversible :

P �
�
� 1 2 0

4 4 �1
�3 7 3

�


d’inverse :

P�1 �
�
� 9 �6 �2
�9 3 1
40 �13 �4

�
.

On pose également la matrice de Jordan :

J �
�
�2 1 0
0 2 0
0 0 �1

�
.

Alors A � PJP�1. Les colonnes de P permettent donc de trouver le système
fondamental de solutions e2tp1, 4,�3q, e2tpp2, 4, 7q� tp1, 4,�3qq et e�tp0,�1, 3q.

2.1 Équations différentielles linéaires scalaires à coefficients
constants

On cherche à résoudre une équation scalaire. On considère uniquement le
cas homogène. Alors, il existe un polynôme unitaire P P KrXs, appelé polynôme
caractéristique de l’équation, de degré l’ordre k de l’équation tel que celle-ci
s’écrive P

�
d
dt

� pxq � 0.
Remarquons pour commencer qu’une solution est nécessairement de classe

C8 : en effet, x est k fois dérivable. Supposons qu’elle est dérivable l fois pour
l un entier supérieur à k. Alors, pour 0 ¤ m   k, xpmq est dérivable l � m
fois, donc l� k � 1 fois. Or, par hypothèse, xpkq est combinaison linéaire de ces
fonctions, donc est dérivable l � k � 1 fois, donc x est dérivable l � 1 fois. Par
récurrence, x est donc C8.

Or d
dt P LpC8pR,Kqq, et P � d

dt

� P K
�
d
dt

�
. Le problème revient donc à iden-

tifier le noyau d’un opérateur linéaire de C8pR,Kq. Cela est facile dans le cas
complexe.
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Proposition 9. Soit P P CrXs. Soit pλiq1¤i¤n les racines de P , pniq leurs
multiplicités respectives. Alors une base de l’espace des solutions de P

�
d
dt

� pxq �
0 est formée par les t ÞÑ tkeλit pour 1 ¤ i ¤ n et 0 ¤ k   ni.

Démonstration. Le lemme de décomposition des noyaux dit que l’espace des
solutions est somme directe des noyaux des

�
d
dt �λi

�ni
. Définissons un nouvel

opérateur linéaire :

pi : C8 Ñ C8

x ÞÑ �
t ÞÑ eλitxptq� .

Alors d
dt �λi � pi� d

dt �p�1
i , donc

�
d
dt �λi

�ni � pi� d
dt

ni �p�1
i , d’où ker

�
d
dt �λi

�ni �
pi

�
ker d

dt

ni
	
� pipCni�1rXsq.

On résout le cas réel en regardant les parties réelles et imaginaires des solu-
tions du le cas complexe.

Proposition 10. Soit P P RrXs. Soit pλiq1¤i¤n les racines réelles de P , pniq
leur multiplicité respective, pαj � i βq1¤j¤m les racines de partie imaginaire
strictement positive, pmjq1¤j¤m leur multiplicité respective. Alors une base de
l’espace des solutions de P

�
d
dt

� pxq � 0 est formée par les t ÞÑ tkeλit pour
1 ¤ i ¤ n et 0 ¤ k   ni, les t ÞÑ tkeαjt cospβjtq et les t ÞÑ tkeαjt sinpβjtq pour
1 ¤ j ¤ m et 0 ¤ k   mj.

Démonstration. L’ensemble des solutions à valeurs réelles est un sous-R-espace
vectoriel de l’espace des solutions à valeurs complexes. Par linéarité, si x est une
solution à valeurs complexes, alors ℜ � x et ℑ � x sont aussi solutions. Avec le
système fondamental de solutions A donné par la proposition 9, on en déduit
que les fonctions de l’énoncé sont bien solutions, on note B leur ensemble. De
plus, pour t P R, ei t � cosptq � i sinptq, donc le C-espace vectoriel engendré
par ces solutions contient A, donc est l’espace des solutions complexes. Comme
le cardinal de B est la dimension de cette espace, B en est une C-base. C’est
donc une famille C-libre. En particulier elle est R-libre. Ainsi c’est un système
fondamental de solutions.

Exemple 10. On considère l’équation de l’oscillateur harmonique amorti de
l’introduction :

d2x

dt2
� α

dx

dt
� ω2x � 0

avec α, ω P R��. Le polynôme caractéristique est alors P � X2 � αx � ω2.
On pose alors Q � ω

α , grandeur appelée facteur de qualité. Le discriminant de

P est ∆ �
�

1
Q2 � 4

	
ω2. On distingue alors plusieurs cas.

— Si Q   1
2 , on parle de régime apériodique : P a deux racines réelles

r� � 1
2

�
� ω

Q �?
∆
	

distinctes. Comme P est strictement positif sur

R�, r� et r� sont strictement négatives. Les solutions sont alors les
fonctions de la forme pt ÞÑ aer�t � ber�tq avec a, b P R. Physiquement,
la masse est attirée vers le point 0 par le ressort, peut y passer une fois
(ou pas) et s’en éloigner, puis se redirige vers lui, mais les frottements
l’empêchent de l’atteindre. Elle y converge alors quand t tend vers �8.
Voir la figure 1.
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— Si Q � 1
2 , on parle de régime critique. Dans ce cas, P a une racine

double réelle strictement négative r � � ω
2Q . Les solutions sont de la

forme pt ÞÑ pa � btqertq avec a, b P R. Dans ce cas, le comportement de
la masse proche du cas précédent. Voir la figure 2.

— Si Q ¡ 1
2 , on parle de régime pseudo-périodique. Alors ∆   0, donc

P a deux racines complexes conjuguées distinctes, de partie réelle s �
� ω

2Q , de partie imaginaire �k avec k �
?�∆

2 . Ainsi les solutions sont

les fonctions de la forme pt ÞÑ est pa sinpktq � b cospktqq avec a, b P R.
Physiquement, la masse oscille de part et d’autre du point 0 (deuxième
facteur), tout en étant ralentie par les frottements et donc en convergeant
vers ce point (premier facteur). Voir la figure 3.

2.2 Stabilité

Dans le cas homogène, 0 est un point d’équilibre (autrement dit la fonc-
tion nulle est solution). Dans le cas où les coefficients sont constants, on peut
déterminer sa stabilité.

Définition 6. On considère une équation différentielle linéaire homogène à
coefficients constants. On dit que 0 est un équilibre stable si pour tout ϵ P R��,
il existe α P R�� tel que pour toute solution x telle que ∥xp0q∥ ¤ α et pour tout
t P R�, on ait ∥xptq∥ ¤ ϵ.

On dit que 0 est un équilibre asymptotiquement stable si c’est un équilibre
stable et toute solution tend vers 0 en �8.

Proposition 11. On considère l’équation pE,Aq avec E de dimension finie.
Alors :

— 0 est un équilibre stable si et seulement si les valeurs propres du spectre
complexe de A sont de partie réelle strictement négative ;

— 0 est un équilibre asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs
propres du spectre complexe de A sont de partie réelle négative et celle
qui sont imaginaires pures sont semi-simples.

Démonstration (esquisse). La preuve dans le cas complexe repose sur la passage
en forme de Jordan : on utilise la proposition 8. La forme de Jordan permet
de traduire les propriété sur le spectre de A en propriétés du comportement
asymptotique de la norme opérateur de expptAq. Ceci permet d’en déduire le
cas réel.

Exemple 11. Dans les deux systèmes donnés en exemple, 0 n’est pas un équilibre
stable, car leur matrice a 2 pour valeur propre.

3 Équation différentielle linéaire à coefficients
constants dans les distributions

On considère l’équation P
�

d
dt

� pXq � B (avec P un polynôme unitaire), que
l’on cherche à résoudre cette fois-ci pour X dans l’espace des distributions sur R,
et avec B une distribution. On considère ainsi d

dt comme un opérateur linéaire
de D’pRq. Le cas homogène est le même que précédemment.
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Proposition 12. Pour tout P P KrXs unitaire, le noyau de P
�

d
dt

�
dans D’pRq

est dans C8pRq.
Démonstration. On refait la preuve de la proposition 9, en remarquant que
ker d

dt

n � Cn�1rXs reste vrai car ker d
dt est l’ensemble des fonction constantes,

même dans les distributions.

On s’intéresse à présent à le recherche d’une solution particulière.

Proposition 13. Soit D P D’pRq, P P KrXs. Alors P � d
dt

� pDq � P
�

d
dt

� pδq�D,
avec δ le Dirac en 0 et � le produit de convolution.

Le problème est à présent la recherche d’une solution élémentaire de l’opérateur
différentiel, c’est-à-dire une distribution E telle que P

�
d
dt

� pEq � δ, afin que,

sous réserve d’existence de la convolution, P
�

d
dt

� pE�Bq � P
�

d
dt

� pδq�pE�Bq ��
P
�

d
dt

� pδq � E� �B � δ �B � B : ainsi, E �B est une solution particulière.
On se place dans le cas complexe. Soit λ P C, n P N�, on pose :

Lλ,n : R Ñ C

t ÞÑ
#

0 si t   0
tn�1

pn�1q!e
λt si t ¥ 0

Soit P P CrXs. On pose pλiq1¤i¤n l’ensemble des racines et pniq1¤i¤n les
multiplicités respectives. Le théorème de décomposition en éléments simples
nous donne une unique famille de complexes pαijq1¤i¤n,1¤j¤ni

tels que :

1

P
�

ņ

i�1

ni̧

j�1

αij

pX � λiqj .

On pose alors :

�
P

�
d

dt



pδq

�1

�
ņ

i�1

ni̧

j�1

αijLλi,j .

Proposition 14. Soit P P CrXs. On a P
�

d
dt

� ��
P
�

d
dt

� pδq��1
	
� δ.

Démonstration. Commençons par constater que pour tout λ P C, n P N�, on a�
d
dt �λ

�n pLλ,nq � δ. En effet, la formule des sauts montre d’une part que pour

n P N�, on a
�

d
dt �λ

� �
Lλ,pn�1q

� � Lλ,n, d’autre part que
�

d
dt �λ

� pLλ,1q � δ.
Soit à présent P P CrXs unitaire, pλiq1¤i¤n l’ensemble de ses racines et

pniq1¤i¤n les multiplicités respectives, on définit les αij comme précédemment.

Remarquons alors que pour 1 ¤ i ¤ n, 1 ¤ j ¤ ni,
P

pX � λiqj est un polynôme,

et que
ņ

i�1

ni̧

j�1

αij
P

pX � λiqj � 1. Alors :
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P

�
d

dt


��
P

�
d

dt



pδq

�1

�
�

ņ

i�1

ni̧

j�1

αijP

�
d

dt



pLλi,jq

�
ņ

i�1

ni̧

j�1

αij
P

pX � λiqj
�

d

dt


��
d

dt
�λi


j

pLλi,jq
�

�
ņ

i�1

ni̧

j�1

αij
P

pX � λiqj
�

d

dt



pδq

�
�

ņ

i�1

ni̧

j�1

αij
P

pX � λiqj
��

d

dt



pδq

� δ .

On a ainsi une méthode pour calculer une solution particulière de P
�

d
dt

� pXq �
B, à condition de pouvoir convoler notre solution fondamentale et B. En théorie,
cela est possible siB est à support minoré (car les solutions élémentaires trouvées
sont à support minoré, et on peut toujours convoler deux telles distributions).
En pratique, il faut bien sûr être capable de calculer ce produit de convolution.

Exemples. — Dans le cas où P � X�λ et où B est une fonction continue
de support minoré par un t0 P R, on obtient comme solution particulière
t ÞÑ ³t

t0
eλpt�sqBpsq ds, ce que nous donnait déjà la formule de Lagrange

pour x0 � 0.
— Considérons le cas P � pX�λqn avec n ¥ 2 et B � δ1. Alors une solution

particulière est Lλ,n � δ1, donc la dérivée de Lλ,n, qui est :

s : R Ñ C

t ÞÑ
#

0 si t   0

ppn� 1q � λtq tn�2

pn�1q!e
λt si t ¥ 0.
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Figures

Figure 1 – Exemples de solutions en régime apériodique pour Q � 1
4 , ω �

1, r� � �2�?
3

Courbe rouge : a � 3, b � 2
Courbe verte : a � 4, b � 1
Courbe bleue : a � 3, b � �6
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Figure 2 – Exemples de solutions en régime critique pour Q � 1
2 , ω � 1, r � �1

Courbe rouge : a � 5, b � �3
Courbe verte : a � 3, b � 5
Courbe bleue : a � 3, b � �5
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Figure 3 – Exemples de solutions en régime pseudo-périodique pourQ � 1, ω �
1, r � � 1

2 � i
?
3

2
Courbe rouge : a � �3, b � 5
Courbe verte : a � 5, b � 3
Courbe bleue : a � �5, b � 3
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