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Résumé

On étudie ici les équations différentielles linéaires. On commence par
une étude générale, en montrant ’existence et 1'unicité d’une solution
étant donnée une condition initiale, puis en donnant une méthode permet-
tant parfois d’expliciter cette solution. Dans un second temps, on résout
le cas ou les coefficients sont constants. Enfin, on étudie les équations
différentielles dans les distributions, dans un cas restreint.

Introduction : pourquoi résoudre des équations

différentielles ?

Le premier intérét des équations différentielles est leur pouvoir de modélisation.
Elles sont en effet omniprésentes en physique. L’exemple historique classique est
la deuxieme loi de Newton, qui exprime I'accélération d’un corps en fonction du
total des forces s’exercant sur celui-ci. Dans nombre de situations, cette force
s’exprime en fonction de la position et de la vitesse de ce corps. Nous avons ainsi
affaire a une équation différentielle d’ordre 2. Dans certains cas, cette équation
peut étre linéaire, par exemple dans le cas d’oscillateur harmonique amorti, que
I’on peut mettre en place en accrochant une masse mobile a un degré de liberté
a un ressort dont I'autre extrémité est fixée. La position x de cette masse suit
alors I’équation suivante :

2
% + ai—f +w?z = 0.

Le troisiéme terme provient de la force de rappel du ressort, le deuxieme des
frottements.

Les équations ne sont pas toujours linéaires. Par exemple, I’équation du
pendule ne 'est pas :

2
% + w?sin(f) = 0.

Mais dans le cas de petites oscillations, le sin(f) peut s’approximer par 6,
rendant 1’équation linéaire. Cela explique l'intérét que I'on accorde au cas si
particulier des équations linéaires. Celles-ci peuvent approximer des équations



non linéaires, et donner de précieux renseignements sur ces dernieres. Ainsi, la
stabilité asymptotique d’un équilibre peut se déduire de celle de ’approximation
linéaire de ’équation en ce point d’équilibre.

Enfin, précisons que les possibilités de modélisation des équations différentielles
ne se limitent pas a la mécanique. Elles sont omniprésentes dans diverses sciences :
électronique, électromagnétique, cinétiques chimique, dynamique des popula-
tions... Elles trouvent également des applications dans d’autres domaines des
mathématiques, par exemple la théorie des groupes de Lie.

1 Cas général

Dans toute la suite, K désigne R ou C. Si E et F' sont des espaces vectoriels
normés, on notera L.(E, F') l'espace vectoriel des fonctions linéaires continues
de E vers F', muni de la norme subordonnée. Définissons tout d’abord la notion
d’équation différentielle linéaire.

Définition 1. Une équation différentielle linéaire est la donnée d’un K-espace
vectoriel normé E appelé domaine, d’un entier k € N* appelé ordre, d’un in-
tervalle ouvert I, d’une fonction continue A : I — L.(E*, E) et d’une fonction
continue b: I — E. Elle est dite homogene si b est la fonction nulle. On notera
ces données sous la forme (E, k,I, A,b), ou dans le cas homogéne (E k, I, A).

Une solution globale est une fonction dérivable k fois x : I — E telle que
pour tout t € I :

2 ® () = A (@FV(0), ..., x(t)) + b(t). (1)

Exemples. — Le domaine R, l'ordre 2, l'intervalle R, la fonction A : t —
((u,v) = t2u + tv), la fonction b : t — sin(t) donnent I’équation :

2" (t) = t22'(t) + ta(t) + sin(t).

— Le domaine C°([0,1]), l'ordre 1, lintervalle R, la fonction A : t —
(f = (2 2% f(2))), la fonction b: t — (z — tz) donnent l’équation :
0
a—{(t,z) =2'f +tz
ot f e CO'(RY x[0,1]), pour tout tﬁe RE, M converge uni-
formément quand h tend vers 0, et % e CO(R% x[0,1]).

Définition 2. Lorsque le domaine est K, on dit que [’équation est scalaire.
Lorsque le domaine est K" pour unn € N, on peut désigner I’équation différentielle
sous le terme de systéme différentiel.

Remarque 1. On utilise le terme systéme car dans ce cas, on peut voir I’équation
comme un ensemble de n équations scalaires couplées.

Exemple 1. Considérons le domaine R®, 'ordre 2, un intervalle I quelconque,
une fonction continue A : I — L((R*)2,R®) qui a t associe un endomorphisme
que l'on peut écrire sous forme matricielle (a;;(t))1<i<3,1<j<6, €t une fonction :
b: I —

t —

(bi(t))1<i<3-



Cela définit le systéme différentiel linéaire suivant :

o] = ana) + aarh + a13zh + a14w1 + a15x2 + a1z + by
JJIQ/ = agll'i + a22.’L‘/2 + aggxé + G041 + 5T + 63 + by
Jig = CL31Z'11 + a32$l2 + 0,33.23% + a34x1 + aszxo + aszexs + bs.

Quitte a augmenter la dimension du domaine, on peut toujours réduire une
équation différentielle linéaire & une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Proposition 1. Soit (E,k, I, A,b) la donnée d’une équation différentielle linéaire.
On pose la fonction continue A : I — L.(E®) qui at e I associe :

A(t) : EF — EF
(x1,...,2k) — (x2,..., 2k, A(t)(z1,...,2k)),
et la fonction :
b: I — FE*
t — (0,...,0,b(t)).

On pose S 'ensemble des solutions de (E,k,I,A,D), S lensemble des solu-
tions de (E*,1,1,A,b). Alors la fonction suivante est une bijection :

v: S
T

- S
- (x,2,...,zFD),

Exemple 2. L’équation :

2" (t) = 22/ () + tz(t) + sin(t).

prend la forme du systéme d’ordre 1 :

{ ' (t) y(t)
y'(t) = t2y(t) +tx(t) + sin(t).

Ainsi, on peut ne considérer que la résolution des équations d’ordre 1. On
notera dans ce cas les données de I’équation (E, I, A,b) au lieu de (F, 1,1, A,b).

Il convient de compléter la notion d’équation différentielle avec celle de condi-
tion initiale, de maniere & pouvoir définir les problemes de Cauchy.

Définition 3. Un probleme de Cauchy est la donnée de (E,I,A,b,tg,z0) ot
(E,I,A,b) est la donnée d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, et ou
(to,xo0), qui est appelé condition initiale, est dans I x E.

Une solution globale de ce probléme de Cauchy est une solution globale x de
Iéquation différentielle linéaire associée telle que x(to) = xo.

La question qui se pose est celle de I’existence et de 1'unicité d’une solution
a un probléme de Cauchy. On peut d’ors-et-déja donner un cas on 'on peut
méme résoudre explicitement un probléme de Cauchy (ou plutdt le réduire a un
calcul d’intégrale) :

Proposition 2. Soit (K, I,a,tg,zo) un probléme de Cauchy homogéne scalaire
du premier ordre (pour tout t € I, on identifie alors a(t), qui est une homothétie,
a son rapport, donc un élément de K). Il admet alors une unique solution :

z(t) = o als)dsy.



Démonstration. On peut vérifier immédiatement que z est bien solution du
probléeme de Cauchy. L’unicité se déduit du théoreme de Cauchy-Lipschitz ci-
dessous, mais peut aussi se montrer plus élémentairement comme suit. Soit y
une solution du probleme de Cauchy. On pose alors :

qg: I - K
I o e Sto a(s) dsy(t)

On peut alors dériver g car c’est un produit de fonctions dérivables : on
obtient ¢'(t) = 0, donc ¢ est constante. On évalue en 0 : ¢(0) = zo. Ainsi
Y =2x. O

Exemple 3. On considére l’équation définit sur I = ]—g, g[ par :

7' (t) = tan(t)z(t).

Sur I, une primitive de tan est t — — In(cos(t)). Ainsi avec les conditions
initiales (to,xo), 'unique solution est :

cos(to)
cos(t)

t—

Zo-

1.1 Existence et unicité

L’existence et 'unicité sont garantis par le théoreme suivant, au moins dans
le cas ou E est un espace de Banach.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Un probléme de Cauchy dont le do-
maine est un espace de Banach admet une unique solution globale.

Démonstration. Premiere méthode : Si 'on admet la théorie générale des
équations différentielles, le théoreme de Cauchy-Lipschitz local général
nous donne l’existence d’une unique solution maximale. Puis on peut
utiliser le théoréeme des bouts avec le lemme de Gronwall pour montrer
que cette solution est globale.

Deuziéme méthode : On considere un probleme de Cauchy (E, I, A, b, tg, xo)-
Soit J un segment tel que ¢y € J < I. On consideére I'espace C°(J, E)
munit de la norme ||e||,, qui est de Banach, sur lequel on pose la fonction :

©: C°%JE) — C°JE)
z (t > o + §1(A(s)(2(s)) + b(s))ds) :
Iintégrale étant bien définie car ’espace est de Banach. On pose C' =
max IIA(#) |- Montrons par récurrence sur n € N que pour tout z,y €
S
C°J,E),teJ:

[t —to|”

67 (w)(t) = " (@) (1) < C" o =yl

L’initialisation est immédiate. Supposons I'inégalité vraie pour un n € N.
Soit x,y € C°(J,E),t € J tel que t > tq :



t

") (®) - " @O < [ JAGI" W) - ©"(@)(s)] ds

to

<C | 19"(y)(s) — O"(z)(s)l| ds

to
t
t—ty)"
<C C"%Hx—y o ds
to .
(t_tO)TLJrl
< Cn+lm‘|x — Y|l

On montre 'inégalité de la méme manieére pour ¢ < tg, ce qui termine la
récurrence. Ainsi, en posant j la longueur de l'intervalle J, ©" est (C;b#
lipschitzienne. Comme cette quantité tend vers 0 quand n tend vers oo,
il existe n € N* tel que O™ est %—lipschitzienne. Par théoreme du point
fixe itéré, © admet un unique point fixe. On le note z ;.

On pose alors :

z: I —» F
t — x;(t) pour un segment J tel que tg,t € J et J c I.

Cette application est bien définie, car pour ¢ € I, il existe un segment J
tel que tg,t € JetJc 1, et pour J, J' deux tels segments, les restrictions
dexyetxzy aJnJ sont xy,y (car ce sont des points fixes du © défini
par rapport & J n J'), donc elles coincident en ¢. De plus, z est solution
du probleme de Cauchy, car par théoreme fondamental de I'analyse, x s
est solution du probleme de Cauchy sur 'intérieur de J.
Enfin la solution globale est unique. En effet, si y est solution du probleme
de Cauchy, t € I et J est un segment vérifiant les mémes propriétés
que précédemment, le théoreme fondamental de ’analyse montre que la
restriction de y a J est un point fixe de ©. Par unicité, elle est égale a
x g, donc y(t) = xz(t).

O

On peut ainsi décrire la structure de I’ensemble des solutions d’une équation
différentielle linéaire.

Proposition 3. Soit E un espace de Banach, (E,k,I,A,b) la donnée d’une
équation différentielle linéaire. Soit S 'ensemble des solutions de (E,k, I, A,b),
So Uensemble des solutions de l’équation homogéne associée (E,k,1,A).

Alors S est un espace affine de direction Sy, et pour tout tg € I la fonction
sutvante est un isomorphisme d’espaces affines :

evyy: S — EF
x = (z(to), 2 (to), ..., x*V(t)).
C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels si I’équation est homogéne.
Remarques. — FEn particulier, la dimension de [’espace des solutions est

le produit de celle du domaine et de lordre (en particulier elle est infinie
si le domaine est de dimension infinie).



— La fonction ¥ de la proposition 1 est un isomorphisme d’espaces affines,
et méme d’espaces vectoriels si [’équation est homogéne.

Concretement, le théoreme précédent nous dit que ’ensemble des fonctions
x vérifiant ) (t) = A(t)(2(t),..., 2 (t)) + b(t) pour tout t dans I est 'en-
semble des fonctions de la forme zj, + y, avec y une des solutions et y : I — E
vérifiant y®) (t) = A(t)(y(t), ...,y D (t)) pour tout t € I. Ainsi, résoudre une
équation différentielle linéaire se réduit a en trouver une solution particuliére,
et a résoudre une équation différentielle linéaire homogene.

Exemple 4. On considére [’équation définie sur lintervalle I = ]—g, g[ par :

2'(t) = tan(t)z(t) + 1.

Avec Uexzemple 3 et la solution particuliére tan, on obtient comme espace des
solutions K == + tan.

Ccos

Application 1. On cherche a calculer la transformée de Fourier de la gaus-
sienne g, définie par :

avec v € RY.
Remarquons que g, vérifie l'équation différentielle suivante :

ga(t) = —2atga(t).

On applique la transformation de Fourier d chaque membre de ’égalité, et
on utilise ses propriétés vis-a-vis de la dérivation pour obtenir une équation
différentielle vérifiée par go : i £ga(€) = —2ai ga'(£), soit :

Ga'(6) = 5o al®).

Cette équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 est aussi vérifiée
par g . D’aprés la proposition, les solutions forment un espace vectoriel de
dimension 1, donc pour un certain A € C, go(&) = )\gﬁ (&) pour tout £&. On

évalue en & = 0 : a gauche, c’est une intégrale classique qui vaut \/g, a droite

Ga(&). Ainsi X = /T, et go = \/ggﬁ

1.2 Résolution explicite

Si lexistence et I'unicité d’une solution sont théoriquement assurées, nous
souhaiterions a présent pouvoir la déterminer explicitement. On considére que
I'on sait résoudre I’équation différentielle linéaire homogene associée. Il reste
alors & déterminer une solution particuliere.

Le théoreme 1 permet de définir le flot.

Définition 4. Le flot d’une équation différenticlle linéaire d’ordre 1 sur un
espace de Banach est la fonction

D I?’<xE —> E
(to.t,x0) = Py (o)



telle que pour tout (to,z0) € I x E, la fonction t — @y (x0) est 'unique
solution au probléme de Cauchy de donnée initiale (tg, zo).

Exemple 5. Dans le cadre de la proposition 2, le flot est @y, (o) = eﬁo a(s) dsxo.
On déduit de la proposition 3 que pour ty et ¢ fixés, la fonction @+ est
un automorphisme d’espace affine de E. Dans le cas homogene, on a méme
¢t0,t € GL(E)
Dans le cas homogene ou F est de dimension finie n, et ou l'on peut donc
I'identifier & K" en fixant une base, le flot prend la forme plus concréte d’une
application continue de I? vers GL,,(K).

Définition 5. On considére une équation homogéne (E,I, A). Un systéme fon-
damental de solutions est une base de [’espace des solutions. S’il existe n € N
tel que E = K", la matrice fondamentale associée est la fonction qui a t € T
associe la matrice dont les colonnes sont les solutions du systeme fondamental
évaluées en t. Le wronskien du systéeme est la composée de cette fonction par
det.

Proposition 4. Soit (z1,...,2,) une famille de solutions de (K",I,F) ho-
mogéne. Soit t € I. Alors (x1,...,xy,) est un systéme fondamental de solutions
si et seulement si (z1(t), ..., x,(t)) est une base de K". En particulier un wrons-
kien ne s’annule jamais.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 3, et du faite que 'image d’une
base par un isomorphisme est une base. O

Remarques. — Le flot est directement lié aux matrices fondamentales : si
S est l'une d’entre elles, on a pour tout to,t € I, ®y, = S(t)S(to) !

— Sit— S(t) est une matrice fondamentale, l’ensemble des matrices fon-
damentales est I’ensemble des t — S(t)P pour toutes les P € GL,(K). En
particulier, pour tout tg € I, il existe une unique matrice fondamentale
valant Uidentité en to (en choisissant P = S(0)7!).

Proposition 5. Une fonction dérivable S : I — GL,(K) est une matrice fon-
damentale si et seulement si elle vérifie I’équation différentielle suivante :
S'(t) = A(t) - S(t)

Un wronskien w vérifie I’équation différentielle suivante :

W' (t) = te(A())w(t)

et la formule suivante :

’LU(t) _ w(to)egzo tr(A(s)) ds.

Démonstration. La premieére formule résulte de la définition d’une matrice fon-
damentale. La deuxieme résulte du théoreme des fonctions composées et de la
différentielle du déterminant (ddet(A).H = tr(*Com(A)H)) :

w'(t) = ddet(S(¢)).5'(t)

tr("Com(S(#)) A(t )5(®)

det( () tr(SE) T A(2)S (1))
tr(A(t))w(t).



On en déduit la derniére formule a I’aide de la proposition 2.
O

Exemple 6. Considérons le cas d’une équation différentielle linéaire scalaire.

On a vu a la proposition 1 que l’on pouvait lui associer une équation différentielle

linéaire du premiére ordre, dont le domaine a pour dimension l’ordre de I’équation
scalaire. Si cette derniére s’écrit :

2B () = ag(t)z(t) + ay()x'(t) + - - + ap_1 ()2 (1), (2)

l’équation d’ordre 1 associée s’écrit :

X'(t) = A1) X (2) 3)
avec A(t) la matrice compagnon :
0 1 (0)
(0) | O‘ 1
ao(t) ak71(t)

On entend alors par systéme fondamental de solution une base de [’espace des
solutions de l’équation 2, et par matrice fondamentale ou wronskien de [’équation
2 ceux de léquation 3. Ainsi, si (x1,...,2zx) est un systéme fondamental de
solutions, la matrice fondamentale associée est :

() o a)
5 1) (1)

La forme particuliére de la matrice A(t) dans ce cas simplifie les équations
sur le wronskien :

w'(t) = ap_1(t)w(t)
et :

w(t) = wite)elo #)4

Application 2 (Equation de Hill-Mathieu). Soit ¢ : R — R, continue, paire,
w-périodique. Considérons ’équation :

2"(t) + q(t)x(t) = 0 (4)
pour t € R. On considére la solution x1 telle que x1(0) = 1 et 24(0) = 0.
Alors :
— si |z1(m)] < 1, toutes les solutions (& valeurs complexes) sont bornées ;
— si |1 (m)| =1, il existe une solution (d valeurs réelles) non nulle bornée ;
)

— si |x1(m)| > 1, la seule solution (d valeurs complexes) bornée est la solu-
tion nulle.



Démonstration. On pose I'endomorphisme de translation :

u: C?*(R) — C?R)
x — xz(e+m).

Montrons que 'espace S des solutions de 1’équation 4 est stable par u. Soit
z une solution, t e R :

u(z)’(t) = 2" (t + 7)
=—q(t+ma(t+m)
— —qt)ua)(t

par périodicité de g et car u est solution. Ainsi u(z) € S.

Soit S la matrice fondamentale telle que S(0) est 'identité. Alors sa premiere
ligne (x1,z2) est un systeéme fondamental de solutions tel que z1(0) = 25(0) =1
et 2 (0) = 22(0) = 0. On pose alors :

(2 8

la matrice de ’endomorphisme induit par u sur S dans cette base. Remar-
quons que U = S(7). En effet, par définition, z1 (e +m) = azy +cze. En évaluant
en 0, on a alors z1(7) = a. En dérivant au préalable, on obtient 2 () = ¢. Donc
la premiere colonne de U est celle de S(7), et on procede de méme pour la
deuxieme.

Ainsi, le déterminant de U est le wronskien w en 7. Or, d’apres I'exemple 6,
w est ici constant (le coefficient correspondant & a,,—1 étant nul). Donc det(U) =
w(m) = w(0) = det(S(0)) = det(Iz) = 1.

Montrons que a = d. Calculons U~! de deux maniére différentes. Une formule
classique donne (le déterminant de U étant 1) :

o (d —b
U _<_C )

D’autre part, on peut montrer comme précédemment que :

p - () ey,

wy(=m)  wp(=m)

U~! étant la matrice de la translation de —=. Or la parité de ¢ implique que
si x est solution, alors x(—e) aussi. En constatant la valeur en 0 ainsi que celle
de leur dérivée, et en utilisant le fait que x — (x(0), 2'(0)) est un isomorphisme
de S vers R?, on constate alors que x; est paire et x5 impaire. Ainsi :

-1 _ a —b
v _(_C d).

En comparant avec la premiere formule, on a a = d.
Ainsi, le polynéme caractéristique de U est X? — 2aX + 1 et a pour discri-
minant 4(a? — 1). On peut alors faire la disjonction de cas.



— Si|a| < 1, alors U a deux valeurs propres complexes conjuguées distinctes
p et p. De plus d’apres les relations coefficients-racines, leur produit est
1. Donc p est de module 1. On a alors une base de vecteurs propres y; et
Yo : ce sont des solutions complexes qui engendrent I’espace des solutions
a valeurs complexes (qui inclue 'espace des solutions & valeurs réelles).
11 suffit que ces deux solutions soient bornées pour que toutes les autres
le soient. Or :

yi(e +7) = py1

donc :

[y (e + )| = |y1l,

c’est-a-dire |y;| est périodique. Comme elle est continue, elle est bornée,
donc y; également. On procede de méme pour ys.

— Si |a| = 1, alors U a une valeur propre réelle de multiplicité 2. Son carré
est 1, elle est donc 1 ou —1. Elle admet un vecteur propre (une solution
non nulle a valeurs réelles), qui est bornée comme au point précédant.

— Si |a] > 1, alors u a deux valeurs propres réelles distinctes A € R\{0,1}
et A71, quitte & échanger on suppose |A\| > 1. Soit (y1,y2) une base de
vecteurs propres, soit * = ay; + Sy2 une solution. Si « # 0, soit ¢ € R tel
que y1(t) # 0. Alors quand n € N tend vers +00, z(t + nm) est équivalent
a aA™y;(t) donc x n’est pas bornée. Si 5 # 0, soit ¢ tel que ya(t) # 0.
Alors quand n € N tend vers +00, 2(t — nm) est équivalent & SA"ya(t)
donc x n’est pas bornée. Ainsi, la seul solution bornée est la fonction
nulle.

O

Connaissant une matrice fondamentale, on peut réduire le probleme de la
recherche d’une solution particuliere a un calcul d’intégrale :

Théoréme 2 (Lagrange). Considérons le probléme de Cauchy (K", I, A, b, to, xo).
Soit S une matrice fondamentale de I’équation homogéne associée (K™, 1,A).
L’unique solution x est :

x(t) = S(¢) <S(t0)_1xo + 1 S(s)7'b(s) ds>

to

Démonstration. On dérive la solution x avec la formule de la dérivée d’un pro-
duit. On obtient deux termes.
— Le premier est :

A(t) - S(t) <S(t0)_13:0 + J; S(s)7tb(s) ds) = A(t)(x(t)),

ce que l'on obtient avec la proposition 5.
— Le second est :

S(HS(H)7'0(t) = b(1),

car c’est la dérivée d’une intégrale.

10



Ainsi x est bien solution de I’équation différentielle. Enfin elle vérifie la condi-
tion initiale :
a(to) = S(to)S(to) ‘o = wo.
O

Exemple 7. Dans le cas scalaire (K, I,a,b, to, o), 'unique solution est x(t) =

t t
o @09) dsxo + Szo eli alo) dop(s) ds. Ainsi, dans Uexemple 4, l'unique solution est

cottl 4 {1, 51 ds, soit b+ tan (1) — Sl done “ltelzecsnt) |
tan(t).

2 Systemes linéaires a coefficients constants

On s’intéresse dans cette section & un cas particulier primordial : celui ou
A est constante, cas dit ¢ coefficients constants. On peut alors expliciter une
matrice fondamentale de 1’équation. On peut considérer A comme une fonction
linéaire continue de E dans E. Dans le cas homogene b = 0, I ne joue aucun
role : on écrit donc les données de 1’équation (E, A) et on considere sa résolution
pour I = R.

Exemples. — On pose le systéeme :
= =25z + 36y
y = —18z + 26y.

— On pose le systeme :

¥ = —Tr+3y+z
y = 84x — 25y — 8z
7 = —333z + 108y + 352.

Proposition 6. On considére (K", A) homogéne (A est donc dans GL,(K)).
Alors t — et est une matrice fondamentale.

Démonstration. 11 suffit d’écrire la série définissant e'”, de dériver chacun des
termes t”‘i—! en t”flﬁ puis de factoriser par A. On constate ainsi que
I’équation de la proposition 5 est vérifiée. O
Corollaire 1. On considére le probléme de Cauchy (K", I, A, b, tg,x0). Alors
lunique solution x est :

t
z(t) = ettty +J et=5)4p(s) ds
to
Le probleme se réduit alors au calcul d’une exponentielle de matrice. On
peut facilement la calculer si I'on peut mettre A sous forme diagonale, ou sous
forme de Jordan. On commence par le premier cas :

Proposition 7. On considére (E, A) homogéne avec E de dimension finie n et
A diagonalisable, de valeurs propres avec multiplicité (\;) € K". Alors il existe
une base (v;) de E tel qu’en posant pour tout 1 <i<n :

11



E

€Ty : R
t e“‘im

N
N
les (xz;) forment un systéme fondamental de solutions.
Exemple 8. On considére le premier systéme, et sa matrice :
—25 36
A= (—18 26) '
Posons alors la matrice inversible :
3 4
p-(23)

d’inverse :

On a alors A= PDP~" avec D la matrice diagonale de coefficients diago-
naur —1 et 2. Les colonnes de P donnent alors une base de vecteurs propres de
A. On en déduit le systéme fondamental de solutions e t(3,2) et €?!(4,3).

La forme de Jordan est adaptée pour le calcul d’exponentielle de matrice :

Lemme 1. Soit A € GL(E) avec E un C-espace vectoriel de dimension finie
n. Soit m € N le nombre de valeurs propres distinctes, (A\;) € C™ leur liste sans
multiplicité, (n;) € (N*)™ la liste de leurs multiplicités. Il existe une base de E
dans laquelle, pour tout t € R, la matrice de et est :

By (0)
(0) B,
avec pour tout 1 <i<m :
12 il
1 t 2 (ni—1)!
B; = et>“ t2
2
(0) t
1

Démonstration. L’exponentielle d’un bloc de Jordan, et de son produit par ¢, se
calcule en I’écrivant comme la somme d’une matrice scalaire et d’une matrice
nilpotente triangulaire supérieure, les deux commutant. Ainsi I’exponentielle du
bloc est le produit des exponentielles de ces deux parties. Le calcul de ’expo-
nentielle d’'une matrice scalaire revient simplement a faire I’exponentielle d’un
nombre complexe. L’exponentielle d’une matrice nilpotente est un polynoéme en
cette matrice car la série la définissant est nulle a partir d’un certain rang. On
obtient ainsi les deux facteurs de B;. O
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Proposition 8. On considére (E, A) homogéne avec E un C-espace vectoriel de
dimension finie n. Soit m € N le nombre de valeurs propres distinctes, (A\;) € C™
leur liste sans multiplicité, (n;) € (N*)™ la liste de lewrs multiplicités. Alors il
existe une base (v j)1<z<7n 1<j<n; de E tel qu’en posant pour tout 1 <i < m,1 <
J<n;:
w): R — E
t > et/\i(v +Zi112, )
les (xz) forment un systéme fondamental de solutions.

Exemple 9. On reprend le deuziéme exemple. La matrice A est :

-7 3 1
A= 84 25 8
—-333 108 35

On pose alors la matrice inversible :

1 2 0
P=14 4 -1
-3 7 3
d’inverse :
9 -6 =2
pPl=(-9 3 1
40 -—-13 —4

On pose également la matrice de Jordan :

2 1 0
J=10 2 0
0 0 -1
Alors A = PJP~'. Les colonnes de P permettent donc de trouver le systéme

L €24((2,4,7) +1(1,4,-3)) et e 4(0, —1,3).

~—
[

fondamental de solutions e%(l, 4, -3

2.1 Equations différentielles linéaires scalaires a coefficients
constants

On cherche a résoudre une équation scalaire. On considére uniquement le
cas homogene. Alors, il existe un polynéme unitaire P € K[X], appelé polyndme
caractéristique de 1’équation, de degré l'ordre k de I’équation tel que celle-ci
s'écrive P (&) (z) = 0.

Remarquons pour commencer qu’une solution est nécessairement de classe
C™ : en effet, x est k fois dérivable. Supposons qu’elle est dérivable [ fois pour
I un entier supérieur & k. Alors, pour 0 < m < k, (™ est dérivable I — m
fois, donc [ — k + 1 fois. Or, par hypothese, 2(*) est combinaison linéaire de ces
fonctions, donc est dérivable [ — k + 1 fois, donc = est dérivable [ 4+ 1 fois. Par
récurrence, x est donc C'*.

Or % € LIC*(R,K)), et P( L) eK [dt] Le probléme revient donc & iden-
tifier le noyau d’un opérateur hnealre de C”(R,K). Cela est facile dans le cas
complexe.
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Proposition 9. Soit P € C[X]. Soit (A\)1<i<n les racines de P, (n;) leurs
multiplicités respectives. Alors une base de l’espace des solutions de P (%) (z) =
0 est formée par les t — tFer? pour 1 <i<n et 0 <k <n;.

Démonstration. Le lemme de décomposition des noyaux dit que I’espace des
. . ng 4 .

solutions est somme directe des noyaux des (% —)\i) ‘. Définissons un nouvel

opérateur linéaire :

Di c*r - C*
z - (e etta(t))
Alors & —)\; = pjod op; !, done (& —\)" = piod™ op; !, dolker (& —);)™
pi (ker ™) = (€1 [XD). =

On résout le cas réel en regardant les parties réelles et imaginaires des solu-
tions du le cas complexe.

Proposition 10. Soit P € R[X]. Soit (\;)1<i<n les racines réelles de P, (n;)
leur multiplicité respective, (o; + i B)1<j<m les racines de partie imaginaire
strictement positive, (m;)1<j<m leur multiplicité respective. Alors une base de
l’espace des solutions de P((%) (x) = 0 est formée par les t — tFerit pour
1<i<net0<k<mng, lest > the®itcos(B;t) et les t — tFe®itsin(B;t) pour
I1<js<met0<k<m,.

Démonstration. L’ensemble des solutions & valeurs réelles est un sous-R-espace
vectoriel de I’espace des solutions a valeurs complexes. Par linéarité, si x est une
solution & valeurs complexes, alors R o z et & o x sont aussi solutions. Avec le
systeme fondamental de solutions A donné par la proposition 9, on en déduit
que les fonctions de I’énoncé sont bien solutions, on note B leur ensemble. De
plus, pour t € R, e'! = cos(t) + isin(t), donc le C-espace vectoriel engendré
par ces solutions contient A, donc est I’espace des solutions complexes. Comme
le cardinal de B est la dimension de cette espace, B en est une C-base. C’est
donc une famille C-libre. En particulier elle est R-libre. Ainsi c’est un systeéme
fondamental de solutions. O

Exemple 10. On consideére l’équation de l’oscillateur harmonique amorti de
lintroduction :

dQ—x +ad—x +w?r =0
dt? dt B

avec a,w € R . Le polynéme caractéristique est alors P = X? + az + w?.
On pose alors QQ = ¢, grandeur appelée facteur de qualité. Le discriminant de
P est A = (é — 4) w?. On distingue alors plusieurs cas.

— 5 Q < %, on parle de régime apériodique : P a deux racines réelles

ry = % (—% + \/E) distinctes. Comme P est strictement positif sur

Ry, r_ et ry sont strictement négatives. Les solutions sont alors les
fonctions de la forme (t — ae™?! + be™?t) avec a,b € R. Physiquement,
la masse est attirée vers le point 0 par le ressort, peut y passer une fois
(ou pas) et s’en éloigner, puis se redirige vers lui, mais les frottements
l’empéchent de latteindre. Elle y converge alors quand t tend vers +00.
Voir la figure 1.

14



— S5 Q = %, on parle de régime critique. Dans ce cas, P a une racine
w

double réelle strictement négative r = —35- Les solutions sont de la

forme (t — (a + bt)e™) avec a,b € R. Dans ce cas, le comportement de

la masse proche du cas précédent. Voir la figure 2.

— 5 Q > %, on parle de régime pseudo-périodique. Alors A < 0, donc
P a deux racines complexes conjuguées distinctes, de partie réelle s =
—%, de partie imaginaire +k avec k = @. Ainsi les solutions sont
les fonctions de la forme (t — et (asin(kt) + bcos(kt)) avec a,b € R.
Physiquement, la masse oscille de part et d’autre du point 0 (deuzieme
facteur), tout en étant ralentie par les frottements et donc en convergeant
vers ce point (premier facteur). Voir la figure 3.

2.2 Stabilité

Dans le cas homogene, 0 est un point d’équilibre (autrement dit la fonc-
tion nulle est solution). Dans le cas ol les coefficients sont constants, on peut
déterminer sa stabilité.

Définition 6. On considere une équation différentielle linéaire homogene a
coefficients constants. On dit que 0 est un équilibre stable si pour tout € € RY,
il existe o € R tel que pour toute solution x telle que ||z(0)|| < « et pour tout
teR,, on ait ||z(t)] <e.

On dit que O est un équilibre asymptotiquement stable si c¢’est un équilibre
stable et toute solution tend vers 0 en +00.

Proposition 11. On considére I’équation (E,A) avec E de dimension finie.
Alors :
— 0 est un équilibre stable si et seulement si les valeurs propres du spectre
complexe de A sont de partie réelle strictement négative ;
— 0 est un équilibre asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs
propres du spectre complexe de A sont de partie réelle négative et celle
qui sont imaginaires pures sont semi-simples.

Démonstration (esquisse). La preuve dans le cas complexe repose sur la passage
en forme de Jordan : on utilise la proposition 8. La forme de Jordan permet
de traduire les propriété sur le spectre de A en propriétés du comportement
asymptotique de la norme opérateur de exp(tA). Ceci permet d’en déduire le
cas réel. O

Exemple 11. Dans les deuz systémes donnés en exemple, 0 n’est pas un équilibre
stable, car leur matrice a 2 pour valeur propre.

3 Equation différentielle linéaire a coefficients
constants dans les distributions

On considére 1’équation P (%) (X) = B (avec P un polynoéme unitaire), que

I’on cherche a résoudre cette fois-ci pour X dans I’espace des distributions sur R,
et avec B une distribution. On considere ainsi % comme un opérateur linéaire

de D’(R). Le cas homogene est le méme que précédemment.

15



Proposition 12. Pour tout P € K[X] unitaire, le noyau de P (%) dans D'(R)
est dans C*(R).

Démonstration. On refait la preuve de la proposition 9, en remarquant que
n . .

ker % = C,,_1[X] reste vrai car ker % est I’ensemble des fonction constantes,

meéme dans les distributions. O

On s’intéresse a présent a le recherche d’une solution particuliere.

Proposition 13. Soit D € D’(R), P € K[X]. Alors P (&) (D) = P () (6)=D,
avec § le Dirac en 0 et # le produit de convolution.

Le probleme est a présent la recherche d’une solution élémentaire de ’opérateur
différentiel, c’est-a-dire une distribution E telle que P (%) (E) = 4, afin que,
sous réserve d’existence de la convolution, P () (ExB) = P (&) (8)*(E=B) =
(P(&4)(0)* E) « B=0+B = B : ainsi, E * B est une solution particuliere.

On se place dans le cas complexe. Soit A € C,n € N* on pose :

LAJ’L: R —» C

0 si t<O0
t — =1 g .

m@ S1 tZO

Soit P € C[X]. On pose (\;)1<i<n l'ensemble des racines et (n;)1<i<n les
multiplicités respectives. Le théoreme de décomposition en éléments simples
nous donne une unique famille de complexes (a;;)1<i<n,1<j<n; tels que :

On pose alors :

(r(3)e) B

i=1j=1
Proposition 14. Soit P € C[X]. On a P (%) ((P (%) (6))71> =94.

Démonstration. Commencons par constater que pour tout A € C,n € N* on a
n
4 _\)" (L) = 6. En effet, la formule des sauts montre d’une part que pour
dt :
neN* ona (% —)\) (LA,(n+1)) = Ly, d’autre part que (% —)\) (Laq) =9.
Soit & présent P € C[X] unitaire, (A;)1<i<n 'ensemble de ses racines et
(ni)1<i<n les multiplicités respectives, on définit les a;; comme précédemment.

Remarquons alors que pour 1 <7 < n,1 <j < ny, est un polynome,

et que Z 2 O[”m = 1. Alors :

i=1j=1

(X —X\)?
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On a ainsi une méthode pour calculer une solution particuliere de P (%) (X) =
B, a condition de pouvoir convoler notre solution fondamentale et B. En théorie,
cela est possible si B est & support minoré (car les solutions élémentaires trouvées
sont & support minoré, et on peut toujours convoler deux telles distributions).
En pratique, il faut bien str étre capable de calculer ce produit de convolution.

Exemples. — Dans le cas ou P = X — X et ou B est une fonction continue
de support minoré par un ty € R, on obtient comme solution particuliére
t— Szo eMt=9)B(s) ds, ce que nous donnait déja la formule de Lagrange
pour xg = 0.
— Considérons le cas P = (X —\)" avecn = 2 et B = ¢'. Alors une solution
particuliére est Ly, * &', donc la dérivée de Ly n, qui est :

s: R - C
; 0 st t<0
~ (n—1)+ )\t)%e’\t si t=0.
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Figures

FIGURE 1 — Exemples de solutions en régime apériodique pour @

Lry =—24+4/3

Courbe rouge : a = 3,b =2
Courbe verte : a =4,b=1
Courbe bleue : a = 3,b = —6
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F1GURE 2 — Exemples de solutions en régime critique pour @ =

Courbe rouge : a =5,b = —3
Courbe verte : a = 3,b=5
Courbe bleue : a = 3,b = —5
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FI1GURE 3 — Exemples de solutions en régime pseudo-périodique pour QQ = 1,w =
1,r= —% + “2/§

Courbe rouge : a = -3,b=5

Courbe verte : a = 5,b =3

Courbe bleue : a = —5,b =3
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