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Exercice 1 : Une équation différentielle explosive

Soit a € R. On considere I’équation différentielle d’inconnue z :

d
d—f = ar’. (1)

Méthode d’Euler explicite

1.

Ecrire une fonction de prototype
def etape(xn, dt, a):

qui retourne le résultat d’une étape de la méthode d’Euler explicite appliquée a
I’équation (1), en partant de la valeur xn, avec un pas de temps dt, pour a = a.

Ecrire une fonction de prototype :

def euler exp(x0, n, dt, a):

qui retourne la liste zg, 1, .. ., x,, des valeurs obtenues avec les n premieres étapes de
la méthode d’Euler explicite appliquée a ’équation (1), en partant de la valeur x0,
avec un pas de temps dt, pour a = a.

Cas a strictement positif

3.

Afficher un graphique avec en abscisse le temps ¢ et en ordonnée la solution de (1)
approchée par la fonction euler_exp, avec x0 =1, n =13, dt =0.1 et a = 1.

Afficher sur le graphique précédent le graphe de la solution exacte :

z: [0,1] - R
" 1

H E .

Si I'on cherchait une solution approchée avec la méthode d’Euler implicite pour les
valeurs de la question 3, on obtiendrait une erreur. Expliquer brievement pourquoi
(sans démonstration ni calcul).



Cas a négatif

6. Ecrire une fonction de prototype :
def euler imp(x0O, n, dt, a):

qui retourne la liste zq, 21, ..., x, des valeurs obtenues avec les n premieres étapes de
la méthode d’Euler implicite appliquée a 1’équation (1), en partant de la valeur xO0,
avec un pas de temps dt, pour a = a.

On pourra utiliser la fonction fsolve du package scipy.optimize (on peut aussi
faire autrement).

7. On considere les valeurs x0 = 1, n = 20, dt = 0.1 et a = —1. Afficher sur un méme
graphique :
— la solution approchée par la méthode d’Euler explicite ;
— la solution approchée par la méthode d’Euler implicite ;

— la solution exacte :
z: [0,2] - R
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Exercice 2 : Pendule simple amorti

Régime libre

L’équation du pendule simple amorti libre est une équation différentielle d’ordre 2
d’inconnue @ :

20 o, .
Pl —2)@5 — w”sin(0) (2)

* __de , 97 . , . <
avec \,w € R}. En posant v = ¢+ on constate que résoudre ’équation (2) équivaut a

résoudre le systeme d’équations différentielles d’ordre 1 d’inconnues 6 et v suivant :
do
i 2t y )
T = 2 \wv — w’sin(6).
1. Ecrire une fonction de prototype :
def pendule_libre (thetaO, vO, n, dt, omega, lamb):
qui retourne les deux listes 6g,0,...,0, et vg,vq,...,v, des valeurs obtenues avec
les n premieres étapes de la méthode d’Euler explicite appliquée a I’équation (3), en

partant des valeurs thetaO et v0O, avec un pas de temps dt, pour w = omega et \ =
lamb.

2. Afficher le résultat sur un graphique avec 6 en abscisse et v en ordonnée pour les
valeurs theta0 =1, vO = 0, n = 10000, dt = 0,01, omega = 1, lamb = 0, 1.

3. Qu’observe-t-on si 'on utilise un pas de temps trop grand ?



Régime forcé

L’équation du pendule simple amorti forcé est obtenue a partir de ’équation (2) en
ajoutant le terme asin(v/'1 — A%wt) au membre de droite, pour un a € RY. Comme précé-
demment, résoudre cette équation équivaut a résoudre le systeme d’équations différentielles
d’ordre 1 d’inconnues 6 et v suivant :

i (4)
v = 2 v — w?sin(f) + asin(v/1 — Nwt).

4. Si I'on applique une méthode de résolution numérique en partant de ¢ = 0 avec un
pas de temps At, quelle est la valeur de ¢ apres n étapes (pour n € N)?

5. En utilisant la méthode d’Euler explicite avec un pas de temps At = 0,01, afficher
la trajectoire de la solution de 1’équation (4) sur un graphique avec 6 en abscisse et
v en ordonnée pour les valeurs #(0) = 1, v(0) =0, w =1, A = 0,05 et a = 0,7, pour
t allant de 0 a 150.

6. Afficher 6 en fonction de t.



