Deuxiéme partie

Développements

4 Formule des Compléments

La formule des compléments est une équation fonctionnelle qui permet de faire le lien entre la
fonction I' et le sinus complexe. On montre I’égalité sur un intervalle ouvert de R, et 1’on peut ensuite
prolonger le résultat & la bande ouverte de C correspondante en utilisant I’holomorphie des fonctions

en jeu sur cet ensemble et leur égalité sur un domaine contenant un point d’accumulation.

Théoréme 1
Pour tout z € C tel que R(z) €]0; 1],

™

P -2) = sin(7z)

Etape 1
La premiére étape consiste a calculer, pour z €]0, 1], I'(x)I'(1 — ) sous forme d’intégrale.

Soit donc x €]0;1[. On a :

o0 o0
P(@)l(l—=2)= / 1 e_tdt/ sT%e % ds
0

0

Les intégrandes étant toutes positives, on applique Fubini-Tonelli pour poursuivre le calcul en inter-

versant les intégrales.

r(:c)r(l—a:):/ / (1> Lo+ ggar
o Jo \s/ t

On réalise maintenant le changement de variable suivant :

e ®) < (R
(s,t) (s—f—t,i)

t.

 est bien un C!-difféomorphisme. On calcule le Jacobien de son inverse, en notant u = s+t et v = S

1 1 s+t
el=| , ||= =
—¥ 3 s
D’ou
| = 52 B U
TSt 1 t0)2
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F1aURE 1 — Contour d’intégration pour le théoréme des Résidus

D’autre part, on a § = ko

variable, puis on utilise encore Fubini-Tonelli plusieurs fois :

. Revenons maintenant au calcul, ot on effectue le changement de

“ww (1+0)

P;T/ v </ e“du)dv
0 1+’U 0
oo ,x—1
=/ Y dv
o 1+w
_/OC dv
Jo vitr(l+w)

On utilise l'invariance de I'(x)I'(1 — x) par changement de variable 2 — 1 — z, pour finalement

oo o0 1
M@)(l-2)= / / e i Y %dudv
0o Jo
z—1

obtenir
dv

v*(1+v)

[(z)(1 - ) = /Ooo

On a donc obtenu une expression de I'(z)I'(1 — z) sous forme intégrale. L’étape suivante consistera

a calculer cette intégrale & ’aide du théoréme des résidus.

Etape 2
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On va donc calculer l'intégrale

/'°° dv
0o v(l+v)

On va utiliser pour cela le Théoréme des Résidus, appliqué & la fonction suivante :

f:C — C

1
<z 2% (142)

f est méromorphe sur C, et posséde deux poéles simples, 0 et 1. On intégre f sur le contour C présenté
sur la figure 1. On décompose ce contour en quatre parties, les deux segments et les deux arcs de cercle,
que 'on paramétrera séparément. On fait ensuite tendre ¢ vers 0 et R vers —+oo.

Munis de ce contour, on peut maintenant choisir une détermination du logarithme complexe qui nous
permet de bien définir le 2% dans I’expression de f. On choisit la détermination de droite R, i.e. pour
z€C, 2% =e*nI2DH+0) avec § €)0; 27]. 11 faudra dans la suite du calcul faire attention & I’argument
des complexes lorsque ¢ tend vers 0 : sur le segment o, ’argument de z* = e*198(2) tend vers 2, alors

qu’il tend vers O sur le segment 4.

Théoréme des Résidus

Le théoréme des Résidus appliqué & f donne
/ f(2)dz = 2itRes_ (f) = 2im(—1)"* = 2ime ™
c

Il est important de remarquer que le fait que (—1)~% = e~¥"® provient de la détermination du loga-

rithme choisie.

Intégrale sur v,

On utilise la paramétrisation suivante :

Yot [Qe,R:, 27 — ee,R]

L’intégrale de f sur cet arc de cercle devient alors :

2m—0: Z'Reit
/71 f(z)dz = /9 (Rehe(1 1 Rot)

e, R

— / 7 et dt
=0 Jy (Re?)*(1+ Ret)
ot la limite en ¢ — 0 est justifiée par I'intégrabilité sur le segment [0; 27] de 'intégrande.
On cherche maintenant & passer a la limite en R — +oo. On remarque que pour ¢ € [0;27], on a :

il < il R™*—0 carxz>0
(Ret)e(1 + Reit)| = R*(R— 1) ks = Ao v

Une majoration par inégalité triangulaire donne alors :
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/f(z)dz — 0
Sy e—0

R—+00

Intégrale sur 3 On utilise le méme genre de paramétrisation :

v o 5% — C

L’intégrale de f sur cet arc de cercle devient alors :

5 —jee”it
dz = - —d
/y3 f(Z) Z /72' (6 e—zt)x(]_ + é‘e_Zt) ¢

Ici encore une majoration par inégalité triangulaire suffit & conclure sur la limite de cette intégrale
quand € — 0. En effet,

—ige
(ee™®)x(1 +ee)

€
< ~ el 50 carl—z>0
S‘T(]_ — E) e—=0 e—0

Intégrale sur v, :

On parameétrise le segment comme suit :
v [-VR?>—¢%0 — C
t — —te—1t

L’intégrale de f sur ce segment devient alors :

. -0 —dt
VRZ—¢? dt
/O (—ie + )% (1 +t —ic)
+00 dt
= —/0 ]].[0;\/R2_52J(t) (_i6+t)x(1+t_i5)

Ou la derniére égalité est obtenue en effectuant le changement de variable ¢ — —t.

On applique le Théoréme de Convergence Dominée pour calculer la limite en € — 0.

-1 -1
— Pour tout t € Ry, 1[0;\/R2—52] (t) T g E—y :6 ﬂ[o;mm en tenant compte de la
détermination du logarithme choisie, I’argument de —ie + ¢ tend vers 2.

1 1
— Pour t € R4, 11[0;\/R2782J(t)(_i5+t)m(1+t_i€) < AT En effet, pour t € R4,

[t —ie| = V2 +e2>VE2 =t
et de méme, |1+t —ic|=/(14+t)2+e2>1+4.

De plus, m o & qui est intégrable au voisinage de 0 puisque z < 1. De méme, au voisinage

de 400, m e 7 qui est intégrable puisque  +1 > 1. On a donc dominé lintégrande
—+00

par une fonction intégrable sur [0; 4o00].
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Le Théoréme de Convergence Dominée donne alors

+oo dt
dz — — Lio.pi(t) ——F———
72 f(Z) z 0 0 [O»R]( )tx 6217793(1 + t)

Un deuxiéme TCD, avec la méme domination donne également, pour la limite en R — 400

toe dt
dz — - S —
/. f(Z) z RE_:’{_OOO Jo tx e2z7‘rz(1 + t)

Intégrale sur v, :

On parameétrise le segment de maniére similaire & s :
Y4 : [0;vVR?2—¢?] — C
t — e+t

L’intégrale de f sur ce segment devient alors :

VR= dt
/M F(2)dz = /0 (i= + )2 (1 +t +ie)

+oo dt
- /0 Los/mr—=2] (V) (ie + )7 (1 + t + ic)

On applique encore le Théoréme de Convergence Dominée pour passer & la limite en € — 0 :
1 1 .
— Pour tout ¢t € Ry, ]l[o;\/R;,_gz}(t) GO (TR ) ]1[0;R]m en tenant compte de la déter-
mination du logarithme choisie, I’argument de ic + ¢ tend vers 0.

— On domine de la méme fagon que précédemment : pour ¢t € R, ]l[o.\/RQ_EQ] (t) (i€+t),(11+t+i€> <
1‘,-T(1+t)’ intégrable sur [0; 4+oc].
On obtient donc, aprés avoir appliqué une nouvelle fois le TCD pour passer & la limite en R — +o0,

/f(z)dz N /+Ooi
S

Retour au Théoréme des Résidus
En passant & la limite en ¢ — 0, puis en R — 400 dans ’égalité donnée par le Théoréme des

Résidus, on obtient :

2ime T = lim (/W1 f(z)dz + /72 f(z)dz + [m f(z)dz + /u f(z)dz>
[e’e) t —+o00

R—+o00
d dt

+o
—0— —2ix 0
¢ /0 EaD +/0 tr(1+1)

oo
_ (1 _ e—2i7rm)/ dt
o (1 1)
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On en déduit que pour tout z €]0,1[, on a

hee gt e T 7r
/0 tr(1+t) 1 —e 27m  sin(mr)
On a donc finalement bien montré que pour tout = €]0; 1]

™

D)1 —x) =

sin(7z)

On étend la validité de cette formule & tout z € R €]0; 1| par prolongement analytique des fonctions

holomorphes I'(z)I'(1 — 2) et sur cette bande.

PR | S
sin(wz)
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