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Introduction

Quand on fait de la diagonalisation des endomorphismes en dimension finie, on cherche des droites stables en
somme directe. Dans un cadre tout a fait général, on ne peut pas toujours trouver une décomposition de I’espace en
somme directe de droites stables.

On relaxe donc ’hypothese sur la dimension des sous-espaces stables recherchés, pour aboutir & une réduction par
blocs. Pour obtenir un théoreme de trigonalisation par blocs, chercher un sous-espace stable suffit, puisque prendre
un supplémentaire quelconque donne une matrice triangulaire supérieure par blocs. Par contre, si on décide de faire
de la diagonalisation par blocs, on recherche un sous-espace vectoriel stable qui admet un supplémentaire stable.

L’objectif de ce mémoire est entre autres de mettre en valeur trois grandes méthodes pour le recherche d’un
supplémentaire stable : le lemme des noyaux qui donne directement une décomposition en somme directe de sous-
espaces stables, 'orthogonalité dans le cadre euclidien pour les endomorphismes normaux, et la dualité pour trouver
la réduction de Frobenius ainsi que les invariants de similitude.

Au passage, on s’intéresse a certains critéres de réduction simultannée dans le cas d’une famille d’endomorphismes.
On verra que la condition nécessaire et suffisante de commutativité pour la co-diagonalisation devient une condition
suffisante pour la co-trigonalisation. On montrera alors le théoréme de Lie-Kolchin qui permet de donner un critére
algébrique et topologique sur la famille d’endomorphismes pour avoir de la co-trigonalisation.
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1 Généralités

1.1 Sous-espaces stables, endomorphisme induit

DEFINITION  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel. Soit u € .Z(F).
On dit qu'un sous-espace vectoriel F' de E est stable par u lorsque u(F) C F.

RAPPEL : Soit F un espace vectoriel sur un corps K. Soit u € Z(FE). Par la propriété universelle de 'anneau de
polynoémes K[X], il existe un unique morphisme de K-algébres de K[X] dans .Z(FE) défini par

ou  K[X] — Z(F)
X — u o

L’image de ce morphisme est I’ensemble des polyndmes en u, noté K[u]. Si P € K[X], on note P(u) au lieu de ¢, (P).
EXEMPLES : Siu € Z(F), 'image Im(u) de u et les noyaux ker(P(u)) pour P € K[X] sont stables par u.

MOTIVATION  Soit u € Z(F) avec E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si on arrive a décomposer
E en somme directe de sous-espaces F1,--- , F}, qui sont tous stables par u, alors dans une base adaptée a la
décomposition, la matrice de u est diagonale par blocs.

REMARQUE : Si un sous-espace vectoriel ' d’un espace vectoriel F est stable par deux endomorphismes u et v, alors
F est stable par toute combinaison linéaire de u et v, et F' est stable par uw o v.

PROPOSITION 1.1.1 Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soient u € Z(E) et v € GL(E).

Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors v(F) est stable par vowuov~t.

PREUVE : Supposons que F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u. Soit y € v(F'). Par définition, 3z € F
tel que y = v(z). Ainsi,
(vouov™)(y) = v(u(w™(y)) = v(u(w ™ (v()))) = v(u(z)) € v(F)

car u(r) € F. Ainsi, (vouov~1)(y) € v(F), et donc v(F) est stable par vowuov1t.

La notion d’endomorphisme induit est a bien distinguer de la notion de restriction a un sous-espace vectoriel.

DEFINITION  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € £ (F).
Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, ’endomorphisme induit par u sur F est ’endomorphisme
up € L(F) défini par Vo € F,up(z) = u(x).

RAPPEL : Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Soit u € Z(F). Le morphisme de K-algebres
oy K[X] — Z(F) ne peut pas étre injectif. En effet, K[X] est de dimension infinie sur K alors que .Z(FE) est de
dimension finie égale & dim(E)2. On en déduit que l'idéal ker(y,) n’est pas trivial. Ainsi, il existe un polynome
1y € K[X], que lon peut prendre unitaire pour le rendre unique, tel que ker(ep,,) est Iidéal engendré par p,. Ce
polyndme p,, est appelé polynéme minimal de u, et fournit un isomorphisme K[X]/(p.,) ~ K[u].

PROPOSITION 1.1.2  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € Z(FE).
Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors py, | fiu.

PREUVE : Pour tout € F, on a p,(up)(z) = pu(u)(z) = 0, donc p,, annule up. Ainsi, py, | fy-

COROLLAIRE  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € Z(FE).
On suppose que E = F @ G avec F et G stables par u. Alors py, = pyp V flug -

PREUVE : Par la proposition 1.1.2, ft,,. et . divisent p,. Donc piy,. V pue divise fi,.




Mais pour tout © € E, I(zFp,zc) € F x G tel que x = zp + ¢ d’ot

(Hup V b ) (@)(2) = (fup V b ) (@) (@F) + (Hup V bug ) (1) (26)
= (tup V ) (W) (@F) + (Bup V pug) (ue) (za)
=0.

Donc piy,. V iy annule u, et on en déduit que py, V fug = M-

EXEMPLES : On étudie les sous-espaces stables par des endomorphismes particuliers. Soit F un K-espace vectoriel.

e Toute droite vectorielle de E est stable par une homothétie u.
Inversement, si u € Z(F) stabilise les droites vectorielles de E, alors Va € E, 3\, € K tel que u(xz) = A\yz. Soient
z,y € E\{0}. Sila famille (x,y) est liée, alors I € K tel que y = px et A\yy = u(y) = u(ux) = pryz = Ay
donc comme y # 0, on a A\, = A,. Sinon, (x,y) est libre. Dans ce cas, on a Az + Ay = u(x) +u(y) =u(z+y) =
Azty(T +y). Par liberté, on a Ay = Mgy = Ay. On en déduit que I\ € K tel que Vo € E\ {0}, u(z) = Az. Clest
vrai aussi quand xz = 0, donc u est une homothétie de rapport A.

e Soit p € Z(FE) un projecteur. On va montrer que F' est stable par p si et seulement si FF = A® B avec A un
sous-espace vectoriel de ker(p) et B un sous-espace vectoriel de Im(p)
Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par p. Comme p est un projecteur, I'induit pg est encore un projecteur,
donc F = ker(pr) ® Im(pr) (en effet, si & € F, alors x = = — pp(z) + pr(z) avec z — pp(x) € ker(prp) et
pr(z) € Im(pr), et si y € ker(pr) NIm(pr), alors Iz € F tel que y = pr(x) et 0 = pr(y) = p%(z) = pr(z) = y).
Ainsi, F' est somme directe d’un sous-espace vectoriel de ker(p) et d’un sous-espace vectoriel de Im(p).
Inversement, si F' = A @ B avec A un sous-espace de ker(p) et B un sous-espace de Im(p), alors F' est stable par
p. En effet, si € F, alors I(x4,25) € A X B tel que © = x4 + xp d’ott p(z) = p(xa) + p(xp), avec x5 = p(z’)
pour un certain ' € E| de sorte que p(z) =0+ p(z’) =2 € F.

e On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. Soit s € Z(F) une symétrie. Montrons que F est
stable par s si et seulement si F' = A @® B avec A un sous-espace vectoriel de ker(s — idg) et B un sous-espace
vectoriel de ker(s + idg).

Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par s, comme précédemment, 'induit sp de s sur F' est encore une
symétrie. On montre alors que F' = ker(sp —idp)@ker(sp+idp). Siz € F,on a2z = sp(x)+2—(sp(z) —x) donc
comme 2 # 0, z = ((sp(z) + x)/2) — ((sp(x) — x)/2). De plus, si y € ker(sp — idp) Nker(sp +idp), Jz1,22 € F
tels que y = sp(x1) — 71 = sp(T2) + T2. Ainsi, sp(y) = z1 — sp(r1) = T2 + sp(w2), Aol y = sp(x2) + T2 =
—(sp(r1) — 1) = —y et 2y = 0 et comme 2 # 0, y = 0.

Le sens réciproque se traite comme le cas des projecteurs, toujours en utilisant le fait que s = idg.

Une autre méthode consiste & écrire s = 2p —idg olt p? = p pour utiliser ce qu’on vient de faire sur les projecteurs.
En effet, on aura (s+idg)/2 = p, donc ker(s+idg) et Im(s+idg) sont stables par p, avec Im(s+idg) = ker(s—idg)
(inclusion Im(s 4+ idg) C ker(s — idg) se fait bien, et 'autre inclusion se fait en écrivant © = s(x/2) 4 (x/2) pour
x € ker(s — idg)).

1.2 Dualité

Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, on note E* ’espace vectoriel sur K des applications
linéaires de E dans K (I’ensemble des formes linéaires sur F).

DEFINITION Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soit A C E.
L’orthogonal de A est At = {¢ € E* |Vz € A, p(z) = 0}. C’est un sous-espace vectoriel de E*.

DEFINITION  Soit K un corps. Soient E et F' deux K -espaces vectoriels. Soit u € Z(E, F).
La transposée de u, notée u” est I'application linéaire
' . F* —  E*
¢ pou

PROPOSITION 1.2.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.

Soit u € Z(F). Alors, F est stable par u si et seulement si F'+ est stable par u”.




PREUVE : Supposons que F est stable par u. Dans ce cas, Vo € F+ Vz € F, on a

u® (p)(2) = (pou)(z) = p(u(z)) =0

car u(xr) € F. Ainsi, F* est stable par u”. Inversement, si F- est stable par u?, on a Vp € F+, Vz € F,
0 = uT(p)(z) = p(u(x)). En spécifiant a ¢ nulle uniquement sur F (c’est possible en dimension finie), on en
déduit que u(z) € F donc que F est stable par u.

REMARQUE : Nous ferons usage de la dualité pour donner les invariants de similitude d’un endomorphisme en dimen-
sion finie (voir la sous-partie 3.1).

1.3 Lemme des noyaux

Un outil élémentaire mais tres utile pour la recherche de sous-espaces vectoriels stables est le suivant.

LEMME Soit K un corps. Soit £ un K-espace vectoriel. Soit v € .Z(FE). Soient N € N* et P,--- , Py € K[X].
On pose P = P; --- Py et on suppose que les Py, sont premiers entre eux deux a deux. Alors,

ker(P(u)) = @ ker(Py(u)).
k=0

De plus, les projecteurs de ker(P(u)) sur ker(P;(u)) sont des polynémes en wu.

PREUVE : Pour tout j € {1,--- , N}, on pose Q; = Hk# Py.

Les @; sont premiers entre eux dans leur ensemble, donc A4, -+, Ay € K[X] tels que 1 = A1Q1+-- -+ AnQn.
En effet, si le pged des @ est non constant, il a un diviseur irréductible, qui divise @1 donc P; , et Q; donc P;
pour ¢ # j ce qui est absurde par hypotheése sur les P.

Soit x € ker(P(u)). L’algebre K[u] est commutative, donc si j € {1,--- , N}, z; = A;(u)(Q;(u))(z) € ker(Pj(u)).
Comme © = x1 + - - - 4+ x, il suffit de montrer que la somme est directe pour conclure.

Orsiz;+---+ay =0ouVk € {1,--- , N}, xx € ker(Py(u)), alors en appliquant successivement les Ay (u)oQ(u),
on obtient xp = 0 pour k € {1,--- , N} et la somme est directe.

De plus, vu le travail qui précede, le projecteur de ker(P(u)) dans ker(Py(u)) est Ag(u) o Qr(u).

REMARQUE : En particulier, si P est annulateur de u dans I’énoncé du lemme des noyaux, alors on a une décomposition
en somme directe de tout I’espace. Si on se place en dimension finie, on obtient la décomposition de Fitting suivante.

THEOREME 1.3.1 Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(E).

Alors, il existe un unique couple (N, F) de sous-espaces vectoriels de E stables par u tels que E = N@®F, uy
est nilpotent et up est inversible.

De plus, il existe d € N tel que pour n € N, n > d, on a N = ker(u") et F' = Im(u").

PREUVE : On écrit u1,(X) = X?Q(X) avec d € N et Q(0) # 0, de sorte que X% et ) soient premiers entre eux.

On applique le lemme des noyaux pour obtenir F = ker(u?) @ker(Q(u)). On pose N = ker(u?) et F = ker(Q(u)).
En tant que noyaux de polynémes en u, N et F' sont des sous-espaces vectoriels stables par u tels que E = NG F,
et uy est nilpotent car ug, = 0. De plus, ur est injectif car ker(ur) = ker(u) N F C NN F = {0}. On en déduit
que up est inversible car F est de dimension finie.

Supposons que E = N’ & F’ ot N’ et F’ sont deux sous-espaces vectoriels de E stables par u tels que un-
est nilpotent et ups est inversible. Les polynémes pi,,, et f,,, sont premiers entre eux, car ji,,,(X) est une
puissance de X (ux+ est nilpotent) alors que fi, ., (X) n’est pas multiple de X car ups est injectif. Ainsi, par le
corollaire de la proposition 1.1.2, on a iy = fhy,, fluy, - On en déduit que p,,, = X% et que Hop = Q.

Ainsi, N’ € N. Inversemment, siz € N, on a x = xn’ + op avec xn» € N’ et xp € F’, donc en appliquant
u?, on obtient ud(xp/) = ul, (vp) = 0, ce qui fournit zp = 0 car ups est injectif, d’'ott = x5 € N’. Ainsi,
N =N'.Siz e F',alors Q(u)(z) = Q(ups)(z) = 0 car p,,, = Q, dott z € F. Donc F' C F et par égalité des
dimensions, on a bien F' = F’.

On a prouvé l'existence et I'unicité, il reste & montrer que F = Im(u?). Soit z € F.

Comme @ et X? sont premiers entre eux, 3A, B € K[X] tels que 1 = AQ + BX? d’'on x = A(u)(Q(u)(x)) +
B(u)(ui(z)) = Bu)(ui(z)) = v(B(u)(x)) € Im(u?). Ainsi, F C Im(u?) et par le théoréme du rang, on a
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dim(Im(u?)) = dim(E) — dim(ker(u?)) = dim(ker(Q(u))) d’out F = Im(u?).

Enfin, on montre que ker(u?*!) = ker(u?), on aura Im(u?*!) = Im(u?) par inclusion et égalité des dimensions,
puis par récurrence on aura terminé.

Tout d’abord, on a toujours ker(u?) C ker(u?*!). Maintenant si 2 € ker(u?*!), on écrit z = zy +zp aveczy € N
et xp € F. Ainsi, 0 = vt (z) = vt (zy) + it (zp) = u(ui(zy)) + u(ul(zp)) = u(ud(zr)) = up(ud(zr))
car F est stable par u. Mais ur est injective, donc u?(z) = ud(rn) +ul(rr) = ub(zr) = 0 et o € ker(u?). D’ou
ker(u?) = ker(ud*!), puis N = ker(u") pour n € N, n > d.

Une application de la décomposition de Fitting est le calcul du nombre de matrices nilpotentes de ., (F,) pour n > 2
et ¢ une puissance d’un nombre premier (cet ensemble de matrices nilpotentes est parfois appelé cone nilpotent).

ProrosiTION 1.3.1 Soit n € N tel que n > 2. Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier.
On note N, (F,) I'ensemble des matrices nilpotentes de ., (F,). Alors, |N,,(F,)| = ¢""~ V.

PREUVE : Notons E' = . Par le théoreme 1.3.1, le cardinal de .Z’(F) est égal au cardinal de I'ensemble
{(N,un,F,up) | E=N @ F,uy € Z(N) nilpotent, up € .Z(F') inversible}.

Ainsi, si v, est le nombre de couples (N, F') de sous-espaces vectoriels de E tels que E = N@F avec dim(N) = k,

‘*Zyknu\[k N GLpn— 1 (Fy)l-

Soit k € {0,---,n}. On fait agir GL,(F,) sur 'ensemble des couples (N, F') de sous-espaces vectoriels de E
tels que E = N @ F avec dim(N) = k par g € GL,(F,) envoie (N, F) sur (g(INV),g(F)). Cette action est bien
définie, et le stabilisateur d’un (N, F') se construit comme une matrice diagonale par bloc, avec un premier bloc
rempli d’une matrice de GLg(F,), et un second avec une matrice de GL,,_,(F,). Les couples (NN, F) ont des
stabilisateurs de méme cardinal, donc la relation orbite-stabilisateur assure que

Ve [CL.E)
' | GLy (qu GLnfk(Fq”

Ainsi, en reportant dans notre premiere égalité, on obtient

2

q" |- 2 (F Z | N (F
| GL,,(Fq)| | GL,( \ GL;C
En particulier, on a
|Nn(Fq)‘ _ qnz q(n_1)2

|GL,(Fg)|  [GLn(Fy)|  [GLy—1(Fy)]
Or |GL, (Fo)|/| GLy—1(Fy)| = ¢"t g™ —1) - (¢ = 1) /[¢"t "2 (¢" ' = 1) --- (¢ —1)] = ¢" ' (¢" — 1) d'on

L
|Nn(Fq)| _ qn2 |G ( )l q(n 1)2 _ n? n—l( n _ 1)qn —2n+1 __ qn2(1

—2n+14+2n—1
=q q q +
| GLy—1(Fg)|

—q q—2n+1+n—1).

Finalement, on a bien
2 —n 7127774 n(n—
INW(F)| =" (1=14¢ ") =¢" " =qg"""".

REMARQUE : On en déduit que si n € N est tel que n > 2 et si ¢ est la puissance d’un nombre premier, la proportion
de matrices nilpotentes de .4, (FF,) est "= /¢"" = ¢", si bien que la proportion de matrices nilpotentes devient
faible quand n est grand, ou quand ¢ est grand.

2 Applications a la réduction

2.1 Sous-espaces propres, sous-espaces caractéristiques

On commence par rappeler les définitions de base de la réduction.



DEFINITION  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € £ (F).

Si A € K est tel qu'il existe z € E \ {0} avec u(x) = Az, on dit que A est une valeur propre de u, et
que = est un vecteur propre associé. Le sous-espace propre de u associé a une valeur propre A est
E)\(u) = ker(u — Aidg). L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et noté Sp(u).

REMARQUE : Les sous-espaces propres d’un endomorphisme u sont stables par u (noyaux d’un polynéme en u).

DEFINITION  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(FE).
Le polynéme caractéristique de u est le polyndme x,(X) = det(X idg —u) € K[X].

On ramene alors la recherche de valeurs propres a la recherche de racines d’un polynome.

PROPOSITION 2.1.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(E).
Les racines du polynoéme caractéristique sont les valeurs propres de w.

PREUVE : On a A € Sp(u) si et seulement si Aidgy —u n’est pas inversible.

DEFINITION  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(F).
Si x.(X) est scindé sur K et si A € Sp(u), le sous-espace caractéristique de u associé a A est le sous-espace
ker((u — Aidg)™) olt m est la multiplicité du facteur (X — X) dans x,(X).

REMARQUE : Lorsqu’ils sont bien définis, les sous-espaces caractéristiques d’un endomorphisme u sont des noyaux
d’un polynéme en u. Ils sont donc stables par wu.

PROPOSITION 2.1.2  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(F).
Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors, xup | Xu-

PREUVE : On complete une base de F' en une base de F, et on exprime la matrice de u dans cette base. Cette
matrice est triangulaire supérieure par blocs, et on en déduit que Xy, | xu par un calcul de déterminant d’une
matrice triangulaire supérieure par blocs.

On déduit de cette proposition le trés important théoreme de Cayley-Hamilton.

THEOREME 2.1.1  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € Z(FE).
Alors, x4, (u) = 0.

PREUVE : Soit « € E '\ {0}. Montrons que x,(u)(z) = 0. La famille (z,u(x),--,u™(z)) est liée.

Ainsi, on peut prendre le plus grand entier naturel d tel que (z,u(z),--- ,u%(z)) soit libre. Par construction de
notre entier d, I(ag, -+ ,aq) € K1 tel que utt(z) + aqui(z) + - - - +apxr = 0. Notons F = (x,u(x),--- ,ul(z)).
Le sous-espace vectoriel F' de E est stable par u et & = (z,u(x),--- ,u?(x)) est une base de F. Dans la base %,
la matrice de up est de la forme

0 -+« - 0 —ag X 0 - 0 ao

1o ; : -1 : :

matg(up) = o - .1 done xup(X)=|o . -,
. . 0 —agq—1 X Ad—1
0 -~ 0 1 =—aq 0 -~ 0 -1 X+aq

En faisant les opérations L; < L1+XLo+X2Ls+---+X de+1 sur le déterminant, sa premiere ligne a d premiéres
coordonnées nulles, et sa coordonnée en d + 1 est ag + a1 X + aa X2 + - -+ + ag X% + X9 En développant par
rapport & la premiére ligne, on obtient alors . (X) = (=1)' T4 x (ag + a1 X + -+ ag X + X)) x (-1)4 =
ag + a1 X + as X% 4+ - + agX? + X car il reste un déterminant triangulaire de taille d avec des —1 sur la
diagonale. En particulier, x,,(u)(z) = 0. Mais par la proposition 2.1.2, xu, | Xu, donc 3Q € K[X] tel que

Xu = Q X Xup- Alnsi, xu(u)(2) = (Q(u) 0 Xup)(#) = Q) (Xup (u)(2)) = Q(u)(0) = 0.
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Nous ferons usage de ce théoréme et du lemme des noyaux pour trouver la décomposition de Jordan-Chevalley d’un
endomorphisme u pour lequel x, est scindé.

2.2 Réduction simultanée

On va donner un critére qui permet de réduire simultanément une famille d’endomorphismes.

PROPOSITION 2.2.1 Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel. Soient u,v € Z(FE).
Supposons que u o v = v o u. Alors, ker(u) et Im(u) sont stables par v.

PREUVE : Soit « € ker(u). Alors u(v(z)) = v(u(x)) = v(0)

= = 0 donc v(z) € ker(u).
Soit y € Im(u). Par définition 3z € E,u(x) = y. Ainsi, v(y) =

v(u(z)) = u(v(z)) € Im(u).

DEFINITION Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit NV € N*,
Une famille (u1, -+ ,uy) € (Z(E))Y est co-diagonalisable (resp. co-trigonalisable) lorsqu’il existe une
base de E dans laquelle tous les u;, i € {1,---, N} ont une matrice diagonale (resp. triangulaire supérieure).

Pour la co-diagonalisation, on a une condition nécessaire et suffisante forte.

ProproOSITION 2.2.2 Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit N € N*.
Une famille (u1, -+ ,un) € (Z(E))" est co-diagonalisable si et seulement si Vi, j € {1,--+, N}, u;ou; = u;ou;.

PREUVE : Si la famille est co-diagonalisable, par produit matriciel de matrices diagonales, les u; commutent deux
a deux. Montrons l'autre sens par récurrence sur N. Pour N = 1, le résultat est évident.

Soit N € N*. Supposons que toute famille de N endomorphismes diagonalisables qui commutent deux & deux est
co-diagonalisable. Soit (u1,- - ,un+1) une famille d’endomorphismes diagonalisables qui commutent entre eux.
Si tous les u; sont des homothéties, le résultat est direct. Sinon, il existe un endomorphisme (par exemple upn 1)
qui admet au moins deux sous-espaces propres. On écrit alors £ = Eny1 @ F avec En11 un sous-espace propre
de un 41 et F' la somme des autres sous-espaces propres de uy41 (c’est possible car uyy1 est diagonalisable).
Ces deux sous-espaces sont stables par uy, - -+, un (commutativité). Par hypothese de récurrence, les (uq,--- ,un)
sont co-diagonalisables sur En 41 et sur F', d’ou le résultat en concaténant une base de En 41 et une base de F.

Pour la co-trigonalisation, on a un premier résultat qui donne une condition suffisante.

PRrOPOSITION 2.2.3 Soit K un corps. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit N € N*.
Soit (ug,---,uy) € (ZL(E))N une famille d’endomorphismes trigonalisables telle que Vi,j € {1,--- N},
u; ouj = uj ou;. Alors, (ug,--- ,un) est co-trigonalisable.

PREUVE : Il suffit d’adapter la preuve de la proposition 2.2.2. Pour I’hérédité, il suffit de prendre un sous-espace
propre de 'un des endomorphismes et de remarquer que ce sous-epace est stable par les autres endomorphismes.
Dans une base adaptée, on peut donc appliquer 'hypothése de récurrence pour conclure.

REMARQUE : La preuve n’utilise pas le fait que la famille d’endomorphismes est finie.

I PROPOSITION 2.2.4  Soit n € N*. Soit G un sous-groupe connexe de GL,,(C). Alors, D(G) est connexe.

PREUVE : Tout d’abord, notons que le produit matriciel (polynomial) et le passage a I'inverse (fraction rationnelle
avec dénominateur jamais nul sur GL,(C)) sont continus. Ainsi, notant S I'ensemble des commutateurs des
éléments de G, S est I'image de G x G par I'application continue (g, h) — ghg~*h™! avec G x G connexe.
Ainsi, I’ensemble S est connexe, et on en déduit que Vm € N*, S™ est connexe. Pour tout m € N* notant S,,
Iimage de S™ par I’application continue (81, -+, S$m) = 81 * Sm, Sm est connexe. Enfin, on remarque que D(G)
est la réunion pour n € N* des S,,, ('inverse d’'un commutateur est un commutateur, et 'identité est réalisée par
un commutateur d’un élément avec lui-méme). Comme l'identité appartient a chacun des S,,, D(G) est connexe
comme réunion de connexes qui ont un élément en commun.

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le théoreme de Lie-Kolchin suivant. Ce théoréeme permet de
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relaxer ’hypothese de la proposition 2.2.3, au prix d’un ajout sur la structure algébrique et topologique de la famille
d’endomorphismes.

THEOREME 2.2.1 Soit n € N*. Soit G un sous-groupe connexe résoluble de GL,,(C).
Alors, il existe une base de C™ qui trigonalise tous les éléments de G.

PREUVE : On va montrer le résultat par récurrence forte sur n.

Dans le cas n =1, le groupe G est nécessairement abélien, et la proposition 2.2.3 permet de conclure.

Soit n € N*\ {1}. Supposons que Vk € {1,--- ,n — 1}, pour tout sous-groupe connexe résoluble G de GL;(C), il
existe une base de C¥ qui trigonalise tous les éléments de G. Soit GG un sous-groupe connexe résoluble de GL,, (C).
Par la proposition 2.2.3, on peut supposer G non abélien. Soit m le plus petit entier naturel non nul et différent
de 1 tel que D™(Q) est trivial (G est résoluble non abélien). On note H = D™~ 1(G).

Encore par la proposition 2.2.3, comme H est abélien, le premier élément d’une base commune de trigonalisation
des éléments de H fournit un vecteur propre x commun aux éléments de H. Notons P l’ensemble des vecteurs
propres communs aux éléments de H. Nous venons de voir que P # ().

Maintenant, H est distingué dans G (les sous-groupes dérivés sont caractéristiques) donc Vh € H,Vg € G,

h(g(x)) = glg~ " hg)(z) = g(Ax) = Ag(x).

Ainsi, g(z) € P. Pour tout y € P, on note A, : H — C qui envoie h € H sur sa valeur propre en y. Pour tout
h € H, on définit Ly, : G — C qui envoie g € G sur Ay, (h) = A, (ghg™?). Cette application est continue car
composée de g — ghg™! (continue sur G car polynomiale en les coefficients de g) et de z — A, (z) (continue sur
H car ils stabilisent tous la droite engendrée par x). L’image de G par L, est donc un connexe de C qui est
inclus dans le spectre de h. C’est un connexe fini de C, donc un singleton.

Soit V' le sous-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme g(x) ot g € G.

Comme V est engendré par des éléments qui sont stables par G, V est lui-méme stable par G et V est non trivial
carx €V (si h € H, h(z) = Ax donc x = (1/A\)Ax = (1/A)h(z) € V car H C G).

Maintenant, V £ C™. En effet, si V = C", les éléments de H sont tous des homothéties. Mais ce sont aussi des
commutateurs, donc leur déterminant vaut 1, et les rapports des homothéties de H sont des racines n-iemes de
I'unité. Ainsi, H est fini et connexe par la proposition 2.2.4. Donc H est un singleton, ce qui est absurde par
construction de H (H ne peut pas étre trivial).

Pour conclure la preuve, on choisit un supplémentaire W de V' de sorte que les éléments de G aient une matrice
triangulaire supérieure par blocs dans une base adaptée a la décomposition V & W. Il ne reste plus qu’a expliquer
que l'on peut appliquer I'hypothése de récurrence. On note p: G — GL(V) (resp. p' : G — GL(W)) 'application
qui envoie g sur l'application induite par g sur V (rep. projection sur W parallelement & V' de 'application
induite par g sur W). Les applications p et p’ sont des morphismes continus donc p(G) (resp. p/'(G)) est un
sous-groupe connexe résoluble de GL(V') (resp. GL(W)). 1l suffit alors d’appliquer I'hypothése de récurrence &
ces deux images pour conclure.

Ici, la difficulté réside dans la recherche d’un sous-espace stable par tous les éléments du groupe G considéré. Pour
cela, on utilise 'hypotheése topologique (connexité) faite sur G ainsi que ’hypothése algébrique (résolubilité).

2.3 Réduction

Comme annoncé plus t0t, nous allons prouver un théoréme de réduction en utilisant le lemme des noyaux et le théoreme
de Cayley-Hamilton dans le cas ou le polyndme caractéristique est scindé : la décomposition de Jordan-Chevalley.

THEOREME 2.3.1 Soit K un corps. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(F).
On suppose que Y, est scindé sur K. Alors, 3!(d,n) € (Z(F))? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent,
u=d+netnod=don. De plus, d et n sont des polynémes en u.

PREUVE : On écrit x(X) = [T/, (X — X;)™ avec p € N*, m; € N* et les \; deux & deux distincts.

Pour i € {1,---,p}, posons N; = ker((u — \;idg)™). Par le théoréme 2.1.1 et le lemme des noyaux, on peut
écrire E = N1 @ --- @ Np. De plus, notant p; le projecteur sur IV; parallelement & la somme directe des N, pour
k # i, nous avons d = Y ©_, \;p; est diagonalisable et est un polyndome en u (les projecteurs sont des polynomes
en u). On pose alors n = u — d, et on vérifie que n est nilpotent sur chacun des N; donc nilpotent, et comme d
et n sont des polynémes en u, don =nod.




Montrons maintenant 'unicité. Donnons un autre couple (d',n') comme dans le théoréme. On a u = d+n et
u=d +n'doncd—d =n"—n. Comme d on’ =n’od,n et d commutent avec u = d’ + n’ donc avec les
polynémes en u. En particulier, d’ commute avec d et n’ commute avec n. Donc par la proposition 2.2.2 d — d’
est encore diagonalisable, et n’ — n est encore nilpotent par la formule du binéme de Newton. En particulier,
d — d’ est diagonalisable et nilpotent donc d — d’ = 0 puis n’ —n = 0, d’ott le résultat.

EXEMPLE : Soit M € .#>(C). On suppose que M est de trace nulle. On a donc xp(X) = X2 + det(M). Si
det(M) # 0, alors xpr(X) est scindé & racines simples sur C donc M est diagonalisable. Sinon, M? = 0 et M est
nilpotente. Dans tous les cas M est sa propre décomposition de Jordan-Chevalley.

MOTIVATION On peut utiliser la décomposition de Jordan-Chevalley pour calculer I'exponentielle d’'une ma-
trice. Par exemple, si M € #,(C) ou n € N* s’écrit M = D + N avec D diagonalisable, N nilpotente et
ND = DN, onaexp(M) = exp(D) exp(N) avec exp(D) qui est facile & calculer une fois que D est diagonalisée,
et exp(IN) qui est une somme finie.

EXEMPLE : Nous allons calculer la décomposition de Jordan-Chevalley de

1 11
A=10 1 1
0 0 2

Tout d’abord, xa(X) = (X — 1)*(X — 2) donc on cherche ker((A4 — I3)?) et ker(A — 2I3). Pour cela, on écrit
2

11 0 0 2
(A—13)* = 0 1| ={0 0 1
0 1 00 1

o O O

ce qui prouve que f; = (1,0,0) et fo = (0,1,0) forment une base de ker((A — I3)?). On cherche enfin un vecteur propre
pour la valeur propre 2 et on trouve f3 = (2,1,1). Dans la base (f1, f2, f3) la matrice de la partie diagonalisable de
A est donc diagonale avec dans l'ordre 1,1 puis 2 sur la diagonale. Dans la base canonique (ey, e3, e3), 'image par la
partie diagonalisable de e3 = —2f; — fo + f3 est —2f1 — fo + 2f3 = 2e1 + e2 + 2e3. Ainsi,

1 11 1 0 2 01 -1
A=(0 1 1]=(0 1 1]4+(10 0 O
0 0 2 0 0 2 0 0 O

est la décomposition de Jordan-Chevalley de A. L’expression de es dans la base (f1, f2, f3) fournit directement

-1

1 0 -2 1 00 1 0 -2 01 -1
A=10 1 -1 01 0 01 -1|4+10 0 0
00 1 0 0 2 0 0 1 0 0 0
En faisant un calcul d’inverse, on en déduit que
1 0 2 1 00 1 0 -2 01 -1
A=10 1 1 0 1 0 01 -1|+(0 0 O
0 0 1 0 0 2 0 0 1 00 O

avec les deux termes de la somme qui commutent. On peut alors calculer I’exponentielle de A en remarquant que

1 0 2 1 0 O 1 0 -2 1 0 2 e 0 O 1 0 -2
exp 0 1 1 01 0 01 -1 =(0 1 1 0 e O 01 -1
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 e2 0 0 1
par continuité de la conjugaison, et que
01 -1 1 0 0 0 1 -1 1 1 -1
exp 0 0 O ={0 1 0]+]0 0 O |]=(0 1 0
0 0 O 0 0 1 0 0 O 0 0 1
Ainsi, par commutativité, on peut écrire
1 0 2 e 0 O 1 0 =2 1 1 -1 e e 2% —3e
exp(A)=10 1 1 0 e O 01 -1 01 0]=10 e e2-¢
0 0 1 0 0 €2 0 0 1 0 0 1 0 0 e2



PROPOSITION 2.3.1 Soit n € N*. Soit M une matrice de ., (C).
Alors, M est diagonalisable si et seulement si exp(M) est diagonalisable.

PREUVE : Si M est diagonalisable, la continuité de la conjugaison assure que exp(M) est diagonalisable.
Supposons que exp(M) est diagonalisable. On écrit la décomposition de Jordan-Chevalley M = D + N avec
D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND. On a alors exp(M) = exp(D + N) = exp(D)exp(N) =
exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,,). Comme D est diagonalisable, exp(D) est diagonalisable. Ensuite, comme
D et N commutent, N commute avec exp(D). Ainsi, si k est le plus petit entier naturel tel que N¥ =0, on a

k=1 nrs k—1 nrs

NI Ni—1
eD(eN—In):eDE f':eDNg S
j=1 J: j=1 J:

avec N qui commute avec e et avec le polynéme en N. Cela prouve que e” (e’ — I,,) est nilpotente (en effet
(eP(eN —1I,,))* = 0). Enfin, exp(D) commute avec N donc avec les polynémes en N, donc exp(D) commute avec
exp(D)(exp(N)—1I,,). Ainsi, exp(M) = exp(D)+exp(D)(exp(N)— I,) est la décomposition de Jordan-Chevalley
de exp(M). Mais exp(M) est diagonalisable donc par unicité dans la décomposition, exp(D)(exp(N) — I,,) = 0.
Comme exp(D) est inversible, exp(N) = I,,. Si k # 1, on a donc

k—1 ; k—1 ; k—1 ; k—1 ;

NY ). N7 ] NI b1 NEk—2+j
E ?:IndouN—FE ?:OSOItN:—E ?dOHCN :—E T:O
=0 =2 =2 =2

ce qui est absurde par minimalité de k. Donc k =1 et N =0, d’ou M = D est diagonalisable.

3 Endomorphismes remarquables

3.1 Endomorphismes cycliques

Nous étudions maintenant une famille d’endomorphismes particuliers avec pour objectif principal la théorie des invari-
ants de similitude et la décomposition de Frobenius.

DEFINITION  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € £ (E).
On dit que u est un endomorphisme cyclique lorsqu’il existe € E tel que la famille (z, u(z),--- ,u"~*(z))
est une base de E (n € N* est la dimension de F).

PROPOSITION 3.1.1 Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(F).
On suppose que u est cyclique. Alors, le degré de pu,, est égal a n = dim(E), et donc f, = Y.

PREUVE : Tout d’abord, le degré de p,, est plus grand que n car sinon, la famille (z,u(x),---,u" 1(x)) serait
liée (ot z est un élément de E tel que (z,u(x), - ,u""1(z)) est une base).

Par définition, il existe un polyndome de degré strictement inférieur & n tel que v"(x) = P(u)(z). Montrons que
X™ — P annule u. Pour j € {0,--- ,n—1},ona

(u" = P(uw) (v (2)) = v/ ((u" = P(u))(2)) = v’ (u" (z) — P(u)(x)) = v (0) =0

donc X™ — P annule u sur une base de F, donc X™ — P annule u et est de degré n. Ainsi, le degré de u, est
inférieur a n, et au final, le degré de pu,, est bien égal a n.

DEFINITION  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(F).
Si x € E, on note p, , I'unique générateur unitaire de l'idéal {P € K[X] | P(u)(z) = 0}.

REMARQUE : Il y a un nombre fini de p,, , pour = parcourant F, car les p, , sont des diviseurs unitaires de fi,,.
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LEMME Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € .Z(E).
Soient m € N* et Ey,---, FE,, des sous-espaces vectoriels de F stables par u et en somme directe. Soit
(1, ,&m) € By X -+ X Ep,. On pose & = &1 + -+ - + Ty, Alors, fiy o = ppem(piy 2,0 € {1,--- ,m}).

PREUVE : Soit P € K[X] tel que p, , | P. Montrons que Vi € {1,--- ,m}, py 5, | P. On a

m
0= P(u)(z) =Y P(u)(;)
i=1
avec Vi € {1,---,m}, P(u)(z;) € E; par stabilité par u de E;. Comme la somme est directe, on a bien

Vi e {1,---,m}, P(u)(x;) = 0, soit fu, 4, | P. Inversement, si pour tout ¢ € {1,---,m}, py, | P, on a bien
P(u)(x) = 0 en décomposant = 1 + -+ + Ty, d'O0 iy 5 | P.

La proposition suivante est tres importante en algebre linéaire. C’est un corollaire du lemme des noyaux.

PROPOSITION 3.1.2  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(E).
Alors, 3z € E tel que fiy,0 = [y

PREUVE : On commence par le cas ou pu, est une puissance d’un polynéme irréductible unitaire p, = P" ou
r € N*. Comme P! | P" avec P"~! # P", le polynome P"~! n’annule pas u. Soit donc z € E tel que
Pr=1(u)(x) # 0. Maintenant, fi,, . | P" = , avec P irréductible, donc 3k € {0,--- ,r} tel que i, = P*. Mais
k = r car sinon, on aurait pi, . | P"~! et donc P"~1(u)(z) = 0 ce qui est absurde. Ainsi, on a bien i, . = fiy.
On se place alors dans le cas général et on décompose fi,, en

o = ﬁpi”
i=1

avec Pp,---, P, irréductibles unitaires deux a deux premiers entre eux et Vi € {1,--- m},r; € N*. Ainsi,
notant E; = ker(P/") pour i € {1,---,m}, le lemme des noyaux fournit une décomposition de E en somme
directe des FEj. Soit i € {1,---,m}. Montrons que j,, = P/*. Tout d’abord, on a bien i, | P/ car
P/ annule up,. Mais si j,, divise strictement P/, on a fi,, | Pi=! donc ppem(Py*, -+ Pl Prm)
annule u et divise strictement g, qui est égal & ppem(P.*, k € {1,---,m}) par le corollaire de la proposition
1.1.2. C’est absurde, donc Pug, = P*. Le cas du début de la preuve assure qu’on peut trouver x; € E; tel
que fy;, = P/* pour tout ¢ € {1,---,m}. En posant x = 1 + -+ + X, le lemme précédent permet d’écrire
P, = ppem(P, i € {1,--- ,m}) = p,, d’ou le résultat.

PROPOSITION 3.1.3  Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(E).
On suppose que le degré de p,, est égal & n = dim(F). Alors, u est cyclique.

REMARQUE : Nous avons donc une condition nécessaire et suffisante pour la cyclicité d’un endomorphisme en dimension
finie en combinant les propositions 3.1.1 et 3.1.3.

PREUVE : D’aprés la proposition 3.1.2, il existe un z € E tel que iy 5 = pty. La famille (z,u(z), - ,u" " (z))
est clairement une famille libre (sinon, on serait en contradiction avec la minimalité de pu, ), donc c’est une base
vu son cardinal. Donc u est cyclique.

Le théoreme suivant est le théoréme de réduction de Frobenius, qui permet de définir les invariants de similitude.

THEOREME 3.1.1 Soit K un corps. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € .Z(FE).

Il existe un r € N* et une suite F1,--- , F,. de sous-espaces vectoriels stables par u tels que
r
E=(PF
i=1
avec Vi € {1,--- ,r}, I'induit up, est cyclique, et notant P; le polynéme minimal de ug,, sii # r, on a P41 | P;.
De plus, la suite de polynémes P, --- , P ne dépend que de u et pas du choix des F;.
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REMARQUE : Ce théoréme de réduction ne requiert aucune hypotheése supplémentaire sur ’endomorphisme considéré.

PREUVE : On commence par 'existence. Notons k le degré du polynéme minimal pu,,. Par le lemme précédent, on
peut se donner x € E tel que fi,» = ptu. On note F le sous-espace vectoriel engendré par z,u(z),- - ,u*~1(x).
Par définition, F est de dimension k, est stable par u et notant e; = u*~!(z) pour i € {1,---,k}, la famille
(e1,+-+ ,ex) est une base de F'. On recherche alors un supplémentaire de F' qui est stable par w.

Pour cela, on commence par compléter (eq,--- ,er) en une base (e1,- - ,e,) de E. On considére ensuite la base

*

duale (ef,--- ,ek), et on note

) n .
G=TtouT = {w)T(e)]|ieN}
ol l'orthogonal de I' est pris au sens de la dualité. Comme I' est stable par v’ la proposition 1.2.1 assure que
G est stable par u. Nous allons maintenant montrer que £ = F & G.
Tout d’abord, si y € FF'NG et y # 0, on peut écrire y = are1 + - -+ + ape, ol les a; sont pris dans K et a, # 0
avec p < k. On compose alors I'égalité par (u*=P)T (e}). Comme y € G, on obtient

0=ej(arep—pt1+ -+ apepik—p) =ap #0

ce qui est absurde. Ainsi, F'N G = {0}.

Pour en conclure que F = F @ G, il suffit de montrer que n = dim(F) + dim(G), donc que la dimension du sous-
espace vectoriel engendré par I est k car on veut montrer dim(I't) = n—k&. On regarde alors I'application linéaire
¢ : K[u] = Vect(T") qui envoie P(u) sur e} o P(u) pour tout P € K[X]. Vu la définition de I', notre application
linéaire ¢ est surjective. Mais si e} o P(u) = 0 avec P(u) € K[u] non nul, on peut écrire P = ay idg + - - - +apuP ™!
avec p < k en prenant P modulo i, donc en appliquant ’hypothese en u*~P(x),

0=(ef o P)(u"P(x)) = ej(arufP(x) + -+ apu" 1)) = e (ar1ep_ps1 + -+ aper) = ap # 0

ce qui est absurde. Donc ¢ est injective, donc c’est un isomorphisme. En particulier, dim(I't) = n — k comme
annoncé car dim(K[u]) = k, ot E = F & G. Comme G est stable par u, le polynéme minimal de ug divise
le polynéme minimal de up, car p,, = . On applique alors ce que l'on vient de faire a ug, et on a la
décomposition voulue aprés un nombre fini d’étapes (car le degré du polyndme minimal n’est jamais nul).
Montrons maintenant 'unicité de la suite de polynémes. Soient 7, s € N*. On se donne F},--- | F. et G1, -+, Gy
deux suites de sous-espaces vectoriels de E stables par u qui vérifient les conditions de I'énoncé. On note P; = fy .,
et Q; = fhu, pour 1e€{l,---,r}etje{l,--- s} Parlesrelations de divisibilité des deux suites de polynémes,
ona P = u, = Q1. Comme deg(Py) +---+deg(P,) = deg(Q1) + - - - + deg(Qs), il existe un premier indice j tel
que P; # Q. Pour k > j, Pj(u)(Fy) = 0 donc

Pj(u)(E) = Pj(u)(F1) © - -- @ Pj(u)(Fj-1) et Pj(u)(E) = Pj(u)(G1) ® -+ & Pj(u)(Gj-1) & --- & Pj(u)(Gs).

On remarque que pour i € {1,---,j — 1}, comme P; = Q;, il existe une base de F; et une base de G; telles
que la matrice de u dans les deux bases soit la matrice compagnon associée a P; = Q;. On en déduit que
dim(P;(u)(F;)) = dim(P;(u)(G;)) pour tout ¢ € {1,---,j — 1}, donc que dim(P;(u)(G;)) = 0 pour tout i €
{j,--+,s}. Ainsi, Q; | P;. En inversant les réles, on obtient aussi P; | @); donc (polynémes unitaires) P; = @Q;
ce qui est absurde. D’otu le résultat d’unicité souhaité.

REMARQUE : Nous venons de voir qu’'un sous-espace cyclique de dimension maximale admet un supplémentaire stable.

DEFINITION  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € Z(E).
On appelle invariants de similitude de u la suite de polynémes P, --- , P, du théoreme précédent.

REMARQUE : En utilisant le théoréme de réduction de Frobenius, on peut déduire une forme matricielle. Si u est un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, notant Py, - - - , P, ses invariants de similitude, dans une base
bien choisie, le matrice de u est diagonale par blocs, avec des blocs égaux aux matrices compagnon des polynoémes
Py, .-, P,.. Cela permet de justifier 'appellation invariants de similitude.

En particulier, I’écriture matricielle assure que P; est le polynéme minimal de u, et que P;--- P, est le polynéme
caractéristique. On en déduit que ., et x, ont les mémes facteurs irréductibles.

PROPOSITION 3.1.4  Soit K un corps. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient u,v € Z(E).
Alors, u et v sont semblables si et seulement s’ils ont les mémes invariants de similitude.
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PREUVE : La remarque précédente montre que si w et v ont les mémes invariants de similitude, u et v sont
semblables a une méme matrice diagonale par blocs avec des blocs qui sont des matrices compagnons des invariants
de similitude, donc u et v sont semblables.

Inversement, si u et v sont semblables, en reprenant la preuve de 'unicité dans le théoréeme de réduction de
Frobenius, on voit que u et v ont les mémes invariants de similitude.

REMARQUE : On en déduit que les orbites de 'action par conjugaison du groupe linéaire sur les matrices sont
entierement caractérisées par les invariants de similitude.

PROPOSITION 3.1.5 Soit K un corps. Soit n € N*. Soit L une extension de K. Soit A € .#,(K).
Alors, les invariants de similitude de A vue dans ., (K) ou dans ., (L) sont les mémes.

PREUVE : On utilise le fait que A est semblable & une matrice diagonale par blocs ou les blocs sont les matrices
compagnon des invariants de similitude dans .4, (K), puis 'unicité dans le théoréme de réduction de Frobenius
en voyant 1’égalité dans ., (IL).

REMARQUE : On en déduit que deux matrices a coefficients dans un corps K sont semblables sur K si et seulement si
elles sont semblables sur une extension I de K.
EXEMPLE : On retrouve un résultat bien connu en prenant K =R et . = C.

3.2 Endomorphismes normaux

On va maintenant se placer dans le cadre des espaces euclidiens. Rappelons a ce titre que le théoreme de Riesz permet
de définir ’adjoint ©* d’un endomorphisme u, et de montrer que cet adjoint est encore une application linéaire. On
rappelle aussi qu’en base orthonormée, la matrice de u* est la transposée de la matrice de u.

DEFINITION  Soit n € N*. Soit (F, (-,-)) un espace euclidien de dimension n. Soit u € Z(E).
On dit que u est un endomorphisme normal si ©* ou = u o u*.

EXEMPLES : Les endomorphismes symétriques, les endomorphismes antisymétriques et les endomorphismes orthogo-
naux sont des endomorphismes normaux.

PROPOSITION 3.2.1 Soit n € N*. Soit (F, {-,-)) un espace euclidien de dimension n. Soit v € .Z(FE) normal.
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors F'* est stable par u (orthogonal pour (-,-)).

PREUVE : Si F = {0} ou F = E, le résultat est évident. Sinon, on écrit E = F®F~ et dans une base orthonormée
B adaptée a la décomposition, on a

A, A (AT 0
Matp(u) = (01 Ai) et Matg(u*) = <Aé~ A%~>

avec u normal, donc par produit matriciel par blocs,
AAT + AT %\ (A A\ (AT 0\ (AT 0\ (A A\ [(ATA, «
* ) N0 A3)\AT AT ) —\Al AT)J\o0o A3) \ = x)°

Comme A AT + A, AT = AT A;, en passant la trace, on obtient que la trace de A3 A2 est nulle. On en déduit
que As =0, et que F est stable par v vu la forme de la matrice de u dans la base B.

REMARQUE : L’orthogonalité est un outil tres utile pour trouver un supplémentaire stable pour les endomorphismes
normaux. Nous allons en déduire un théoréme de réduction des endomorphismes normaux dans la suite.

PROPOSITION 3.2.2 Soit n € N*. Soit (F, (-, -)) un espace euclidien de dimension n. Soit u € Z(E).
Alors, il existe une droite ou un plan stable par wu.

PREUVE : Si u a une valeur propre réelle, il suffit de prendre un vecteur propre x associé, et la droite vectorielle
engendrée par x convient. Sinon, le polynéme minimal p, n’a aucun facteur de degré 1, donc il a un facteur
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irréductible de degré 2 qui s’écrit donc X2 4+ bX + c avec b,c € R et b? — 4c < 0. L’endomorphisme u? 4 bu + idg
n’est pas injectif, donc Iz € ker(u? + bu + idg) tel que z # 0. Le sous-espace vectoriel engendré par x et u(x)
est donc de dimension 2 et est stable par .

Pour démontrer par récurrence un théoreme de réduction des endomorphismes normaux, il faut donc traiter le cas de
la dimension 2. On utilise pour cela la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2.3 Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit u € .Z(E) normal.
Alors, soit u est diagonalisable en base orthonormée, soit u s’écrit matriciellement sous la forme

(Z _ab> ou (a,b) € R x R*

en base orthonormée.

PREUVE : Si u a une valeur propre réelle \;, notant x; un vecteur propre associé, 'orthogonal de la droite
engendré par x; est stable par u d’apres la proposition 3.2.1, et c’est une droite vu la dimension de E. Donc u
est diagonalisable en base orthonormée.

Sinon, on se fixe une base orthonormée B et on écrit la condition pour que u soit normal

2 4 12 2 2
fa ¢ . 4 a®+b° ac+bd\ [(a*+c ab+cd
MatB(U)—(b d) ou (a,b,c,d) € R" et (ac+bd A+d2) " \ab+ed V2+d%)-

En particulier, b = +c et ab+ ¢d = ac + bd donc (a — d)(b — ¢) = 0. Mais x, n’a pas de valeur propre réelle
donc (discriminant négatif de X2 — (a + d)X + ad — be) (a + d)? — 4(ad — be) < 0. Mais si b = ¢, on aurait
(a — d)? 4 4b® < 0 ce qui est absurde. Donc b= —c et a = d, d’ott le résultat.

On en déduit le théoréme de réduction des endomorphismes normaux sur un espace euclidien par récurrence forte sur
la dimension de ’espace euclidien.

THEOREME 3.2.1 Soit n € N*. Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n. Soit u € Z(E) normal.
Alors, il existe une base orthonormée 5 dans laquelle la matrice de u est

D, 0 - 0
Matg(u) = 0
: . .0
0 -~ 0 R,
avec p € N tel que p < n, r € N tel que 2r < n, D, une matrice diagonale de taille p et Vi € {1,--- ,r},

a; —bi
=)

ou (a;,b;) € R x R* (en particulier p + 2r = n et si p ou 7 est nul, les blocs correspondants n’existent pas).

PREUVE : On fait une preuve par récurrence sur n = dim(F). Le cas n = 1 est évident, et le cas n = 2 a été
traité dans la proposition 3.2.3. Pour 'hérédité, on utilise la proposition 3.2.2 pour trouver une droite ou un plan
stable. Si c’est une droite, on ajoute un scalaire en haut a gauche de la matrice de I’hypotheése de récurrence, et
la proposition 3.2.1 permet de conclure. Si c¢’est un plan, on ajoute un bloc comme dans la proposition 3.2.3, et
on utilise encore 3.2.1 et I’hypothese de récurrence pour conclure. Il suffit alors de réordonner les vecteurs de la
base orthonormée obtenue pour avoir la forme annoncée.

Nous allons appliquer ce théoréme aux endomorphismes symétriques pour obtenir le théoréme spectral, puis aux
endomorphismes orthogonaux pour avoir le théoreme de réduction associé.

I PROPOSITION 3.2.4 Soit M une matrice symétrique réelle. Alors, M est diagonalisable en base orthonormée.
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PREUVE : On applique le théoréme précédent, la condition MT = M interdit les blocs de la forme R;.

Au passage, on peut aussi démontrer un théoreme de réduction des matrices antisymétriques en employant la méme
méthode.

PRrROPOSITION 3.2.5 Soit M une matrice antisymétrique réelle de taille n. Alors, les valeurs propres non
nulles de M sont imaginaires pures, et M est semblable a

0, 0 - 0
0 R
O
0 --- 0 R,
avec p € N tel que n, r € Ntel que 2r <netVie {1,---,r},

0 —b
w= o w)

ou b; € R* (en particulier p + 2r = n et si p ou r est nul, les blocs correspondants n’existent pas).

PREUVE : On applique le théoréme précédent et les coefficients diagonaux sont nuls car M7 = —M.

PROPOSITION 3.2.6 Soit n € N*. Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit u € O(E).
Toutes les valeurs propres de u sont de module 1, et il existe une base orthonormée B dans laquelle la matrice
de u est de la forme

L, 0 0 - 0
0 I, 0 :
Matg(u) = | o 0 R . 0
: ) . .0
o --- 0 0 R,

. - ) ‘ o cos(6;) —sin(6;)
ot p,q,7 € N sont tels que p+q+2r =net Vi € {1,---,r}, 30; €]0,2r[\{r} tel que R; = (Sin(&') cos(f;) )

PREUVE : Si A est une valeur propre et z un vecteur propre associé, [A|||z|? = |u(z)|]* = (u(z),u(z)) =
{(r,u*(u(r))) = ||z||* donc |A| = 1. Les seules valeurs propres réeles potentielles sont donc 1 et —1, d’ot la
présence des blocs I, et —I;. Pour i € {1,---,7}, on a R;RI = I donc a? + b = 1 avec b; # 0, d’out I'écriture
sous la forme de I’énoncé.
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