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Dans cet article, on va classifier les groupes d’ordre pq ot p et ¢ sont deux nombres premiers distincts. La démonstration
nécessite la connaissance du groupe des automorphismes de Z/¢Z pour g premier seulement, mais on va donner les
automorphismes de Z/nZ pour tout n € N*\ {1} au passage. L’article suit la preuve donnée dans [1]. On trouve aussi
cette classification dans [2].

Dans ce qui suit n € N*\ {1} et p et ¢ sont deux nombres premiers distincts tels que p < q.

1 Automorphismes de Z/nZ

En fait, au lieu de calculer Aut(Z/nZ), on va calculer 'ensemble (Z/nZ)* des inversibles de Z/nZ.
1.1 Lien entre Aut(Z/nZ) et (Z/nZ)*

PROPOSITION  Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.

PREUVE :
On définit Vapplication
o : (Z/n2)* — Aut(Z/nZ)
o(s) : Z/nZ — Z/nZ
x — ST

S —

Montrons que o est bien définie. Si s € (Z/nZ)*, on a V(x,y) € (Z/nZ)?,
o(s)(@ +y) = s(z+y) = sz + sy = o(s)(x) + o(s)(y)

Donc o(s) est un endomorphisme de Z/nZ et si sx = 0, on a bien entendu x = 0 car s est inversible.
Ainsi, o(s) € Aut(Z/nZ) et o est bien définie.
Montrons que o est un morphisme de groupes. Soient s, s’ € (Z/nZ)*. Vx € Z/nZ,

o(ss')(z) = ss'x = s(s'x) = o(s)(s'z) = o (s)(a(s)(x))

Ceci étant vrai pour tout z de Z/nZ, on a o(ss’) = o(s) o o(s’) et o est un morphisme de groupes.
Pour montrer que o est un isomorphisme on va donner son inverse. Définissons

T Aw(Z/nZ) — (Z/nZ)*
U —  u(l)

Tout d’abord, 7 est bien définie car 1 étant un générateur de Z/nZ et u étant un automorphisme de Z/nZ, u(1)
engendre encore Z/nZ et donc u(1) € (Z/nZ)* (voir [1] pour la preuve que s € (Z/nZ)* ssi s engendre Z/nZ).
Et 7 est un morphisme car si (u,v) € (Aut(Z/nZ))?,

T(uov) = (uow)(l) =u(v(l)) =u(v(l) x 1) =v(D)u(l) = u(l)v(l) = 7(u)7(v)

en voyant v(1) comme un multiple de 1 et en utilisant le fait que u est un morphisme de groupes.
Montrons que 0 o7 =7 o0 =id. Si u € Aut(Z/nZ), on a Vx € Z/nZ,

(0 o7)(u)(z) = o(r(u)(x) = o(u(l)(z) = u(l)z = zu(l) = u(z x 1) = u(z)

Ceci étant vrai pour tout x € Z/nZ, on a (o o 7)(u) = u. Ceci étant vrai pour tout u € Aut(Z/nZ), o ot = id.
De plus, si s € (Z/nZ)*, on a par définition de 7 et de o que

(Too)(s) =7(a(s)) =

C’est vrai pour tout s € (Z/nZ)* donc 7 o o = id. Finalement, o et 7 sont réciproques I'un de 'autre. Ce sont des
morphismes de groupes donc on a bien
Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*

car o et 7 sont des isomorphismes.

On a donc ramené la recherche des automorphismes de Z/nZ au calcul de (Z/nZ)*.



1.2 Calcul de (Z/pZ)*

On pourrait utiliser le fait que Z/pZ est un corps fini pour démontrer que (Z/pZ)* est cyclique (voir le chapitre 3 de
[1]), mais on donne ici une preuve qui n’utilise pas ce résultat.

PROPOSITION  (Z/pZ)* =2 Z](p — 1)Z.

PREUVE :
On note 7 le ppem des ordres des éléments de (Z/pZ)*. Montrons qu’il existe un élément d’ordre r dans (Z/pZ)*.
Décomposons r en produit de facteurs premiers :

k
1D
i=1

ou les a; sont des entiers naturels non nuls et les p; sont distincts deux a deux.
Par définition du ppem, Vi € {1,--- ,k}, on a lexistence d'un élément x; € (Z/pZ)* dont l'ordre est un multiple de
pi*. On a donc z; d’ordre n;p®¢, puis ;" d’ordre p®. Donc, en posant

on obtient que z est d’ordre r (I'ordre du produit de deux éléments dont les ordres sont premiers entre eux vaut le
produit des ordres et on obtient le résultat par récurrence).

Rappelons que |(Z/pZ)*| = p—1 (les éléments inversibles de Z/pZ sont ceux qui sont premiers avec p et p est premier).
Par le théoréme de Lagrange, r | p — 1 et donc » < p — 1. Montrons que p — 1 < r.

Le polynéme P = X" — 1 est de degré r donc a au plus r racines. Mais

Vo € (Z/pZ)*,P(x) =0

car r est le ppcm des ordres des éléments de (Z/pZ)*. Donc, p — 1 < r. Ainsi, r =p — 1.
Cela montre que x est un élément de (Z/pZ)* qui est d’ordre p — 1. (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1 donc on a bien

(Z/pZ)" =Z/(p —1)Z
par théoréme de classification des groupes monogenes.
Maintenant, calculons (Z/p®Z)* en distinguant le cas ou p = 2.

1.3 Calcul de (Z/p*Z)*

On commence par le cas p # 2. Ici, a est un entier naturel non nul.
PROPOSITION Sip # 2 et a > 2, alors (Z/p*Z)* 2 Z/p* 1 (p — 1)Z.

PREUVE :
On commence par montrer par récurrence sur k que Vk € N* (1 + p)pk =1+ MAp**! avec A non divisible par p.

— k = 1. On sait que
P
p .
14 p)P = i
=3 (")

=0

Or, pour 1 <i < p, p| (%) donc pour i > 2, p* | (7)p’. On a aussi p® | p?. Donc,
(L+p)? =1+ p* +up® =1+ p*(1 + up)

et 1 + up n’est pas divisible par p. Le résultat est donc prouvé pour k = 1.
— Soit k € N*. Supposons que (1 + p)pk =14 A\pF*t! avec \ non divisible par p. On a alors

p—1
(1 +p)pk+1 _ (1 + /\pk—i-l)p =14 Z <ZZ) )\ip(k+1)i + )\pp(k+1)p
i=1
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Dans la somme, le terme en i = 1 vaut A\pF*2

On a aussi p*2 | APp(*+DP donc

et pour i > 1, on a comme dans le cas k = 1 que pF*3 | (¥) Aiph+1)1,

L +p)P " =14+ "2 +uphtS =14 p 2\ + up)

avec A + up non divisible par p. On a donc le résultat en posant X' = X\ + up.
Ce que 'on vient de démontrer nous permet de trouver un élément d’ordre p®~! dans (Z/p*Z)*.
En effet, (1 + p)pa_1 =14 Ap® = 1 [p®] et pour tous autres les diviseurs stricts de p* (qui sont les seules autres
possibilités pour 'ordre de 1 + p par le théoréme de Lagrange), (1 + p)pk Z1 [p*] pour k < a — 1.
Donc 1+ p est d’ordre p®~! dans (Z/p®Z)*. A ce stade, rappelons que |(Z/p*Z)*| = p*~(p—1) (indicatrice d’Euler).
On a déja un élément d’ordre p®~!. Pour montrer notre proposition, il s’agit de trouver un élément d’ordre p*~1(p—1).
On définit 'application
v o« (Z/pZ)r — (Z/pZ)”
k — k

ol k est la classe de k modulo p® et k est la classe de k modulo p. D’apres le 1.2, par surjectivité de 1, on peut
prendre y € (Z/p*Z)* tel que ¥ (y) est d’ordre p — 1. De cette fagon, p — 1 divise 'ordre de y. On trouve un élément
d’ordre p — 1 dans (Z/p®Z)* en trouvant un sous-groupe cyclique du groupe cyclique < {y} > étant donné que p — 1
divise 'ordre de y. Soit = cet élément d’ordre p — 1 dans (Z/p*Z)*.

On a z(1+p) € (Z/p*Z)* et x(1 + p) est d’ordre p®~1(p — 1) car p* 1 et p — 1 sont premiers entre eux. Donc,

(Z/p*Z)* = Z/p* ' (p—1)Z

d’apres le théoreme de classification des groupes monogenes.
Il ne nous reste plus que le cas p = 2.
PROPOSITION  (Z/2Z)* = {1}, (Z/AZ)* = Z /27 et pour tout o > 3, (Z/2°Z)* = (Z/27) x (Z/2%7?7).

PREUVE :

La connaissance des cardinaux de (Z/2Z)* et de (Z/47Z)* permet d’obtenir les deux premiers isomorphismes.

Dans le cas ol @ > 3, on commence par montrer par récurrence sur k que Vk € N*, 52° = 14 A28+2 olt X est impair.
— k=1.0nab5?2=25=1+24=1+3x8=1+3 x 2% Donc le résultat est vrai pour k = 1.
— Soit k € N*. Supposons que 52° = 1 + A\25+2 ot \ est impair. Alors,

k+1

52 (14 A2FF2)2 = 1 4 \oF T3 1 222k — 1 1 (\  \22R 1ok 3

et \ est impair donc A% aussi et donc A22F+1 est pair, puis A + A225t1 est impair. D’ou le résultat.
Ce résultat nous donne un élément de (Z/2°Z)* d’ordre 2%~2. Or, |(Z/2°Z)*| = 27 1(2 — 1) = 2271, donc le sous-
groupe engendré par 5 est d’indice 2 dans (Z/2%Z)* (en particulier, on a < {5} > <J(Z/2*Z)*).
De plus, —1 ¢< {5} >. En effet, si —1 = 5¥ + X\2%, alors on obtient 3 = 1 modulo 4 ce qui est faux.
Donc, < {-1} > N < {5} >= {1}, et < {1} >< {5} >= (Z/2*Z)*. —1 commute avec tous les éléments de < {5} >,
donc comme < {5} > (Z/2°7%7),
(Z)2°7)* = (Z)27) x (Z./]2°27)

avec < {—1} >= Z/2Z.

1.4 Calcul de (Z/nZ)*

Maintenant qu’on a trouvé les inversibles de Z/p®Z, le calcul de (Z/nZ)* est rapide.

ProroSITION On décompose n en produit de facteurs premiers

Alors, on a



PREUVE :
D’apres le théoreme chinois,

YALYA= ﬁZ/pf‘iZ

i=1

Donc,

(Z/nZ)* = H Z/pi L)

=1

en prenant les éléments inversibles des deux cotés.

On en déduit immédiatement les automorphismes de Z/nZ.

1.5 Conclusion

PrROPOSITION  On décompose n en produit de facteurs premiers

T
oIl
i=1

Alors, on a
T

Aut(Z/nZ) = [[(Z/p{2)*

i=1

PREUVE :
D’apres 1.1, Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*. D’ou le résultat par 1.4.

En fait, pour donner la structure des groupes d’ordre pg, on a seulement besoin de la structure de Aut(Z/qZ).
Cependant, pour des groupes finis d’ordre p?q par exemple, une classification exhaustive peut étre utile (voir par
exemple le 1.35 de [3]).

2 Les groupes d’ordre pg

On commence par montrer un lemme qui nous sera utile pour démontrer le résultat.

2.1 Un lemme

LEMME Soient H et N deux groupes, ¢ : H — Aut(N) et o € Aut(H).
Soit 1 tel que le diagramme suivant soit commutatif (¢ = ¥ o «).

H —— Aut(N)
1 A

Alors, N xy H= N x, H.

PREUVE :
On introduit 'application
f @ Nx,H — NxyH
(n,h) > (n.a(h))

C’est bien entendu une bijection (on peut donner son inverse). Montrons que c¢’est un morphisme.
Soient (n,n’) € N2 et (h,h’) € H?. On a d'une part

f((n, k) (n', h1)) = f(np(h)(n'), hh') = (n@(h)(n'), a(hh"))



Et d’autre part,
f,h)f(n 1) = (n,a(h)(n', (') = (np(a(h)) ('), ah)a(R)) = (ngp(h)(n'), a(hl))

Donc f est bien un isomorphisme de groupes, et N x4 H = N x, H.

2.2 Classification des groupes d’ordre pq

Le résultat est le suivant.

PROPOSITION  Soit G un groupe d’ordre pgq.
— Sip|g—1,alors G = Z/pgZ ou G = (Z/qZ) X (Z/pZ) ol o : Z/pZ — Aut(Z/qZ) est non trivial.
— Sinon, G = Z/pqZ.

PREUVE :
D’apres le premier théoreme de Sylow, G admet au moins un ¢-Sylow.
En utilisant le second théoreme de Sylow, on obtient que le nombre n, de ¢-Sylow de G vérifie

ng=1[ql et ng|p

Donc ny =1 et G a un unique ¢g-Sylow, qui est donc distingué dans G. Notons le Q.
Q étant de cardinal premier, Q = Z/qZ. Or, p | |G| donc G a un élément d’ordre p par le théoréme de Cauchy.
Le sous-groupe N qu’il engendre est donc isomorphe & Z/pZ. On a donc
— QLG
— QNN ={e} car si x € QN N, son ordre divise ¢ et p par le théoréeme de Lagrange, donc vaut 1.
— Montrons que G = QN. QN est un sous-groupe de G étant donné que @ < G.
De plus, le second théoréme d’isomorphisme donne

@N/Q@=N/(QNN)

donc |QN|/q =p/1 puis |QN| =pg (NQ = QN car Q <G). Ainsi, G = QN.
Ces trois points assurent que G s’écrit comme un produit semi-direct

G=Qxyg N

ol a: N — Aut(Q) est un morphisme de groupes, avec N = Z/pZ et Aut(Q) = Aut(Z/qZ) = Z/(q — 1)Z.
Les deux sous-cas de la proposition apparaissent naturellement :

1. Si p ne divise pas ¢ — 1, alors pour tout € N, l'ordre de a(z) divise ¢ — 1.
Or, Vordre de z étant égal & p, ordre de a(x) vaut 1 ou p. Donc lordre de a(x) vaut 1 et « est trivial.
Le produit est donc direct, et
G = (Z/qZ) x (Z/pZ) = Z[pqZ
par le théoréme chinois.

2. Dans le second cas, p | ¢ — 1 et comme Z/(q — 1)Z est cyclique, il admet un unique sous-groupe d’ordre p.
On a donc toujours la possibilité ot « est trivial, mais « peut également étre non trivial, ce qui donne des
produits semi-directs isomorphes par le lemme démontré en 2.1. Ainsi, on a bien

G = Z/pgZ ou G = (Z/qL) %o (Z/pZ)

avec « : Z/pZ — Aut(Z/qZ) non trivial.

D’ou le résultat annoncé.

2.3 Application au cas p =2
On note D,, le groupe diédral d’indice p (et d’ordre 2p).
PROPOSITION  Soit G un groupe fini d’ordre 2p.

— Sip=2,alors G=Z/4Z ou G = (Z/2Z) x (Z/2Z).
— Si p est impair, G = Z/2pZ ou G = D,,.

PREUVE :
Traitons d’abord le cas p = 2.



1. Si p =2, alors G est d’ordre 4. Si G a un élément d’ordre 4, alors G est cyclique donc
GX7/4AZ

d’apres le théoreme de classification des groupes monogenes.

Sinon, les trois éléments de G différents du neutre sont d’ordre 2.
Donc V(z,y) € G2, e = (vy)? = xyzy donc zy = y~to~! = yx car y~
Cela montre que G est abélien donc

l—yetazl=x (22=9y?=¢).

G = (Z/27) x (Z/27)
d’apres le théoreme de structure des groupes abéliens finis.

2. Si p est impair, alors p > 2 et notre classification 2.2 s’applique. Comme p est impair, 2 | ¢ — 1.
D,, est un groupe non abélien d’ordre 2p, donc il n’est pas isomorphe a Z/2pZ.
Il est donc nécessairement isomorphe & G = (Z/pZ) X, (Z/2Z) ou o : Z/2Z — Aut(Z/pZ) est non trivial.
Finalement,

G=Z/2pZ ou G = D,
en utilisant le 2.2.

On a donc bien le résultat annoncé.
REMARQUE : On peut aussi classifier les groupes d’ordre 2p sans utiliser le 2.2, mais la preuve est plus fastidieuse.
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