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DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Avant-propos
Cher agrégatif,
Avant toute chose, bon courage.

Voici, dans ce document, tous les développements que j'ai rédigés durant mon année de préparation
a l’agrégation externe de mathématiques, en 2014/2015. ]’ai essayé, le plus souvent possible, d'y ajouter
des annotations, des commentaires, ou des idées a retenir pour les questions.

Evidemment, ce document ne peut pas étre exempt de coquilles, de mauvaise foi, d’explications trop
elliptiques, ou méme d’erreurs mathématiques grossieres. Gardez en téte cet avertissement! Il va égale-
ment de soi que 1'oral de I'agrégation est quelque chose qu’on doit préparer de facon personnelle ; vous
et moi, nous ne pouvons pas avoir les mémes gofits, ni les mémes aptitudes. Ce document ne peut pas
étre plus qu’une boite a idées : un développement, ca se prépare et ca se comprend au tableau. Vous ne
travaillerez pas votre rythme de présentation en lisant une feuille de papier!

Je ne peux absolument pas assumer seul la paternité de ce document, car beaucoup d’idées m’ont été

inspirées par d’autres personnes que je tiens tout particulierement a remercier :

— ceux et celles qui, par le passé, ont mis en ligne leurs développements, ou leurs plans résumés (et
tout particulierement Arnaud GIRAND, Ophélie ROUBY et Hélene HIVERT);

— ceux et celles qui, durant ’année, ont vu et/ou lu certains de mes développements, et qui m’ont
permis de les corriger et/ou de les enrichir de commentaires, d’idées, ou de questions (et parmi
eux, notamment, Arnaud STOCKER, Laura GAY, Maud JOUBAUD et Caroline ROBET);

— les enseignants qui ont encadré la préparation a I’'ENS Rennes et & 1'université Rennes 1 durant
I’année 2014/2015, et qui nous ont posé des questions “classiques”.

Je me suis efforcé de mettre des références aussi précises et récentes que possible ; cependant, quelques
développements ont été considérablement modifiés entre la référence utilisée et le développement final.
C’est comme ¢a!

Chaque développement est précédé d’une liste de lecons : celles écrites en droit correspondent a mes
couplages en fin d’année; celles écrites en penché correspondent a d’autres couplages possibles, mais

qui me plaisaient moins (ou a une cruelle présence de mauvaise foi).

Bien stir, je reste ouvert a toute remarque de votre part.
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Automorphismes de K(X)
Lecons : 140, 141

[X-ENS Al1], exercice 5.54
Théoreme
Soit K un corps quelconque.

K(X) —  K(X)
Les automorphismes de K-algebres de K(X) sont les applications de la forme

otta,b,c,d € K* vérifient ad — bc # 0.

Démonstration :

Etape 1: Déterminons les endomorphismes de K-algebres de K(X).
Soit @ un endomorphisme de K-algebres de K(X). Posons F = ®(X).
SoitP= Y pX* € K[X],ona: ®(P) = Y p@(X) = Y pFF =PoF.
kelN kelN kelN ( )
P (P PoF
Ainsi, pour tous P € K| X|, Q € K|X|\{0} etG = —=,ot,ona:P(G) = —=% = =
p [X] [X1\ {0} 0 (©)=3Q) ~aoF

K(X) — K(X) . : N 1
G s Gor ot bien un morphisme de K-algebres.

GoF.

Réciproquement, pour F € K(X)\K, & :

Remarquons que si F = a € K, alors & n’est pas bien défini : en effet n’a pas d’image par ®r.

X—a
Ainsi, ’ensemble des endomorphismes de K-algebres de K(X) est ’ensemble des ®r, ot F parcourt
Etape 2: Cherchons a quelle condition sur F, ® est un automorphisme.
Supposons que @ soit un automorphisme.
Alors ®r est surjectif et donc : 3G € K(X), Pr(G) = GoF = X.

Soient F = 3 etG = 0 des représentations irréductibles de ces fractions rationnelles.
dp ) dg
On écrit P = 2 p]-X] etQ = Z quk ou dp et dg sont les degrés respectifs de P et Q.
j=0 k=0
Ona:GoF=X<& PoF=X(QoF)
dp , dg
&Y pF=XY qF
j=0 k=0

dp  4j do 4k
S ) P =X ) Gkop
=0 P o B

dp ) ) dg
& Y pAB" T =X Y qA*B" ¥, otton a noté m = max {dp,dg} .
=0 k=0

— D’une part, A|(po — q0X) B™.
Or A et B sont premiers entre eux, donc A et B” sont également premiers entre eux, d’ott A|pg — goX.
Aussi, comme P et Q sont premiers entre eux, on a (po,qo) # (0,0).
Donc pyg — goX est de degré 0 ou 1, donc A est de degré 0 ou 1.

1. 1l s’agit de vérifier :

- ®p(1) =1.
— ®r(G) est bien défini pour tout G € K(X).
Pour cela, on montre que Go F = B x (PoF) ouF = 4 est une écriture irréductible et m = max{deg P, deg Q} est
’ 1 B" x (QoF)’ B g5, des

une écriture de G o F en fraction de polyndmes et que le polynéme B™ x (Q o F) n’a qu'un nombre fini de racines.
— & est K-linéaire.
- ®r (G1Gy) = Pr (G1) ®f (Gyp) pour tous Gy, Gy € K(X).
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- D’autre part, B’deAdPBm’dP — quXAdQBm*dQ.
- Sim = dp = dg, alors B|(pm — quX) A™ et donc B|p; — qmX car B et A™ sont premiers entre
eux. Or gy, # 0 car Q est de degré m = d, donc deg B = O ou 1.
— Sim =dg > dp, alors B|q,XA™ donc B|q,,X donc degB = 0ou 1.
— Sim =dp > dg, alors B|p, A™ donc B|p,, doncdegB = 0.
Toujours est-il que deg B =0 ou 1.
aX+b

cX+d
Et F ne pouvant évidemment pas étre constant, on doit imposer ad — bc # 0.

Par conséquent, il existe (a,b,¢c,d) € K4 F =

Etape 3: Réciproquement, montrons que cette condition nécessaire est suffisante.
Pour (a,b,c,d) € K* vérifiant ad — bc # 0, on note ® (u p»\ le morphisme de K-algebres défini par :
c d>
aX+b
) X)=——.
()T

c d

GLy(K) — Endg.ag (K(X))
M d q)M—l
Cela découle de l'égalité :

Montrons que : P : est un morphisme de groupes.

CaX+b aX+b  aih4b

‘I’@; A ‘D(g g)“{) —cx+d°c/x+d/—cg:§131+d‘q’(g 2 (& f;i)(x)

. . - . . fa b\ [ad VN _[(ad +bc ab +bd
On reconnait effectivement les coefficients du produit matriciel <c i)\ d’) = (ca’ Ldd b +dd’

Done VM, N € GLy(K), ®(MN) = @)1 = Py 1y 1 = Pyt 0Dy 1 = B(M) 0 B(N).
On en déduit alors que @y est inversible, d'inverse ®,,-1, pour tout M € GL,(K).

On en déduit finalement que 1’ensemble des automorphismes de K-algebres de K(X) est I'ensemble des

K(X) — K(X)
applications de la forme ox4p\ avec (a,b,c,d) € K* vérifiant ad — be # 0.7 [ |
G~ (%)

Références

[X-ENS All] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 1, 2¢ éd., Cassini,
2007.

2. Le 2" théoréme d’isomorphisme peut méme nous donner un résultat supplémentaire.
On a montré au cours de la démonstration que Im(®P) = Autg a1 (K(X))-
De plus
Qpea(X) =X e aX+b=cX*+dXeb=c=0eta=d
Donc Ker(®) = {AL|A € K*}.

Et on en déduit donc :
Auty g (K(X)) = CL2(K) fKer@) = CL2(K) /(A1 € K*} = PGLy(K)
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Borne de BézoutP
Legons : 143, 180[} 142, 144

Merci Arnaud ![]
Théoreme
Soient A, B € K[X, Y] de degrés totaux respectifs m et n; on suppose que A et B sont premiers entre
eux et que K est de cardinal infinilﬂ
Onnote V(A) = {(x,y) € K?|A(x,y) =0} et V(B) = {(x,y) € K?|B(x,y) = 0}.
Alorsona:#(V(A)NV(B)) < mn.

Démonstration :
Evidemment, on suppose V(A) N V(B) # @, car sinon, il n’y a rien & montrer.
Etape 1: Soit (x,y) € V(A) N V(B); on note Ry := Resy (A, B), etona Ry(x) = 0.
Comme A A B =1, on sait que Ry € K[X]\{0} et donc Ry admet au plus deg Ry racines.
Ainsi, pour un point de V(A) N V(B), il y a au plus deg Ry abscisses possibles, et similairement, au
plus deg Rx ordonnées possibles. /|
Des lors, #(V(A) N V(B)) < deg Rx deg Ry < oo.

Etape 2: Obtenons désormais une borne sur deg Ry.

P q
Onnote A(X,Y) =) a(X)Y*et B(X,Y) = ) be(X)YX, avec degay < m —k, degby < n—k, ap #0
k=0 k=0

et by # 0.
| 0
q lignes
0 p ... ... ... A
Par conséquent, Ry = det (Syl, (A, B)) = by ... ... by
' 0 :
p lignes
0
bg bo
Notons Syl (A, B) = (Cirf)lgi,j<p+q'
i dega, (i_;y sii<j<p+i o
Soiti € [1,9], ona:degc;; { o cinon <m—ptj—i

1) sinon

o Lo
SoitieHq+1,q+pﬂ,0na;degci/j_{ Ciegbq*(ﬁ(zfq)) S11 =4 ]! én—z—}—]

3. Je sais : vous vous posez trés probablement la méme question que moi. Et je vous propose de clore ici immédiatement le
débat sur I'accent du ‘e’ du nom de famille d’Etienne machin (1730-1783). Si on se réfere a une these de Liliane ALFONSI, quia
écrit Etienne Bézout, mathématicien des Lumieres en 2011, I'accent apparait ou non selon les documents, mais il est mis systémati-
quement a partir d’une certaine date (1765 pour les manuscrits, 1770 pour les imprimés) par Bézout lui-méme. En conséquence,
respectons son choix de mettre un accent; méme si ’académie de Créteil le lui a retiré en donnant le nom d’Etienne Bezout a
un lycée de Nemours, en Seine-et-Marne.

4. Dans la 180, je prends un des deux polynémes de degré total égal a 2. Okay, ¢’est moche, mais qui veut faire les coniques
devant le jury ?

5. [Un lien vers la page personnelle d’Arnaud STOCKER. On trouvera néanmoins une piste de démonstration au théoréme
10.111 de A. SZPIRGLAS — Algebre pour la L3, Pearson Education, 2009.

6. Cette hypothése est dispensable : si K est de cardinal fini, alors K s’injecte dans sa cloture algébrique K qui est de cardinal

infini. Alors les courbes algébriques définies par A et B sur K s'intersectent en au plus mn points de K". En conséquence, les
courbes algébriques définies par A et B sur K> s’intersectent en au plus mn points de K2.

7. Vous l'aurez compris, Rx = Resx (A, B) € K[Y]\{0}.

8. C’est LE passage difficile du développement, parce qu'il faut étre capable d’expliquer ceci clairement au tableau. Quand
i € [1,4], on remarque que cji = ap, puis,quand 0 < j —i < p, passerdec;; a Cijj revient a faire (j — i) pas vers la droite, donc
apasserdeapaa,_ (j_;.Quandi € [q+ 1,9 + p]], on opére similairement : ¢;; , = by, puis, en décalant de (j — (i — 7)) cases
vers la droite, ot 0 < j — (i — q) < g, on obtient ¢;; = by _(;_(;_y))-
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ptq
Par la formule du déterminant en fonction des coefficients de la matrice : Ry = Z (o) H Cio(i)-
U€6p+q i=1
=:Fy
Et pour touto € §,44,0na:
ptq q q+p
degFy = ) degcipy < Y m—p+o(i)—i+ Y, n—ito(i)=mg—pg+np=mn+ (m—p)(qg—n)
i=1 i=1 i=q+1 i T
< mn.
En conséquence, deg Ry < mn.
Similairement, deg Rx < mn et donc #(V(A) N V(B)) < (mn)>.
Etape 3: On numérote alors les éléments de V(A) NV (B) : V(A)NV(B) = {(x;,v;)|i € [1,7]}.
X — Xj
Soit € := {yl' y] Vi #Yji,j € ﬂl,rﬂ},alors #E < 0o = #K*.
i i
Donc Ju € K*\E etensuite Vi, j € [1,7],x; — x; # u (y; — yi) & x;i + uy; # x;j + uy;.
. X'=X+uY AX,Y') = AX, Y
On effectue alors le changement de variables : { Y — Y et on pose { E((X’, Y’)) —. ((X, Y)) .
Soit alors @ : V(A)NV(B) — Rac (ResY/ (A’B)) .

(x,y) — X+ uy
— & est bien définie :

(x,y) € V(A)NV(B) = A(x,y) = B(x,y) = 0= A(x + uy,y) = B(x + uy,y) =0
= Resy (g(x+uy,Y’),§(x+uy,Y’)) =0= (Resw (g, §)> (x+uy)=0

— @ estinjective :
Si (x,y) et (x',y") € V(A) N V(B) sont distincts, alors u ¢ £ impose x + uy # x' + uy'.

Dot : #(V(A) N V(B)) < #Rac (ReSyl (A, E)) < deg Ry (A, E) @] mn. -

ptq
9. En effet, o étant une bijection de [[1, p +¢], ona: Z o(i)—i=0.
~ o~ i=1
10. Car les degrés de A et B sont inférieurs ou égaux a ceux de A et B.
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Décomposition de Dunford
Lecons : 153, 154, 155, 157

[Gou Al], partie 4.4.2
Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E) tel que yx, soit scindé sur K.
Alors, il existe un unique couple (d,n) € L(E)?, tel que d soit diagonalisable, 1 nilpotent, u = d +n

etdon=nod.
De plus, (d,n) € K[u]?.

On commence par montrer le lemme qui suit.
Lemme
Soit u € L(E) et F € K[X] tel que F(u) = 0.

S
Soit F = B[ [ M;" la décomposition en facteurs irréductibles de F dans K[X].
i=1
Pour i € [[1,s], on note N; = Ker M;"(u).
On a alors L

- E=N;
i—1

— Vi € [[1,s], le projecteur sur N; parallelement a € Nj est un polyndme en u.
Jj#i

Démonstration du lemme:
S

L'égalité E = € N; découle directement du lemme des noyaux.
i=1
Pouri € [1,s], onnote Q; = H M;‘j ;alors les Q;, oui € [1, s], sont premiers entre eux dans leur ensemble.
j#i
D’apres Bézout, on obtient donc :

S
..., Us e K[X], Y U;Qi = 1.
i=1

Pouri € [1,s], onnote P; = U;Q; et p; = P;(u) € K[u].
L’égalité de Bézout nous fournit :

S
Y pi=1ldg 1)
i=1
Par ailleurs, sii # j, alors F |Q1Q]-, de sorte que

Vi#ie[1,s],piop; = QiQj(u) o U;Uj(u) =0 2)

S
On en déduit, par (1) : Vj € [1,s], pj = }_ pi o pj; puis, par (2)) : Vj € [1, s]],pjz = pj-
i=1
En conséquence, les applications p;, ot i € [1,s], sont des projecteurs.
Reste a montrer que ce sont bien ceux dont traite ’énoncé du lemme!
Montrons que : Vi € [1,s], N; = Im p;.
C: Soity = p;(x) € Im p;.
Ona: (M;"(u)) (y) = (M;'P;) (u)(x) = 0, car F|M"P;.
Et donc x € Ker M!" = N;.
D: Soitx € N;.

S
D’apres (1)) : x = ) _ pj(x). Or pour j # i, pj(x) = P;(u)(x) = 0 car M;"|P;.
=1
Etdonc x = p;(x) € Im p;.
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Montrons que : Vi € [1,s],Ker p; = @O N;j.
j#i
C: Soit x € Ker p;.
S
Par (1), onadonc:x =) p;(x) € @Im p; = @ N;, vu que p;(x) = 0.
=1 j# j#i

D: Soitj #ietx € N;;alors x = pj(t) avect € E.

Ainsi, d’apres @S s pi(x) = piopj(t) = 0.

Donc Vj # i, N; C Ker p; donc @Nj C Ker p;.

~ [
j#
Démonstration du théoreme:
S
Existence : On écrit x, = [ [ (X — A;)" et pour i € [1,s], on note N; = Ker ((u — AIdg)™).
i=1
Grace au théoreme de Cayley-Hamilton, on aurait pu rédiger le lemme précédent avec x, a la place
de F; on reprend alors les notations introduites au cours de la démonstration du lemme.
S
On pose alors d := Y " A;p;; d est diagonalisablet d € K[u].
i=1
S
Puis, n:=u —d = Z (u — AIdEg) pi € K[u]. Reste a montrer que n est nilpotent.
i=1
S
Ona, pourq € N*, n? =) (u— Aldg)” pi.
i=1
Or (u—AIde)" pi = ((X = A)™ P;) (u) = 0 car xul (X — A;)" P.
Notant 4 = max &;, onadonc: n? = 0.
<i<s
Unicité : Soit (d’,n') € L(E)? tel que d’ diagonalisable, n’ nilpotent, u = d’ +n’ etd on’ =n’ od'.
Onadonc:d—d =n —n.
Or d’ et n’ commutent avec 1 donc aussi avec d et n (vu qu’ils sont dans K[u]).
Donc d et d’ sont simultanément diagonalisables donc d — d’ est diagonalisable.
Mais aussi, n’ — n est nilpotent doncd —d' = n' —n = 0. ]

Références

[Gou Al] X. GOURDON - Les maths en téte : Algebre, 2¢ éd., Ellipses, 2009.

11. Deux fagons de le voir :
— On prend des bases de Ny, ..., Ns, qu’'on concaténe pour obtenir une base de E qu’on appelle B. Alors dans la base B, 4
a pour matrice diag(A1,..., A1, .., As, ..., Ag).
N—— N’
dim N dim N;
— Chacun des p; est diagonalisable, vu que X? — X en est un polyndme annulateur scindé a racines simples. Comme ce
sont des polyndmes en 1, ils commutent tous. On utilise alors le théoréme de diagonalisation simultanée et on en déduit
que d est diagonalisable.

12. Cela se montre aisément par récurrence, en utilisant que les p; commutent en tant que polynémes en u (et donc on peut
utiliser le bindme de Newton), que pl-z =pietquep;op; =0.
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Lecons : 159

Dual de M,,(K)

[X-ENS Al1], exercices 7.8, 7.9 et 7.11

Théoreme
L'application f : MZZ4(]I<) : /) /)\(/l'i]lfr) (AX) est un isomorphisme entre M, (K) et son dual.
Démonstration :

On note (E; ;)

1<i,j<n

la base canonique de M, (K).

La linéarité de la trace et la bilinéarité du produit matriciel impliquent la linéarité de f ; par ailleurs, M, (K)
et M,,(K)* sont de méme dimension n2. Il suffit donc de montrer que f est injectif.

Soit A € M, (K) telle que f4 = 0.
Alors, pour tous i,j € [1,n],ona:

0= tw(aky) = £ (48,),, -

n

k=1 k=1

=1

Finalement, A = 0, f est injectif : c’est un isomorphisme.

Corollaire (Caractérisation de la trace)

Démonstration :

n
Y 106k = aj;i

Soit ¢ € M,,(K)* vérifiant V(X,Y) € M, (K)?, g(XY) = g(YX).
Alors g est proportionnel a la trace : 3A € K, VX € M, (K), g(X) = Atr(X).

D’apres le théoreme précédent, 3A € M, (K), VX € M, (K),g(X) = tr(AX).

L'hypothése sur ¢ nous fournit donc : V(X,Y) € M, (K)?,tr(AXY) = tr(AYX) = tr(XAY).

On en déduit alors : VX € M, (K),VY € M, (K), tr((AX — XA)Y) = 0.

L'isomorphisme précédent nous donne alors : VX € M, (K), AX — XA =0, c'est-a-dire: A € Z (M,,(K)).
En conséquence, A est une homothétie.

Corollaire
Sin > 2,

Démonstration :

Alors tout hyperplan de M,,(K) rencontre GL, (K).

Soit H un hyperplan de M, (KK), et soit ¢ une forme linéaire de noyau H.
Il existe donc A € M,,(K), telle que VX € M, (K), ¢(X) = tr(AX).
On cherche donc une matrice X € GL, (K), telle que tr(AX) = 0.

Pour simplifier, on note r le rang de A et A est équivalente a la matrice J, = (

dire: 3P, Q € GL,(K), A = PJ,Q.

I

T 0 7 AN
0 To ) € M, (K), c’est-a

On a donc, pour tout X € M, (K) : tr(AX) = tr (P],QX) = tr (J,QXP).
Si on trouve Y € GL,(K) telle que tr (J;Y) = 0, on a gagné : on posera X = Q !YP~! qui sera a la fois

dans GL, (K) et dans H.

Par exemple, on peut poser Y =

0
1
0

0

0 1
0

€ M, (K).

0 1 0O

En effet, Y est inversible, car de déterminant (—1)"*! et ],Y est de trace nulle (car de diagonale nulle). |

13. Pour le montrer remplacer X par une matrice E;

7

la réciproque est une trivialité.
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Corollaire
Soit (A, B) € M,,(K)2. Alors s’équivalent :
1. 3X € Mu(K), AX + XA = B
2. ¥C € My(K), AC+CA =0 = tr(BC) = 0

Démonstrati(j\r}l : (K) M (K)

: n — n

Soith:1 77X " s AX+XA
Alors1.< BeImhet2 < VC eKerh, fc(B) =0« B € f(Ker h)°.
Mais dim f(Ker h)° = n? — dim f(Ker h) = n?> — dim Ker h = dim Im h.
11 suffit donc de montrer que Im i C f(Ker h)°.
Soit D € Im h, disons D = AY + YA, avec Y € M, (K).
Alors VC € Ker h,

fc(D) =tr(CD) = tr(C(AY + YA)) = tr(CAY) 4 tr(CYA) = tr(CAY) + tr(ACY) = tr((CA+ AC)Y) = 0.

Donc D € f(Ker h)°.
D'ou f(Ker h)° =Imhetl. < 2. |
Références

[X-ENS All] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 1, 2¢ éd., Cassini,
2007.
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Ellipse de Steiner

Lecons : 180, 181, 182

[CAPES11], d’apres le sujet 4
[Dbm1], proposition 5.IL.5

Théoréme

Soient M (r1), Ma (r2) et M3 (r3) trois points distincts non-alignés du plan affine P.

Onnote P = (X —r1) (X —rp) (X —r3) et w, w’ les zéros de P'.

Alors les points F(w) et F/(w') sont les foyers d’une ellipse tangente aux trois cotés du triangle
MM, M3, en leurs milieux (qu'on notera A, B et C).

Démonstration :
On va d’abord énoncer et montrer deux lemmes.
Lemme 1

Soient £ une ellipse non-plate et M € £.
On note F et F’ les foyers de &.

Alors la tangente a £ en M est la bissectrice extérieure de FMF'.

Démonstration du lemme 1:

M

Si O est le centre de l’ellipse, on a la paramétrisation 7S
OM(t; — acoste] +bsinte; cluand M(t) parcourt £.
On dérive I'expression HM H + HM HF'|| = 2a et
on obtient :

—

M(t)F dM(t; M(t M(H)E d 3

< T dt €
[ HM

—
M(E Mt MHE  dM 3

, = 0. Mais le premier membre du produit
LOL I IO i

Ceci se raccourcit en : ( ’

—_—
scalaire est le vecteur directeur de la bissectrice intérieure de FMF’!
intérieure normale -

En conséquence : la bissectrice L st la afen M.
exterieure tangente

Lemme 2 (PonceletFTI)

Soit £ une ellipse non-plate de foyers F et F'.
Soit P un point extérieur a é’_Ear lequel passent deux tangentes a £, aux points notés T et Tp.

Alorsona: (P 3 ) (PP’ PTZ) (7).

Démonstration du lemme 2:

Si A désigne une droite de P, on note o la symétrie axiale d’axe A.

Ainsi, 0(pr) © 0(pr,) €t 0(pr,) © 0(pp) sont des rotations de centre de P; notre but va étre de montrer
qu’elles sont égales.

On désigne par Nj et N; les symétriques de F par les symétries axiales d’axes (PTy) et (PTy).
D’une part, 0(pr) o 0(pr,) (N1) = 0(pr)(F) = F.

D’autre part, comme (PT}) est tangente a l'ellipse en Ty, c’est la bissectrice extérieure de ﬁ"ﬁ,
donc F/, Ty et Ny sont alignés dans cet ordre.

De méme, comme (PT,) est tangente & l'ellipse en T, c’est la bissectrice extérieure de FT,F’, donc
F’, T, et N; sont alignés dans cet ordre.

14. On trouvera une référence pour la démonstration de ce lemme avec ce| document de Florian BOUGUET.
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Ainsi, FFN; = F'T; + T{Ny = F'T{ + FI} =2a = F'T, + FT, = F'T, + ToN, = F'N,.

Aussi, on a: PNy = PF = PN, donc (PF’) est la médiatrice de [N Ny].

Ail‘lSi, U(PTZ) o U(PF’) (N1) = U(PTZ) (Nz) =F.

En conséquence, 0(pr) © 0(pr,) = 0(p1,) © 0(pFr), PUis, en regardant les angles de ces rotations :

(PT,, PE) = (PF', PT5) [

Démontrons désormais le théoreme.
1. On va commencer par vouloir traiter le cas ott F et F/ sont confondus.
Ona:P' =3X%?-2 (1’1 + 71+ 1’3) X+ (7’11’2 —+ 113 + 1’31’1).
Ainsi, on a les équivalences :

P’ a une racine double < (11 + 1, + r3)2 —3(rry+rar3+rary) =0
r J— J—
=N 2 _T2-73
r3 —712 r—r3
- { MiMy.M; Mz = (MyM;3)?

(M2M3,M2M1) = <M3M1,M3M2) [27]

M1 My = M7 M3 (isocélisme en M)
& MMy = MpyMs = M3M;
< MM, Ms; est équilatéral

{ M My.M; Mz = (MyM3)?

Mais le cas du triangle équilatéral est trivial : le cercle inscrit répond a notre probleme (il est tangent
aux 3 cOtés en leurs milieux car les médianes se confondent avec les bissectrices).

2. Désormais, on suppose que M; M, M3 n’est pas équilatéral, en conséquence, F # F'.
On va montrer que £ = {M € P|MF + MF' = AF + AF'} répond a notre probleme.
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— On abien A € £, mais £ est-elle une vraie ellipse, c’est-a-dire non-
plate?
Pour cela, il suffit de montrer que A ¢ [FF'].
Par l’absurde, on suppose que A € [FF'].
Alors A est barycentre a coefficients positifs de F et F'. A
Mais, par le théoreme de Lucas, F et F’ sont barycentres a coef-
ficients positifs de My, M, et M3 (car P et P’ n’ont pas de racine M;
commune).
Par associativité du barycentre, A est dans lintérieur strict de M,
M My Ms. Contradiction !

— On va montrer que (M; M) est tangente a £.
On note a 'affixe de A, eton calcule P'(a) =30 —w)(a—w') = (a—11) (a—12) + (a —r3) 2a — 11 — 12).
=0
A 2—f171 —a  rp—1
Ainsi 3(w —a)(w' —a) = —5— pu1s 12 - =

—
En passant aux arguments, il vient : (Mle, Af ) (AF’ , Mle) [27].

Ainsi, (Mle, ﬁ) = (AF ,M1M2) [7t] donc (M1 M) est une bissectrice des droites (AF) et

(AF’), nécessairement extérieure 8 AFF’, car sinon (M;M,) couperait [FF'].
D’apres le lemme 1, (M; M;) est tangente a £, en A.

— On va montrer que (M; Mj3) est tangente a £ E]
Ona:P'(r)=3(r—w)(rn—uw)=(rn—ra)(rr—r3).
N N s o1 —
Ainsi, 3% = 21, donc (M1M3, M,F ) ( £, MM ) 27].
On note (M;T) 'autre tangente a £ issue de M;.

RN —
Le lemme de Poncelet nous donne : (Mle, M ) = (MlF’, M; 1) [7]
e JY — s
Donc <M1F’, M1M3) = (Mle, M, ?) = (MlF’, M, ) [7].
En conséquence, (MjM3) = (M;T) est tangente a £.

— Enfin, montrons que C € £ .
On note C’ le point de tangence de (M;M3) et &.
Par le lemme 1, (M1 M3) est bissectrice extérieure de FC'FlenC.
Donc G, symétrique de F par rapport a (M M3), vérifie : G € (F'C’), autrement dit C’ € (F'G).
Ainsi, C' € (F’G) N (M1M3).
Pour montrer que C = C’, on va montrer que C € (F'G).
En évaluant P’ en ¢, comme on l'avait fait en a précédemment, on obtient que (M;M3) est la

bissectrice extérieure de I'angle ECF.
Et donc aussi C € (F'G). Ayé. m

Références
[CAPES11] D.-J. MERCIER et J.-E. ROMBALDI — Annales du CAPES externe de mathématiques (2009 a

2011), Publibook, 2011.
[Dbm1] G. DEBEAUMARCHE — Manuel de mathématiques (volume 1), Ellipses, 2004.

15. On montrerait similairement que (MpMs3) est tangente a £.
16. Comprenez “autre que (M1 M;)”.
17. On montrerait similairement que B € £.
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Ftude de I'anneau Z [%]

Lecons : 122
[Per], partie I1.5
Théoréme
1+4+1iv19
On note & = % et A =2Z[a.
A est un anneau principal, non-euclidien.
Démonstration :
Etape 1: aestracinede P=T?> — T +5,cara +a = l et aw = 5.
Ainsi, A = {a+ ba|(a,b) € Z?} est un sous-anneau de C.lﬂ
Donc A est integre ; et comme & = 1 — &, A est stable par conjugaison.
Pourz =a+ ba € A, on définit la norme :
N(z) =2z = (a + ba)(a + bx) = a® + ab(a + &) + b?aw = a* + ab + 5b%.
Alors N(z) € N, et N(zz') = N(z)N(Z').
b\> 19
De plus, N(z) =0 = <a+2> +Zb2:0:>a:b:0:>z:0.
Soitz € A, alors N(z)N (z7!) = 1donc N(z) = 1.
AN
Alors <a + 2) + Z9 b* =1,donch = 0eta = +1. Ainsi, A* = {+1}.
~~
>1
Etape 2 : Supposons A euclidien, alors 3x € A\A*, 7 4 / est surjective.
() | axufo}
En particulier, A/(x) est un corps et #A/(x) < 3, donc A/(x) = K, ou K ~ FF, ou F;3.
On en déduit I'existence d'un morphisme d’anneaux surjectif ¢ : A — K.
Alors B = ¢(a) vérifie B2 — B+ 5 = 0.
Mais cette équation ne posséde de solution ni dans IF;, ni dans ]Fg.m
On aboutit a une contradiction, et A n’est donc pas euclidien.
Etape 3: On introduit une “pseudo-division euclidienne”.
Lemme
Soienta, b € A\{0}.
Alors il existe (g,7) € A?, tels que :
1. N(r) < N(b);
2.a=bg+rou2a=bg+r.
Démonstration :
b
Soit x = % = % € C, qu’on écrit aussi x = u + va, ot u,v € Q. Onnote n = |v].
1 2 . .
— Supposons que v ¢ |n + 31 + 3|7 soient s et ¢ les plus proches entiers de u et v.
1 1
Ainsi, [s —u| < 5 et [t —v| < 3
Onposeq=s+ta c Aet:
1 1 5 9+6+20 35
2 2
— —q)=(s— —u)(t— 5(t — <oF+-+_-—=—F7—=—-<1.
(=) = (=P + (=) (=) +5( 02 < gt g+ o= oD =T <
Onposer =a—bg="b(x—q)etonaN(r) < N(b).
18. Car A est un sous-groupe de C, contient 1 et est stable par multiplication.
19. La démonstration est dans le rappel sur les anneaux, en page
20. Cela se démontre facilement en cherchant de fagon exhaustive.
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1 2 2 1
— Supposons désormais que v € ]n + 3" + 3 [, alors 2x = 2u 4+ 2va et 2v € |2n + 5,211 +1+ 3

et on est ramené au cas précédent : on peut écrire 2a = bg + r, avec N(r) < N(b). u

Etape 4 : Montrons que A est principal.
Ona: A~ Z[T]/(p), donc A/(z) @ Z[T]/(zlp) @] ]FZ[T]/(p).
Mais T2 — T + 5 est irréductible sur FF5 car de degré 2 sans racine ; donc A/ (2) est un corps et (2) est
maximal dans A.
Soit I # (0) unidéal de A, et soita € I\{0} de norme N(a4) minimale.
Soit x € I\(a);

— Six =aq+ravec N(r) < N(a) our = 0, alors comme r € [, par minimalité de N(a), onar = 0.
Ainsi x € (a) : contradiction.

— Ainsi, 2x = ag + r, et méme 2x = aq en répétant le procédé qu’on vient a peine de faire.
Comme (2) est maximal, I'idéal (2) est premier, d’otta € (2) ougq € (2).
Sig € (2),alors g = 24’ et x = aq’ donc x € (a). Contradiction.
Donc a € (2), c’est-a-dire : a = 24’.
Comme g ¢ (2) et (2) est maximal, ona: (2,q) = A, donc 3A, p € A,2A +qu = 1.
Donca’ =2Aa' +qua’ = Aa+px € L.
Or0 < N(a') < N(a). Contradiction.

Ainsi, I = (a) et A est principal. [

Références

[Per] D. PERRIN — Cours d’algebre, Ellipses, 1996.

21. Notons 7p : Z[T] — Zm/(p) et 7Ty : Zm/(p) — <Zm/(1’)>/(§) les projections canoniques.
Ker 75 0 7tp = {f e z[T)|u e Z[T), f :ﬂ} = {f € Z[T)|3u,0 € Z[T), f = 2u + Pv} = (2,P).
Ainsi 7t5 o 7Tp induit un isomorphisme Z[T]/(Z,p) ~ (Z[T]/(P)>/(§) o~ A/(z).

22. Notons 71 : Z[T] — Z[T]/(z) et 7rp Z[T]/(z) — (Z[T]/(2)>/(F) les projections canoniques.
Ker 7150 71 = {f € Z[T}‘Hu e zZ[T),f :H} = {f € Z[T)|3u,0 € Z[T), f = Pu+20} = (2,P).

Ainsi 75 o 71 induit un isomorphisme Z[T]/(zl p) ~ (Z[T]/(2)>/(ﬁ) ~ IFZ[T]/(p).
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Etude du groupe O(p, q)

Lecons : 156, 158, 106, 170, 171
[H2G2], partie V1.2

Notations : pour p,q € N, O(p, q) désigne le sous-groupe de GL,;,(IR) formé des isométries de la forme
quadratique standard sur IRP", de signature (p, q), ’est-a-dire X2+ x%, - x]29+1 - = x% Y dont on
note I, ; la matrice dans la base canonique. On notera également O(p) le groupe O(p, R).

Théoréme

Soient p,q € IN*.

Il existe un homéomorphisme : O(p, q) ~ O(p) x O(g) x R¥.

On commence par montrer le lemme qui suit.

Lemme

L'application exp : S, (R) — S,/ (R) est un homéomorphisme.

Démonstration du lemme:
— Soit S € S, (R) ; par théoréme spectral, S = Pdiag (A1, ...,A,) P71, 0t P € O(n) et Vi € [1,n],A; € R.
Alors exp(S) = Pdiag (e'1,...,eM) P~! = Pdiag (e1,...,eM) P € S/ F(R).
Et par restriction, exp : S, (R) — S;F 7 (R) est continue.
— Pour la surjectivité, soit B € S;f " (R),
B = Pdiag (A1,...,Ay) P! = exp (Pdiag (InAy,...,InA,) P*l), oit P € O(n) et Vi € [1,n],A; > 0.

€Sn(R)
— Linjectivité de exp : Sy(R) — S;f * (R) découle de son injectivité sur D, (R).[7|
— Reste a montrer la bicontinuité; soit (BP)p = (exp AP)p une suite de S;7 " (R) qui converge vers

B =exp A € 5,/ 7(R) : montrons que A, p_}—go A.

(Bp)p converge donc est bornée pour ||.||2, et par continuitélﬂ de l'inverse sur GL,(IR), la suite

(Bp_ 1) ) converge (vers B~1), et est également bornée pour ||. .
Or, VM € 8i(R), [IMll = /p (MM) = +/p (M?) = p(M).}]
Donc l'union des spectres des matrices By, p € IN, est a la fois majorée par C € R et minorée par
C" € R (puisque les spectres des matrices B, 1 sont eux-mémes majorés).
En conséquence, | J Sp (B,) C [C',C] CR™ et | J Sp(Ap) C [InC’,InC] qui est compact.
neN nelN
On a ainsi démontré que la suite (A,) est bornée pour ||. 2.

Soit alors (Ap, ), une sous-suite, dont on note A € S,(RR) la limite.
Ainsi : exp (A) L eP (Ap,) =By, = B = exp(A).
—00 —y00

Puis, par unicité de la limite et par injectivité de I'exponentielle sur S, (IR), il vient: A = A.
La suite (A,) , est donc bornée et ne posseéde qu’une seule valeur d’adhérence : elle converge.ﬁ |

23. D’accord c’est un peu expéditif, mais le développement est long. Je le détaille ici dans le cas de S, (R) mais c’est pa-
reil dans Dy (R). Soient A, A’ € S,(R), tels que exp(A) = exp(A’); on note eM,...,eM les valeurs propres de exp(A)
(vu qu’elles sont dans R™*). Soit Q un polynome interpolateur tel que : Vi € [1,1],Q (e)"‘> = A;. Alors, on obtient :
A= Q(expA) = Q(exp A") € C[A']. Ainsi, A et A’ commutent, et par diagonalisation simultanée A = PDP~!et A’ = PD'P~!
avec P € GL,(R) et D, D’ deux matrices diagonales. Puis exp(A) = exp(A’) & exp(D) =exp(D') & D=D' & A=A’

24. Cela vient de la continuité du déterminant, et de sa non-annulation sur GL, (R).

25. Cela découle de la décomposition polaire.
26. Par 'absurde, soit (1,) une suite bornée n’admettant qu'une valeur d’adhérence, notée I, et ne convergeant pas vers /.

Alors 3¢ > 0,YN € N,3n > N, |uy — | > €. On peut extraire une sous-suite (u(,(,,)) vérifiant : Vn € N, Ug(n) — l‘ > ¢. Par

Bolzano-Weierstrass, (ug(n)> étant bornée, on peut réextraire une sous-suite convergente, disons vers I. Mais |I' — I| > ¢, et
(un) possede deux valeurs d’adhérence distinctes. Contradiction : (u,,) converge donc vers /.
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Démonstration du théoréme:

— Désormais, n = p +¢; soit M € O(p,q) C GL,(R).
Par décomposition polaire, on peut écrire M = OS, avec O € O(n) et S € S;f T (R).
Notre objectif est de montrer que O et S sont dans O(p, q) ; onnote T = tMM = S2.
Cependant, M € O(p, ) < Mlp ‘M =1,, < ‘M 'L M ' =10 < M ',,M" =1,,

= ™M 1eO(pq) & ™™MeO(pq).
Ainsi, T € O(p,q). Mais T € S,/ T (R), donc U € S,(R), T = exp U.
Maisona:T € O(p,q) < Tl 'T =1,

S T=1,.T ",
s exp (U) = Iy exp(—U)Irj,;
s exp ('U) = exp (—IpquI;’;)

e U = —Ip UL, ; (par bijectivité de exp)
=Uu

t

< exp (g) = exp < Ipqgl 1)
u u\—'

= texp (2> =Ipqexp <2) Ip,;

& exp (2’) € O(p,q)

u u\® > u -
Or exp 5 )€ Sn(R) et exp 5 ) = exp(U) =T = S°. Donc S = exp 5 )€ O(p,q).

Egalement, O = MS~! € O(p,q), et comme la décomposition polaire est une bijection bicontinue, on
a ’homéomorphisme :

O(p, (O(p,q) NO(n)) x (O(p,q) NSy T (R)).
) A| B
— Soit <T‘T> c O p,
On a alors :
I, | 0 I ‘A|tC\ ([ A'A-B'B| A'*C—B'D
0] -1, —Iq '‘B|'D ) \C'tA-D'B| C'[C—D'D
I, | 0 A|B tA \ tc _ [ A'A+B'B| A'C+B'D
01, C D “\C'A+D'B|C'C+D'D

Ainsi, BB = 0, donc Zb =tr (BtB) 0,donc B =0.

De méme, C =0, pulsAEO etDe€O
Conséquemment, O(p, q) <—‘—) ‘A €O(p),D € O(q)} ~ O(p) x O(g).
— Définissons ’ensemble L. = {U € Mu(R)|Ulpq +1p,U =0}

Alorsexp : LNS,(R) — O(p, q) S T(R) est un homéomorphisme :
- SilelLnS,(R), alors U =tU = IquIp g donc exp(U) € O(p,q).
Mais aussi, exp(U) € S;F 7 (R). Cette application est donc bien définie.
— L'injectivité découle de celle vue dans le lemme.
— Pour la surjectivité : soit T € O(p,q) NS, T(R), alors U € S,(R), T = exp(U).
Et comme U € S,;(R), T € O(p,q) = ‘U = —1,,UL, 7 = U € L.
Etdonc 3U € LN S,y (R), T = exp(U).
— La bicontinuité découle de celle vue dans le lemme.
Mais L N S, (R) a la particularité d’étre un R-espace vectoriel, cherchons sa dimension !

Onnote U = < é g > € My(R);ona:U € S,(R)'A=A'D=D,'B=C.

27. C’est I'unicité de la racine carrée matricielle dans S, (R).
28. Je fais appel au bon sens de tous pour comprendre quelle est la taille de chaque bloc.

Florian LEMONNIER 19 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

2A| 0
0 |2D

t
Donc L1 8y (R) = {( 05 >‘B c MWGR)} ~ My, (R) = ]qu.

— En fin de compte on a bien démontré que :

Puis ULy, +1,U = ( )etdoncUGL@A:D:O.

O(p,q) = O(p) x O(q) x RM.

Références

[H2G2] P. CALDERO et J. GERMONI — Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Calvage & Mou-
net, 2013.

29. Remarquez que ce n’est pas grave de parler d’isomorphisme ici : un isomorphisme d’espaces vectoriels de dimension
finie est un homéomorphisme!
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Groupes d’isométries du tétraedre et du cube
Lecons : 161, 183} 101, 104, 105

[H2G2], partie XII.3
Théoréme
On va montrer les résultats suivants :
1. Les groupes d’isométries du tétraédre régulier A4 sont : Isom (Ag) ~ G4 et Isom™ (Ag) ~ Ay ;
2. Les groupes d’isométries du cube Cg sont: Isom™ (Cg) =~ &4 et Isom (Cg) ~ &, ¥ Z/ryg.

Démonstration :

1. On fait agir Isom (A4) sur I'ensemble des sommets S = {A, B,C, D} ; on obtient donc un morphisme
Isom (Ay) — 6(S)~ 6y

de groupes ¢ : ¢ = gls

— ¢ est injective : si ¢(g) = Idg, alors g stabilise S, qui
est un repere affine de R, d’ot1 ¢ = Idgs.

— ¢ est surjective : soit M le milieu de [AB], la réflexion
par rapport au plan (MCD) réalise la transposition
(A B). Similairement, toutes les transpositions sont
dans ¢ (Isom (A4)) et elles engendrent S(S), donc
¢ (Isom (A4)) = &(S). En conséquence, ¢ est un
isomorphisme et Isom (Ay) ~ Gj.
Comme Isom™ (A4) est d’indice 2 dans Isom (Ay),
ona:lsom™ (Ag) ~ 2.7

2. Les grandes diagonales du cube, qui relient deux sommets opposés, sont au nombre de 4. Ce sont
les plus grandes distances existant entre 2 points du cube, donc les isométries du cube stabilisent
I'ensemble des grandes diagonales du cube.

Pour i € [1,4], on note donc D; la diagonale (A;B;) et D I'ensemble de ces grandes diagonales. On
+ ~
fait donc agir Isom™ (Cg) sur D, d’ot1 le morphisme de groupes ¢ : Isomg (Ce) : S(D) ~ G4 .
D

— ¢ est injective ; en effet, soit ¢ tel que ¢(g) = Idp.

Alors pour touti € [1,4], ¢ (A;) = A;jetg(B;) = B;ou As
g (Al) = Bi etg (Bl) = Ai- M
Supposons qu'il existe i € [1,4] tel que g fixe A; et B;; A1
et sans perdre en généralité, disons i = 1.

Comme A1A; # A1B; et que ¢ € Isom (Cg), nécessai- Dy
rement, g (Ay) = Ay.

Similairement, ¢ (As) = As et g(B3) = Bs.

g fixe donc un repere affine de I'espace, d’ot1 § = Ids.
Désormais, on suppose que Vi € [1,4], g (A;) = B;.
Notons O le centre du cube, alors, on a : pour tout ,/‘ ””””””””” B,
i€ H1,4ﬂ, S08 (A,) = A;, d’ou S08 = Id]RS. 744 N
Ceci contredit alors la positivité de g et ce cas n'est Bj
donc pas possible. ¢ est donc injective.

— ¢ est surjective, car la transposition (D7 D,) est I'image par ¢ du retournement d’axe (MN), ou
M et N sont les milieux des segments [A;Ajy]| et [B1By].

30. Oui, c’est de la mauvaise foi, et je vous laisse ainsi intact le bonheur de travailler sur la lecon 183.

31. Eton s’en sert dans un autre développement : la table de caracteres de G4, qu’on peut lire en page

32. Soit H d’indice 2 dans &, alors Vg € & n,gz = 1dans 6n/ H et donc g2 € H; autrement dit, H contient tous les carrés
d’éléments de &,,. En particulier, H contient tous les 3-cycles qui engendrent 21,,. Donc, pour des raisons de cardinalité H = 2.
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Ainsi, Isom™ (Cg) ~ &4.
O étant I'isobarycentre de Cq, on a : Vg € Isom (Cq), g(O) = O.
Par conséquent, pour tout ¢ € Isom (Cg), ona: gsp = spg, vu que L (sp) = —IdRs et que g et sp ont
un point fixe commun.
Isom (Cg) — Isom™ (Cg) x Z/27
(¢,0) sigelsom™ (Cq) estunisomorphisme de
& ~ (gso,1) sinon
(ol
groupes.

Donc Isom (Cg) ~ Sy x Z/)yg. ]

Ainsi, I'application F :

Références

[H2G2] P. CALDERO et J. GERMONI — Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Calvage & Mou-
net, 2013.

33. Soient f et ¢ deux applications affines vérifiant L(f) o L(g) = L(g) o L(f) et 30 € R3, f(O) = O = g(0).
—

)oL
Alors YM € %, f 0 g(M) = f0g(0) +L(f og) (OM) =g f(0) + L(g o f) (OM) = g o f(M).
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Irréductibilité des polyndmes cyclotomiques sur Z
Lecons : 102, 141, 120, 121, 144

[Per], théoréme 4.10
Théoréme

Soit n € IN*; le polyndme cyclotomique P, (qui est dans Z[X]) est irréductible sur Z, donc sur Q.

Démonstration :

Etape 1: Par récurrence forte, on va commencer par montrer que Vn € IN*, ®, € Z[X].
- Sin=1,onabien®; = X -1 € Z[X].
- Soitn > 1, on suppose : Vk € [1,n — 1], Dy € Z[X].
Soit F = H ®;;onaF € Z[X] et F unitaire. D'une part, ®,F = X" — 1.
d
d;«lénn
Et comme F est unitaire, on peut faire la division euclidienne de X" — 1 par F dans Z[X] :
X"—1=PF+RavecP,R € Z[X] etdegR < degF.
Cette division euclidienne est aussi vraie dans C[X] ; elle y est méme unique, et on obtient: P = P,
et R =0.
Conséquemment, ¢, € Z[X].

Etape 2: Soit & € C une racine primitive n® de "unité ; soit p premier, avec p { 1.
Ainsi, ¢? est aussi une racine primitive n® de 1'unité, on note w = ¢?.
Etape 3: Soit Ttz (respectivement 77,,) le polyndme minimal de ¢ (resp. w) sur Q.
On va montrer que 71z et 71, sont des éléments de Z[X].
Z est un anneau euclidien, donc a fortiori, Z est factoriel, donc Z[X] est un anneau factoriel.E]

r
Donc on peut écrire ®, = [ [ F", ot les F; sont irréductibles dans Z[X] et les a; sont dans IN*.
i=1
Quitte a multiplier les F; par —1, comme &, est unitaire, on peut supposer que les F; sont unitaires.

Comme @, (&) = &, (w) =0; Jig € [1,7], F;,(§) = 0et Jiy € [1,7], F, (w) = 0.

Mais comme F;; et F;, sont irréductibles dans Z[X] (donc dans Q[X]) et unitaires, ce sont les poly-
némes minimaux de ¢ et w, sur Q.

Conséquemment, F;, = 7z et F;; = 714.

Ainsi, on a montré que 7'(5|<I>n et 7, | Py, dans Z[X].

Etape 4: On va montrer désormais que Tz = Tty ; Supposons par l'absurde que 7z # 71,
Comme 71z et 71, sont irréductibles dans Z[X] et distincts, on a : 71z77, |®,, dans Z[X].
Par ailleurs, comme 77, (¢¥) = 0, ¢ est racine de 7, (X?); ainsi, 7tz étant le polyndme minimal de ¢
sur Q, ona: 7mg(X)| 7, (XP) dans Q[X].
Autrement dit, 3Q € Q[X], 71 (XP) = m¢(X)Q(X).
Mais 7tz € Z[X] est unitaire ; on a donc la division euclidienne dans Z[X] :
T (XP) = mg(X)S(X) + R(X) avec S, R € Z[X] et deg R < deg 71z.
Par unicité de la division euclidienne dans Q[X],ona: Q = SetR = 0.
En particulier, 77z(X)|7m, (X?) dans Z[X].
Dans la suite, on notera P € IF,[X] la réduction modulo p du polyndome P € Z[X].

Le morphisme de Frobenius fournit alors : 7rz(X) ' T (XP) = (X )p .

Soit A un facteur irréductible de 77z dans IF,[X].
Ainsi, A|7,P, et par le lemme d’Euclide : A|7t,, . o
Comme 71¢7, |®, dans Z[X], 71| Py dans Fy[X] et donc A?|®,, dans F,[X].

Ensuite, A%2|X" —1, donc 3B € F,[X], X" — 1 = A?B, puis en dérivant nX"~1 = A(2A’B + AB’).
Dong, A‘nX”*1 dans IF, [X].
Mais A|nX" —n dans [F,[X], donc A[7 # 0.

34. Cela se justifie bien en disant que les racines n® de 'unité sont les racines primitives d* de 1'unité, avec d|n.
35. «Je veux bien, je les connais ces résultats-1a, mais si on me demande comment ¢a se démontre ?
— Eh bien, tu n’as qu’a aller voir a la page »
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En conséquence, deg A = 0, ce qui contredit I'irréductibilité de A (car IF, est un corps donc les
polyndmes de degré nul sont inversibles dans IFj, [X]).
On obtient donc (enfin) une contradiction : ainsi 77z = 7.
Etape 5: Montrons, par récurrence sur s € IN* que:
Va racine de 71z, Vpy, . . ., ps premiers tels que (p1...ps) An =1, 7 (aPrFs) = 0.
— Sis =1, on adéja vu ¢a dans I'étape précédente.
— Soits > 1, a une racine de 7i¢, etk = p1 ... ps ot les p; sont des nombres premiers tels quek An = 1.
Onap;...ps—1 An=1doncaf1Ps1 est racine de 71z par hypothése de récurrence.

Or, aussi ps An = 1, donc 71¢ ((aPr-Ps=1)P*) = 0, d’otr 71z (ak) =0.

Etape 6 : Ainsi, tous les éléments de y; sont racines de g, donc deg 7tz > ¢(n).
Et comme U% }CIDn ,onadeg Tt = (p(n) ; 7te et ®,, étant unitaires, on obtient ®,, = Tig. [

Références
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Polygones réguliers constructibles*]
Lecons : 102, 121, 125, 182, 183

[MerCdG], théoréme 318

Théoréme (Gauss-Wantzel)

Soit p un nombre premier impair, x € IN*.
Alors I'angle = est constructible < « = 1 et p est un nombre premier de Fermat (c’est-a-dire que p

est un nombre premier qui s’écrit sous la forme 1 + 22 on B € IN).

Démonstration :

= Onposeqg = p*etw = exp (2;7-[)

21 . . 21 .
On suppose que I'angle — est constructible, id est, que cos () est un nombre constructible.

2
Alors, par le théoreme de Wantzel 37| on obtient : [Q cos n) : Q] =2" oum € N.

Aussi, le polynéme cyclotomique @, étant le polyndme minimal de w, on a:
[Q(w) : Q] = deg @y = ¢(q) = p* ' (p—1).

Comme w? — 2w cos m +1=0,o0nacos 2 € Q(w) et méme {Q(w) :Q (cos 2”)] =2.

Par multiplicativité duq degré, on obtient 2qu =p*p-1). !

Comme p est impair, il vient « = 1, puis p = 1+ 2”*!; montrons que m + 1 est une puissance de 2.
On écrit alors m + 1 = A2, avec B € N et A € IN* impair; onaalors p = 1+ (22/5))\.

Or, A étant impair, on a dans Z[X] : 1+ X|1+ X* et donc 1+ 22f ‘p et donc, comme p est premier,

on en déduit A = 1.
Donc p est un nombre premier de Fermat.

< Onnote n = 2f, de sorte que p = 1+ 2", et & = exp (2;71)
Ona:[Q(¢): Q] =deg®y = ¢(p) =p - 1.

36. On peut ajouter quelques résultats autour de ce développement pour détailler son utilité.

Lemme —

27T .
— Les angles de la forme o sont constructibles, ot &« € IN*.

— Soientm,n € N*,avecm An =1,
27 . 2t 21
Alors I'angle — est constructible & — et — le sont.
mn m n

En conséquence, les polygones réguliers constructibles sont ceux qui possedent 2*2 | | p* cotés, out F est 'ensemble des
peF
nombres premiers de Fermat, et oit les a; sont des entiers naturels.

En effet :
— C’est immeédiat, puisque par récurrence, il suffit de savoir tracer des bissectrices a la régle et au compas.
— <« Il est facile de construire le multiple d'un nombre constructible (en reportant avec le compas le bon nombre de fois
la corde formée par I'angle sur le cercle unité).
2 2m | 27
= Par Bézout, I\, y € Z,Am + un =1, des lors = A— + ]47.
Et on construit sans peine la somme de deux angles constructibles en tracant des représentants de ces angles avec
un coté adjacent.

37. Le théoreme de Pierre-Laurent Wantzel, énoncé en 1837, donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre
soit constructible a la régle et au compas : il faut et il suffit que ce nombre appartienne a une extension de Q qui soit le terme
d’une suite d’extensions quadratiques.
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On note G = Autg(Q(¢)); etsi g € G, alors g fixe Q et est entierement déterminé par g(¢).

¢ étant un morphisme d’anneaux, ona: 0 = g(0) = g (®,(&)) = P,(g(¢)).

Donc g(¢) est nécessairement une racine de ®,, donc (&) € {¢,¢%,...,&P1}.

Il faudrait alors montrer qu’on définit bien ainsi des automorphismes du corps Q(¢) ; et alors

G= {gk CHék\ke[[lp—lﬂ} (Z/pz) Z/p-1)Z.

B8
Désormais, g désignera un générateur de G.
Pour i € [0,n], on note K; = Ker (gzl — Id) ; ’est un sous-corps de Q(¢).

i i\ 2
De plus, Vi € [0,n — 1], &> = (32 ) implique K; C Kj;1.
Comme g génere G, (g,ri(é))ogigpf2 est une Q-base de Q(¢&).
2

P— . p—2 .
Soitz € Ko, Ao, ..., Ap—r €Q,z =) A;g'(); maisz = g(z) = Apal + Y Aii18' ().
i=0 i=1
i 2 1 i
Tous les scalaires A; sont donc égaux et z = Ay Z (&) = Ao Z & =—Ap € Q.Donc Ky = Q.
i=0 =

on—i 171 )
Pour montrer que Vi € [0,n — 1], K; # Kj1, il faudrait considérer I'élément z = ) gzlﬂh(g )

h=0
On en déduit alors qu’on a la suite d’extensions :

QZK@%Klg...CKn:Q(g)'

£
n—1
Mais 2" = [Kit1 : Kjl.
i=0 ———~—
>2
Ainsi, Vi € [0,n — 1], [Kiy1 : Kj] = 2.

Par le théoreme de Wantzel, tous les éléments de Q(¢) sont donc constructibles; mais
2+t
08 — =

en fait partie. m

Références

[MeerG]@ D.-J. MERCIER — Cours de géométrie, préparation au CAPES et a I'agrégation, Publibook, 2008.

38. Pour la cyclicité de F;, on renvoie a la page
n—i—1__

39. Okay, je le fais, mais c’est vraiment parce que c’est vous. On a : gzi (z) = ’ Z 1

intervenant dans la décomposition ne sont pas les mémes (on a décalé les coordo};:r?ées de 2/, alors qu’entre deux coordonnées
n—i—1__ n—i—1__
non-nulles, il y a 271 — 1 zéros). Et aussi: ¢ (z) = ’ Y 1gziﬂ(]“’l)(ﬁ) = ’ 2 25 (F) 4 2T (E) = 2,
h=0 h=1 e
40. On trouvera également dans cette référence une facon de construire le pentagone régulier a la ;ggle et au compas.

g% M2 (F) £ z car les vecteurs de base
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Polynomes irréductibles sur IF,
Lecons : 125, 141, 190, 123, 144

[FG], exercices 3.11 et 5.10
Théoreme
Soit p un nombre premier et ¥ € IN*; on note g = p’, soit n € IN*.

Soit A(n, q) 'ensemble des polynomes de IF,[X] irréductibles unitaires de degré net I(n, q) = #.A(n,q)
Alors :

1. On ala factorisation suivante dans Fy[X] : X* — X =] [] P
dln PeA(d,q)

2. Notant y la fonction de M('jbius ona:I(n,q) Z U ( )

3. On en déduit alors 1’équivalent : I(n, q) %

~
n—oo

Démonstration : o
On commence bien évidemment par fixer une bonne fois pour toutes une cloture algébrique IF; de IF;, dans
laquelle on travaillera tout le long de ce développement.

1. — Soitd|n et P € A(d,q); fixons x une racine de P dans F,.
Alors K := TF4(x) est un corps de rupture de P et [K : [F;] = deg P = d et donc, par unicité des
corps finis : K = IF 4
Comme FF s est I ensemble des racines de X7 — X et que ce polynome divise X9 — X, x est racine
de X" X 2]
Donc P ‘ X7 — X , car P étant irréductible sur un corps fini, il est a racines simples dans E

Puis, par irréductibilité, onen déduit: [ [T J] P||X7 —X.
dln PeA(d,q)
— Soit P un facteur irréductible de X7' — X, de degréd > 1.
Comme X" — X est scindé sur Fyn, P V'est aussi.

Soit x racine de P, qui est donc dans FFu ; K := [F;(x) est un corps intermédiaire entre IF; et IF .
Onaalors : [IFyn : K][K : Fy] = [IFyn : Fy] = netdoncd = [K : IFy] divise n.

41. Pour k € IN*, on définit y par p(k) = 0 si k posséde un facteur carré et (k) = (—1)" sinon, ot r désigne alors le nombre
de facteurs premiers distincts de k.

n_
d! =

n n_ d n
42. En effet, x1" = 20T = ' (a) L <qu>(q ) VUL LR x(qd)o = x.
43. Démontrons ce fait général :

Lemme

Si K est un corps fini ou de caractéristique nulle, et si P € K[X] est un polynome irréductible,
Alors P est a racines simples dans la cloture algébrique K de K.

En effet, soit « une racine multiple de P, alors 3Q € K[X],P = (X — a)2Q.

En dérivant, on obtient ensuite P’ = (X — &)(2Q + (X — a)Q’), donc (X — «)|P’ dans K[X].

Et finalement, (X — a)|P A P dans K[X].

Or PAP'|P dans K[X] etdeg P A P! > 1, dong, par irréductibilité de P,ona: P = PA P/, et comme deg P’ < deg P: P’ = 0.

Si K est de caractéristique nulle, alors P est une constante donc nul ou inversible donc non-irréductible. On a donc une
contradiction dans ce cas.

Sinon, K est de caractéristique p > 0 et P € K[XP], d'ott P(X) = R(X") = R(X)?, avec R € K[X], car le morphisme de
Frobenius est un automorphisme quand le corps est fini.

Pour terminer sur ce sujet, citons un contre-exemple sur un corps infini de caractéristique positive.

Soit P = T2 + X € Fp(X)[T].

D est irréductible, car il n’admet pas de racine dans IF,(X) (pour des problemes de parité) et qu'il est de degré 2.

P admet une racine a = /=X € IFo(X) etdonc P = (T — «)(T + &) = (T — «)? car F»(X) est un corps de caractéristique 2.
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Les racines de X7" — X dans IF;n sont simples donc tous les facteurs irréductibles de X7" — X dans
IF,[X] interviennent avec une multiplicité égale a 1.

)
dn PEA(d,q)

— Les deux polyndmes considérés étant unitaires, on en déduit X7 - X = H H p.

Ainsi X7" — X

dln PeA(d,q)
2 Lemme (Formule d’inversion de Mobius)
N* — R
Soit f : IN* - Retg: .
oitf N s Rerg:| 77 £
. n
AlorsVnG]N,f(n):Zy(a) =Y u(d) ( )
dln dln

Démonstration:

Soitn € N*,ona: Y u(d)g ( ) VY w@fd)= Y pdfd)=Y f(d) (2 y(d)).

dln dn d/ L dd'|n d'|n
Soit désormais k € IN*, k > 1.
On écrit k = p}' ... p;" sa décomposition en facteurs premiers, avec r > 0.

) r r 7 ; ,
Onaensuite: ) _u(d) = u(1) + )| Y y(pyl...pvi)—f—O:Z(i)(—l) =(1-1)=0.
dlk i=11<y <. <y <r i=0
Etsik=1,) u(d) = u(1) = 1, ce qui nous donne donc ) _ u(d)g (g) = f(n). m
d d|n

En regardant les degrés dans la factorisation précédente, on obtient : ¢" = Z dl(d,q).

dln
En appliquant la formule d’inversion de Mobius a la fonction f : n +— nl(n,q), on obtient :

Vn € N*,nl(n,q) Zy()

dln
8l n
3. Onposer, = 2 ;4( )q etalors : |ry] < 2 g = qu = Onseo (q[ﬂ)
d\n d i=1 q 1
d<n ; ;
Donc r, est négligeable devant ", d’ou: I(n,q9) = 1 :rn o % m

Références

[FG] S. FRANCINOU et H. GIANELLA — Exercices de mathématiques pour I'agrégation (Algebre 1), 2°™¢ éd.,
Masson, 1997.
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Réduction des endomorphismes normaux[*
Lecons : 150, 151, 153, 154, 155, 160, 101, 158

[Gou Al], section 5.3.2
Théoréme
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n < oo, et f € L(E) un endomorphisme normal.
Alors, il existe une base orthonormale B de E, dans laquelle la matrice de f est une matrice de M, (RR)
de type (%) :
M
0
Ay
. —b
b1 a1
as —bs
0 by ag
Démonstration :
On va d’abord énoncer et montrer deux lemmes.
Lemme 1

1. Soit F un sous-espace vectoriel stable par u € £(E). Alors F* est stable par u*.

2. Soit E) un sous-espace propre de u € L(E), endomorphisme normal.
Alors E, et Ei sont stables par u et u*.

Démonstration du lemme 1:
1. Ona:Vx € F,Vy € FX, (x,u*(y)) = (u(x),y) = 0, car u(x) € F. Donc ¥y € F+,u*(y) € F*.
2. D’abord E, est stable par u, donc on vient de montrer que Ej est stable par u*.
Ona:Vx € Ey,u(u*(x)) =u*(u(x)) = u*(Ax) = Au*(x), donc u*(x) € E,.
Donc E, est stable par u*, donc par la premiere partie du lemme : E;- est stable par u*™* = u. W

Lemme 2

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2, u € £(E) un endomorphisme normal, avec Spy (1) = @.

Alors dans toute base orthonormale B de E, Matg(u) est de la forme < Z _ab ), avec b # 0.

Démonstration du lemme 2:
Ecrivons M = Matg(u) = ( Z 2 ) ; comme Sp (1) = &, on a nécessairement b # 0.

a®+c? ab+cd ) B ( a®+b* ac+bd )

1A . * * .
Par normalité, ona: MM* = M M’Ona'(ab—i—cd 2242 gt bd 24 d

Donc b = =*c.
— Sib = c, alors M est symétrique réelle ; mais Spy (1) = @. Contradiction.
< Doncb = —¢, etalors: ab+ cd = ac + bd donne 2(a — d)b = 0 donc a = d. u

44. On ne prendra pas le temps d’écrire 1’énoncé au tableau. Dans le plan de la legon 150, on énoncera le résultat ainsi : “Soit
M € M, (R) une matrice normale; alors, sous l'action par conjugaison induite par O, (R), 'orbite de M contient une matrice
de type (*)”. On ne démontrera pas le lemme 2.

45. Soit S € S,(R), alors S admet une valeur propre réelle. En effet, S est une matrice complexe, donc admet une valeur
propre A € C, associée & un vecteur propre x € C"\{0}. De I'égalité Sx = Ax, on déduit :

n n
AY P =Ax = (%8) X = (ST) = AT =2 ) [xe]*
=1 _ k=1
Et comme x # 0, on en déduit que A = A, autrement dit A € R.
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On procede par récurrence forte sur n = dim E.
— Pour n = 1, le résultat est trivial.
— Soit n > 2. On a deux cas.
Cas 1: Spy(f) # @. Soit alors A € Spr(f).
Par le lemme 1, E3 est stable par f et f*, donc f |- est normal

Comme dim E/% < n — 1, par récurrence, il existe By une base orthonormale de EAL telle que
Matpg, (f‘E)%> soit de la forme ().
Soit alors B1 une base orthonormale de E,[7]
La concaténation B = (B1, ;) est une base orthonormale de E telle que Matg(f) soit de la
forme (x).

Cas2: Spr(f) = 2.
Soit Q = X? 4+ aX + B un facteur irréductible de x £ dans R[X]. Notons N = Ker Q(f).
Montrons que : N # {0} ; effectivement, écrivons Q = (X — A)(X — A) dans C[X].
Ainsi, A € Sp(f) et det(f — Ald) = 0, donc

det Q(f) = det(f — Ald) det(f — Ald) = 0,

donc N # {0}.

Comme Q(f) commute avec f et f*, alors N est stable par f et f*.

Posons g = f|y alors g* = f*|y et g*g = (f*f) |y est symétrique réel.

Soient alors 1 € Spy (8*g) et x € N\ {0}, tels que g*g(x) = px.

Soit F = Vect{x, f(x)};onadimF = 2 car Spi(f) = @.

Comme f2(x) = —af(x) — Bx, alors I est stable par f; méme: F = Vect { f(x), f>(x)} car B # 0.
Ona f*(f(x)) = px € Fet f* (f*(x)) = f (f*f(x)) = f(ux) = pf(x) € F.

Donc F est stable par f*; ainsi, f| est un endomorphisme normal.

Par le lemme 2, il existe 3, une base orthonormale de F avec

Matg, (f|p) = ( , _ab ),mb#o.

Comme F est stable par f et f*, par le début du lemme 1, F* est stable par f* et f** = f.
Donc f|p. est un endomorphisme normal.
Comme F1 est de dimension n — 2, par récurrence, il existe une base orthonormale B; de F L

telle que Matp, (f|r.) soit de type (x).
Et la concaténation B = (B, B;) est une base orthonormale de E, telle que Matg(f) soit de

type (). |

Références

[Gou Al] X. GOURDON - Les maths en téte : Algebre, 2¢ éd., Ellipses, 2009.

* *
46. Eneffet, f* \E% existe ; par unicité de 1’adjoint, on montre que : f* ‘EAL = (ﬂ@i) ,puis ona que f‘E% et (f‘EAL) commutent
car f et f* commutent.
47. Ben oui : E, est de dimension finie donc admet une base et on 1’orthonormalise par Schmidt !
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Simplicité de A, pourn > 5
Lecons : 101, 103, 104, 105, 108

[Ulm], exercices 7.10-11
[Per], théoreme 8.1

Théoreme
Soitn € N, n > 5.
2, est simple.

Démonstration :

Etape 1: Montrons que s est simple.
Soit H <5, H est réunion de classes de conjugaison dans 2s.
On connait les classes de conjugaison dans &5, déduisons-en celles de 2s.

L_emme
Soitn € N, G =2, ou &,,.
Onnote ¢ = {yoy~ |y € G} et Zg(v) = {y € Glyoy ' =0} oo € A.

On a deux cas: 1
—~ Soit #o¥n = E#‘TG" et Zy,(0) = Zs,(0);

— Soit c%n = ¢ et In € &,\Ay, a0a"! = 0.

Démonstration :

On consideére # : Ze, (o) = {1} . On a donc deux cas :
v ()

— Soit £ est trivial, alors Zg, () C 2, et par suite Zg, (0) = Zg, (7).
Par la relation orbite-stabilisateur pour l’action de conjugaison :

1
#6, = #Zg, (0) x #0Sn et #l, = #Zg (o) x #o™n d'ott #o%n = 5#06»«.

— Soit & est non-trivial et Zg(, (0) = Ker € est d’indice 2 dans Zg,, (7).
Ainsi, il existe & € &, \2y, tel que aca! = 0.
De plus, la relation orbite-stabilisateur donne ici : #5%" = #0S» d’ot1 % = ¢©n. u

D’apres le lemme, au passage de G5 a 2s, les classes de conjugaison sont soit conservées, soit coupées
en deux. On construit alors le tableau suivant :

Classes dans &5 | Cardinaux dans S5 Passage dans 25
Id 1 Conservée car de cardinal impair
(abc) 20 Conservée car (de)(abc)(de) T = (abc)
(ab)(cd) 15 Conservée car de cardinal impair
(abcde) 24 Coupée car 24 { 60 (relation orbite-stabilisateur)

Or H est réunion de classes de conjugaison, contient Id et vérifie #H | 60 (théoréme de Lagrange).
Ainsi, on conclut assez rapidement que #H € {1,60} et donc 25 est simple.@

Etape 2 : Déduisons-en que 2, est simple pour tout 1 > 5.
Soit H <2, H # {Id}.
Soito € H\{Id} eta € [1,n] tel que:a # o(a) =: b.

48. On peut faire autrement ici (on ne le fera pas, parce que c’est plus long méme si c’est plus rigolo). %5 admet 5
classes de conjugaison donc 5 caractéres irréductibles : de degrés 1 (pour la représentation triviale), dp, ds, d4 et d5s. On a :
60 =1+ d% + d% + di + d2, et on en déduit (en essayant de maniere exhaustive, c’est bon hein, 59 c’est pas la mort non plus),
que dy = d3 = 3,d4 = 4 etds = 5. Soit C une classe de conjugaison de s. 1 étant une fonction centrale, on obtient :

1c = 21‘5:1 (Le, xi)xi = %215 1deG ]IC(g)Xi(g)Xz = #G Z, 17(1( )Xi-

Etdonc 1 = % Yo, lxi(C )|%. Finalement, Yo, xi(C ) = Supposons maintenant que C # {Id}, et donc # #C < 5, donc
Vi€ [2,5], |xi(C)] <3 < x;(Id). Donc Vi € [[2,5],Ker x; = {Id} Donc les seuls sous-groupes distingués de s sont s et {Id},
donc 25 est simple.
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Soitc ¢ {a,b,0(b)}, ett= (acb)ett ! = (abc).
On définitp = 7ot ¢! =7 (077107 1) = (abc)(o(a) o(b) o(c)) € H.
€H €H
Donc supp p = {a,b,¢,0(b),o(c)}, d’ot # supp p < 5.
Aussip # Id car p(b) = tot ! (a) = to(b) # bear o(b) # c = T 1(b).
Soit alors E C [1,n], avec E D supp p et #E = 5.
AE) — Ay,

On définit I'injection i : ' oulllg =ueti|gc =1d.
u — U

Soit H' = i~1(H); i est un morphisme de groupes et donc H' <A(E).

Orpp #Idetp|p € H carp € H.

Ainsi, H = 2(E) car 2A(E) ~ 25 est simple.

Soit alors v un 3-cycle de A(E) ; v € H et v est un 3-cycle de 2,,.

Comme on I'a vu précédemment, pour n > 5, les 3-cycles sont conjugués dans ;.

Donc H contient tous les 3-cycles ; mais ils engendrent 2, !

Finalement, H = %A, et donc 2, est simple. [}

Références
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Sous-groupes distingués et caractéres
Lecons : 107, 109, 101, 103, 104, 106

[Ulm], partie 17.3
[Pey], partie VIII.1.3

Théoréme
Soit G un groupe fini de caractéres irréductibles x1, ..., xm.

Alors les sous-groupes distingués de G sont les ﬂ Ker x;, ot J C [1,m].
i€l

On commence par montrer le lemme qui suit.

Lemme

Soit p : G — GL(V) une représentation de G de caractere y.
Alors Ker x = Ker p.

Démonstration du lemme:
Soit ¢ € G, par Lagrange, p(g) est d’ordre fini divisant #G, donc est diagonalisable ; on peut méme dire
que ses valeurs propres, qu’on nomme Aj, ot1 j € [1,dim V], sont des racines de 1'unité et donc de module
1.

dim V dim V
Onen déduit x(g) = ) Aj, ce quifournit: [x(g)| < ) [Aj| =dimV = x(e).
i=1 =1
Mais le cas d’égalité dans cette inégalité triangulaire est Ay = ... = Agim v.
Ainsi: x(g) = x(e) © A =... = Agimv = 1 & p(g) =1dy < g € Kerp. [ |

Démonstration du théoréme:

Etape 1: Soit H<G.
On considere I'action par translation a gauche de G sur G/ dont on note ¢ : G — S¢ /n le mor-

phisme structurel.
Soit alors ) le caractére associé a la représentation par permutations p, : G — GL(V), ot V est un

C-espace vectoriel de dimension # G/ H.
Le lemme précédent nous donne que : Ker y = Ker p, = Ker ¢ = H.
Les sous-groupes distingués de G sont donc les noyaux des caracteres de G.

Etape 2: On va exprimer les noyaux des caractéres de G en fonction des noyaux des caracteres irréduc-
tibles de G.

Soit x un caractere de G, associé a la représentation p : G — GL(V).
S

On décompose alors V en somme directe de sous-représentations irréductibles: V =P Vi & ... 8V,
N
a; fois
avec Vi,..., Vs représentations irréductibles “distinctes” de G, de caracteres associés x1, ..., Xs.
Onaalors: g € Ker x < g € Kerp < Vi € [1,5],g € Kerpy, < Vi € [1,5], g € Ker yx;.

S
Donc Ker x = ﬂ Ker x;. ]
i=1

On va appliquer ce résultat a Ds. Commencons par déterminer sa table de caracteres.

Etape 1: On va chercher d’abord tous ses caractéres irréductibles de degré 1; ce sont les morphismes de groupes
de Dy — C*.
Nécessairement, si x est un caractere de degré 1 de Dg, on a: x(s)?> = x(e) = 1 et donc x(s) = +1.
Mais aussi, x(s7)% = 1 et donc x(s)x(r)x(s)x(r) = 1, d’ot1 x(r) = £1.
Il y a donc 4 candidats possibles pour étre une représentation parmi ces applications, il resterait a vérifier
que ce sont bien des morphismes de groupes de Dy — C*.@

49. Kaa vous suggere d’avoir confiance...

Florian LEMONNIER 33 ENS Rennes — Université Rennes 1

Diffusion a titre gratuit uniquement.



DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Etape 2: Les autres caractéres de Dg sont nécessairement de degré supérieur ou égal a 2.

La relation reliant degrés des caracteres irréductibles et cardinal du groupe, ) | n? = #G, nous indique qu'il
iel

nous reste a trouver 2 caracteres irréductibles de degré 2.

On aura alors la table de Dg.

whk 0

z in 0 (Uihk
Etape 3: Onposew =e 3, etpourh € {1,2}: p, (rk) = ( 0wl ) et py, (srk) = ( ok o )

On devrait vérifier que pj, : Dg — GL (C?) est bien un morphisme de groupes, ie, une représentation.
On note alors xj, pour h € {1,2}, le caractere de pj,.

: k)2 k)2 >k \2 _ - ik > ok
Ona:#D6<Xh,xh>—Z<xh<r) +Xh(sr))_2(w +w” ) =) W™ +2x6+) w
k=0 k=0 k=0 k=0
—12+4(1+j+7) =12
Donc x; et x» sont bien irréductibles.
Voici la table des caracteres irréductibles de Dg.
rk srk

! 1 1

) 1 —1

¥3 (—1)i (—12k

P4 (=1) (=D

X1 2cos (%”) 0

X2 2 cos (%T") 0

Les sous-groupes distingués de Dg sont donc : D, (r), (s, %), (sr,1?), {e}, (r*) et (r?) (intersection

des noyaux de 1, et 3).

Références
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Table de caracteres de D,
Lecons : 108, 102, 104, 107, 109, 154
Librement inspiré de [Pey], paragraphe VIIIL.1.3

On va construire la table de caracteres de D,,.

On commence par chercher tous les caracteres irréductibles de degré 1; ce sont les morphismes de groupes de
D, — C*.

Nécessairement, si y est un caractére irréductible de degré 1 de D, alors x(s)? = x(e) = 1, donc x(s) = +1.
Aussi, x(sr)? = 1, donc x(s)x(r)x(s)x(r) = 1, d’ot1 x(r) = £1.

La derniere relation que doivent vérifier les générateurs est " = e.

— Si n est pair, aucun probléme.
— Sin est impair, cela impose x(r) = 1.
On obtient donc deux cas :

Cas ou 1 est pair:

rk srk
Py 1 1
P 1 -1
¥3 (-1 (-1
Py (—1)F (1)1
Les autres caracteres irréductibles sont de degré > 2.

k w0
2im oz 0wk
On pose w;, = exp <n> etpourh € N, gy, : "

—hk
k 0 Wy
Sr —
(wﬁk 0 )

On devraitlﬂici vérifier que pj, : D, — GL (C?) est un morphisme de groupes, donc une représentation de
D,, de degré 2. On note yx;, son caracteére.

Maintenant, on remarque que :

— il suffitde prendre h € [[0,n — 1], car w!! = 1;

-1
- Vh € [0,n — 1], pj, et p,_j, sont isomorphes, car Vg € Dy, p,(g) = ( (1) (1) )pn_h(g) ( (1) (1) ) ;eton

) N n
peut se restreindre a h € [[O, Eﬂ ;

k
r = 2
- Xo0: srk 0 donc xo = ¢1 + ¢»;
k k
o= 2(-1
I RN 0( ) donc xu = 3+ 4.
On se restreint donca h € Hl,g — 1]].

3 n Z s . 2z . . .
Soit h € [{1, 5= 1]] , supposons pj, réductible ; alors pj, admettrait une sous-représentation non-triviale.

Mais les seules droites stables par pj(r) sont Ce; et Cey — oti (eq, e2) désigne la base canonique de C2 — car
wh £ w, .
Or, Ce; et Ce; ne sont pas stables par pj,(s). Contradiction.

. n . . o . N
On obtient donc 5= 1 nouvelles représentations irréductibles, de caracteres :
‘ rk ‘ srk

W ()

De plus, les caracteres xj, ol h parcourt [[1, g - 1]] , sont bel et bien différents.

Vérifions qu’on a toutes les représentations irréductibles ; on calcule : 4 x 12 + ( g - 1) x 2% = 2n = #D,,.

50. Je n"aime pas ce développement parce qu’il est répétitif, ennuyeux, et parce que si on veut le faire rigoureusement du
début a la fin, on doit s’empétrer dans de longues considérations triviales... Mais il bouche un trou.
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Cas ou 11 est impair : Cette fois-ci, on n’a que 2 représentations de degré 1.

T’k Srk
1 1 1
P2 1 -1

n—1
2
Elles sont toujours irréductibles et de caracteres distincts (donc non-isomorphes). On obtient donc de nou-

veaux caracteres irréductibles :

On définit, pour h € Hl, ]] , les représentations p;, comme précédemment.

Références
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Table de caracteres de &4

Lecons : 105, 107, 109, 104

Librement inspiré de [Pey], paragraphe VIII.1.4

On va construire la table de caracteres de G;,.

Etape 1: On détermine les classes de conjugaison dans &,. C’est facile : deux éléments sont conjugués si, et seule-
ment si, ils ont le méme type. On obtient donc :
Type [1] : I'identité, 1 élément.

Type [2] : les transpositions, 6 = (;l

) éléments.

)

Type [2,2] : les doubles-transpositions, 3 = éléments.

Type [3] : les 3-cycles, 8 = 2 x éléments.
— Type [4] : les 4-cycles, 6 = 3! éléments.

Il'y a donc 5 classes de conjugaison dans &4, donc &4 admet 5 caractéres irréductibles.

[1]
1

(2]
6

(2.2]
3

[3]
8

Etape 2: Les deux premiéres lignes sont faciles a remplir : il s’agit des caractéres associés a la représentation

triviale et au morphisme signature.

(1] [2] [22] [3] [4]

1 6 3 8 6
X1 1 1 1 1 1
Xe 1 1 1 1 1

Etape 3 : Intéressons maintenant & la représentation par permutations.

Onnote B = (ey,...,e4) la base canonique de C* et on définit la représentation par permutation par :

(G
op:

4>

GL (C%)

oo~ (ep—)eg(i))

Cette représentation laisse stable Vect{(1,1,1,1)}, dont H := {x € C*|x; + ...+ x4 = 0} est un supplémen-

taire stable ; elle induit une représentation pg (appelée “représentation standard”) sur H.

Et comme pp induit la représentation triviale sur Vect{(1,1,1,1)}, on ala relation : xp = x1 + Xs-
Pour savoir si xg est irréductible, on doit calculer son carré scalaire; il est facile de calculer xp, car on voit
que xp(c) compte le nombre de 1 sur la diagonale de la matrice de la permutation o, c’est-a-dire le nombre

de points fixes de ¢.

Ona#64(xs,xs) =1x32+6x12+3x (—=1)>+8x 0?46 x (—1)2 = 24 donc {xs, xs) = 1.
Donc x est irréductible, on le rajoute a la table.

[1] [2] [22] [3] [4]

1 6 3 8 6
X1 1 1 1 1 1
Xe 1 1 1 1 1
Xs 3 1 1 0 1
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Etape 4 : 1l nous reste deux caracteres irréductibles, mais on peut déja obtenir leur degré.

5
En effet,ona: ) n? = #6,, o n; désigne le degré du i*™ caractere irréductible.
i=1
On en déduit que nﬁ + n% =13,d’oung =2etns = 3.

[1] (2] (2,2] 3] (4]
1 6 3 8 6
X1 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 1 -1
Xs 3 1 -1 0 -1
2
3
Etape 5: Faisons un peu de géométrie. On sait que G4 ~ Isom™ (Cube).
angle 77 Ces figures permettentf]
(\ sachant que, dans R3, la trace
d’une rotation vectorielle

d’angle 6 est 1 + 2cos¥,
d’obtenir les valeurs de xc,

caractére associé a la re-
présentation de &; comme
groupe des isométries posi-
(12)(34) | tives du cube:
- xe([1]) =3;
- xe(2) = -1;
angle 7t — XC([zl 2] =-1;
Q' - xc([3]) =0;
1 - xc([4) =1.
3 Pour montrer que xc est irré-

ductible, il suffit de montrer
que {xc, xc) = 1, de la méme
maniére qu’on 'a fait pour xg

précédemment.
. _—

a. Je trouve que c’est mieux
de faire un patron de cube pen-
dant la préparation plutot que de
vouloir faire des dessins au ta-
bleau. Vous avez pensé que vous

1
L

(1234)

n‘aurez peut-étre pas toutes les
couleurs que vous voulez pour
votre dessin? L'Etat n’a plus les
» moyens d’acheter massivement
3 des craies colorées pour l'orga-
3 nisation de l'agrégation de ma-
angle 7 thématiques... Pour ma main, un
cube de 5 cm d’aréte, avec des pe-
u tits rabats a coller, c’est nickel.

(234)

51. Oulinverse, mais ¢a on s’en fout.

52. Ou pas! Les grandes diagonales du cube, qui relient deux sommets diamétralement opposés, sont les plus grandes
distances qu’on puisse trouver entre deux points d'un cube. Nécessairement, les isométries conservant les distances, I'ensemble
D des grandes diagonales est laissé stable par n’importe quelle isométrie. On obtient une action de Isom™ (Cube) sur D d’ol
Isom™ (Cube) — &4

8 = &ip
fixant chaque diagonale. On appelle Ay, ..., A4 les sommets de face du bas du cube, et pour i € [1,4], B; est le sommet du
cube diamétralement opposé a A;. Supposons que g fixe un sommet, sans perte de généralité, disons : g (A1) = A;. Comme
A1Ay # A1B, et comme g fixe (ABy), nécessairement, g (Ap) = Ap et ¢(By) = Bj. Similairement, g (A3) = Ajz. Mais
(A1, Az, A3, By) est un repere affine de R3. Donc ¢ = Id. En revanche, si Vi € [1,4],¢ (A;) = B;, alors on montre comme
tout de suite que spg est I'identité, o1 sy désigne la symétrie centrale du cube. Mais on a alors une contradiction avec le fait
que g soit une isométrie positive. En conclusion, ¢ est injective. Pour la surjectivité, il suffit d’exhiber la réalisation de chaque
transposition (ce qui est un peu plus clair avec le premier des quatre dessins : il faut faire une rotation d’angle 7 autour d’axes
rejoignant deux milieux d’arétes opposées).

un morphisme ¢ : . Il s’agit maintenant de montrer que ¢ est injectif ; soit ¢ une isométrie du cube
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[1] (2] [2,2] [3] (4]

1 6 3 8 6

X1 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 1 -1
Xs 3 1 -1 0 -1

2
Xc 3 -1 -1 0 1
5
Etape 6 : Enfin, on remplit la derniére ligne en utilisant : Y nixi(s) = 0pours # Id.
i=1

[1] (2] (2,2] [3] (4]

1 6 3 8 6

X1 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 1 -1
Xs 3 1 -1 0 -1
Xa 2 0 2 1 0

Xc 3 -1 -1 0 1

Références

[Pey] G. PEYRE — L'algebre discréte de la transformée de Fourier, Ellipses, 2004.
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Théoréeme de BurnsideP?

Lecons : 104, 106, 157, 153

[X-ENS Al2], exercices 3.8, 2.28 et 1.10
T_héoréme
Soit G un sous-groupe de GL,(C).

Si G est d’exposant fini (c’est-a-dire : AN € IN*,VA € G, AN =1,),
Alors G est fini.

Démonstration:
Etape 1: On commence par montrer un lemme.

Lemme

Soit A € M, (C), telle que : Vk € IN*, tr (Ak) =0;
Alors A est nilpotente.

Démonstration :

X4 est scindé sur C; par ’absurde, on suppose que A n’est pas nilpotente.

Alors A possede des valeurs propres non-nulles, qu’on note Ay, ..., A, et de multiplicités respectives

ny, ..., Ny, évidemment toutes non-nulles. Ainsi :

3P € GL,(C), A = PTP~!,ou T € M,(C) est triangulaire de diagonale (Aq,..., A1, ..., Ar, ..., A, 0,...,0).
—— N———

ni ny
;
De plus, Vk € N*, A¥ = PT*P~1, d'ou tr (A¥) = )" mak = o.
i=1
nl Al /\2 - Ar xl 0
1o A2 A L A2 X2 0
Ainsi, ) est solution du systeme linéaire : R ) . =1 .
1y AL AL A Xr 0

53. En 1902, William Burnside pose le probleme suivant “Est-ce que les groupes de torsion de type fini sont tous finis ?”
(c’est le probleme de Burnside).

Un rappel : un groupe de torsion est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre fini. Par Lagrange, les groupes finis
sont de torsion ; mais il existe des groupes infinis qui soient de torsion, comme Q/7 par exemple.

La question de Burnside se réécrit alors “Est ce que les groupes possédant un nombre fini de générateurs et dont tous les
éléments sont d’ordre fini sont tous finis ?”

Conscient de la difficulté de sa conjecture, il en émet une plus faible, dite “bornée” : “Est-ce que les groupes d’exposant fini
possédant un nombre fini de générateurs sont tous finis ?”

Remarque : Q/Z est de torsion, mais il n’est pas d’exposant fini.

En 1905, il démontre que tout sous-groupe d’exposant fini de GL, (C) est fini, sans supposer qu'il soit de type fini (c’est ce
développement).

Un énoncé équivalent est que toute représentation d’un groupe d’exposant fini dans un espace vectoriel complexe de
dimension finie est d’image finie. Ceci met en évidence la difficulté de construire un contre-exemple & sa conjecture : il faut,
d’apres son théoreme, qu’un tel groupe n’ait aucune représentation fidele de degré fini.

En 1911, Issai Schur va méme plus loin en montrant que tout sous-groupe de torsion de type fini de GL,(C) est fini,
donnant un résultat analogue a celui de 1905 pour la version “non-bornée” de la conjecture. C’est en 1964 que la conjecture de
Burnside est réfutée pour sa version “non-bornée”, puis en 1968 pour la version “bornée”. Ces résultats des années 1960 ont
apporté des contre-exemples uniquement pour des groupes d’exposant impair ; c’est en 1992 qu’un contre-exemple d’exposant
pair a été construit. On sait aujourd’hui construire pour tout entier # impair supérieur ou égal a 665 un groupe infini de type
fini et d’exposant 7, et on sait qu'il existe un entier n supérieur ou égal a 24 et divisible par 2°, tel qu'il existe un groupe infini
de type fini et d’exposant n.

D’autres résultats ont été montré a propos de cette conjecture, mais il reste encore aujourd’hui des problémes ouverts a ce
sujet.

En conclusion, l'intérét du théoreme de 1905 est d’avoir apporté une condition nécessaire que doit vérifier un contre-
exemple a la conjecture bornée de 1902.
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;
Par déterminant de Vandermonde[*| le déterminant de ce systéme vaut H A H ()\j — Ai) #0

=1 1<i<j<r
On a donc unicité de la solution, et nécessairement: n; =np, = ... =n, = 0. |

G — c*

A = (r(AM))1cicm

On va montrer que si f(A) = f(B), alors AB~! —I,, est nilpotente.

Supposons donc f(A) = f(B); par linéarité de la trace on a : VM € Vect(G), tr(AM) = tr(BM).
Soit D = AB~! € G,k € N*;ona B~'D"! € G, d’ou:

tr (Dk) —tr (AB*lD’H) —tr (BB*lefl) —tr (D’H).

Etape 2: Soit (M) <<y, une base de Vect(G)

On en déduit : Vk € N, tr (Dk) =tr(I,) =n.
Puis, pour k € IN¥,

tr ((D —1,1)") — tr <i (;{) (_1)J'Dkf> _ i (lf{)( 1)tr (Dk f) i <> =n(1-1)F=0.

j=0 j=0 j=0

Le lemme précédent permet alors de montrer que D — I, est nilpotente.

Etape 3: Montrons désormais que f est injective, ie A = B.
Soit N € IN* I'exposant de G, ainsi, XN — 1 annule toutes les matrices de G.
C’est un polyndme scindé a racines simples dans C, et donc : VM € G, M est diagonalisable.
Donc D est diagonalisable, mais VP € GL,(C), P (D —1,,) p~1=pDpp1_1,
Donc D — I, est diagonalisable.
Mais D — 1,; est déja nilpotente, deés lors: D — 1, = 0. D’ott A = B.
Etape 4 : Reste a conclure.
Onnote X = {trA|A € G};ona: f(G) C X"
Comme les valeurs propres des éléments de G sont des racines N®™¢ de 1'unité, on obtient que X est
fini.
Puis, par injectivité de f, on obtient que G est fini. [ ]

Références

[X-ENS AlI2] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 2, 28™¢ éd., Cassini,
2009.

1 x x% x;'_l
1 2 n—1
Xy X5 xy
54. Calculons le déterminant V (xq,...,x,) = :
1 xg 22 ... a7t

Si deux des x; sont égaux, alors V (xq,...,x,) = 0, car deux lignes sont identiques.

Supposons donc les x; deux a deux distincts, on pose : P(X) = V (x1,...,x,-1, X).

C’est un polynome de degré au plus n — 1; en développant par rapport a la derniére ligne, on obtient que le coefficient en X" !
estV(xq,...,x,_1).

Ona:Vie [1,n—1],P (x;) =0, car alors deux lignes sont égales

n—1

Les x; étant deux a deux distincts, on a : H (X —x;)|P, et H — x;) est un polyndme unitaire de degré n — 1.
i= 1

- n—1

Il en résulte que : P(X) = V (x1,..., %1 H ;en particulier : P (x,) =V (xq,...,x5-1) | | (0 — x;)-
i=1
Par récurrence, on en tire la formule de Vandermonde V(x1,..,x0) = H (x]- — xi>.
1<i<j<n
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Théoréeme de Frobenius-Zolotarev

Lecons : 103, 106, 123, 152, 105

[OA], exercice 5.4

Théoréme
Soient p premier impair, 7 > 1 un entier.
Alorsona: q
t
Vu € GL, (IF) ,e(u) = < (;u)
On rappelle que :
— ¢(u) est la signature de u, vu comme permutation de F};
p 0 sia=0/]p]
— le symbole de Legendre est désigné par : <> = 1 siaestuncarrédansF, .
P —1 sinon

Démonstration :

On va montrer que ¢ = ( '

?) o det est une factorisation de la signature.

Lemme 1

Soit K un corps et M un groupe abélien. On suppose K # Fp ou n # 2.
Alors tout morphisme de groupes ¢ : GL,(K) — M se factorise par le déterminant, c’est-a-dire : il existe un
unique morphisme de groupes J : K* — M tel que ¢ = ¢ o det.

Démonstration du lemme 1:
Comme K # Fy oun # 2,ona: D(GL,(K)) = SL,(K).

GL.(K) — 2= M
Pour x,y € GL,(K), ¢([x,y]) = [¢(x), ¢(y)] = e car M est abélien. A
Or, D(GL,(K)) est engendré par les commutateurs; on en déduit : !
D(GL,(K)) C Kerg. - /
On a donc la factorisation suivante, ot ¢ est l'unique morphisme tel P
que ¢ = @orr: /

Et comme det : GL,(K) — K* est un morphisme
surjectif de noyau SL,(K), on peut compléter ce
diagramme commutatif pour le suivant, ot det est
un isomorphisme (d’apres le 1¢ théoréeme d’iso-
morphisme).

-1
Ona:¢ = dodet, ot & :Eo(det) , et 6 est

I'unique morphisme de groupes de K* vers M, car
det est surjectif.

F, — F,
x = 2x

2
P
detu = 2, calculons désormais la signature de la permutation u de IFj,. On construit le tableau suivant :

55. Donnons de ce résultat une application : le calcul du symbole de Legendre ( .On a

). Posons u : ‘

—1 +1
x |o]1]2|...] &= | B p—2|p-1
u(x) [0 |2(4|...p—-1] 1 p—4|p-2
Il s’agit de calculer le nombre d’inversions engendrées par cette permutation ; soit k > pTH, I'élément k voit sa position relative
p-1 R i § A S
a p — k éléments inversée par u. Le nombre total d'inversions est alors : 2 p—k = 2 j= Z 2 2 = g Et dong,
k=231 j=1

2

2
e(u) =(-1) gt , d’oti, par Frobenius-Zolotarev : (p

2
) =(-1) 5. La méme méthode permettrait de calculer (’71), mais dans
ce cas, il y a plus efficace.
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Dans le cadre de ce théoreme, ce lemme dit que : il existe un unique morphisme de groupes 0 : F;\ — {£1},
tel que € = § o det.

Lemme 2

Soit p premier impair.
Le symbole de Legendre est 'unique morphisme de groupes non-trivial de IF;f dans {+1}.

Démonstration du lemme 2:
N . [(a p1 P .
Comme p est premier impair <P> =a 7 dansF), dou (p> est un morphisme de groupes.
F;, — Fj}

C’est un morphisme non-trivialcar ® : | ~ 7 P estnon-injective, car 12 = (—1)2et1 # —1
X =X

(comme p > 3), donc non-surjective.
Soita : IF; — {+£1} un morphisme de groupes non-trivial.

Nécessairement, on a : (]P; : Ker vc) = #Im a = 2 par le 1*" théoreme d’isomorphisme.

Or F; est cycliqueﬁ donc possede un unique sous-groupe d’indice 2 qu’on appelle H.

On a ainsi la partition F;; = HUxH, otx ¢ Heta(y) = { _} :igorf B donc a est entierement
déterminé.

Donc il existe un unique morphisme de groupes non-trivial de F; dans {£1} : le symbole de
Legendre. |

Il reste alors a montrer que ¢ est non-trivial : ¢ = 4 o det impliquera que J est non-trivial, puis que § = () .

Notons g = p". Comme F,-espaces vectoriels, IF; et IF) sont isomorphes.
Il suffit donc d’exhiber une bijection IF-linéaire de IF; de signature —1.
[ estcyclique, notons g un de ses générateurs. La bijection x — gx de I, fixe 0 et donc agit sur IF;' comme

la permutation (g ¢ ... g77}).
Sa signature est donc (—1)7 = —1, car g est impair. Et donc € n’est pas trivial, d’ot1 € = (p) o det. |
Références

[OA] V. BECK, J. MALICK et G. PEYRE — Objectif Agrégation, 2¢ éd., H&K, 2005.

56. Pour la cyclicité de IF;°, on renvoie a la page
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Théoreme de Kronecker et application

Lecons : 143, 144[} 102

[X-ENS Al1], exercice 5.33
[Szp], théoreme 10.80

Théoréme
Soit P € Z[X], unitaire, et dont les racines sont de module < 1.

On suppose que P(0) # 0.
Alors les racines de P sont des racines de 1'unité.

Démonstration :

— Onnote z1,...,z, € C les racines de P, comptées avec leur multiplicité, ot n = deg P > 1.
On note 0y, . . ., 0y, les fonctions symétriques élémentaires des z;.
Onadonc: P = X" - X" 1. 4+ (=1)"0y.
Comme P € Z[X], on en déduit que Vi € [1,n],0; € Z.
Mais on sait que Vi € [[1,1], |z;| < 1, et donc, par inégalité triangulaire :

Vp € [1,n],

o= ¥ [lal< ¥ 1_#7>p<[[1,nﬂ)_<z).

IePy([Ln]) i€l IePy([1,n])

Ainsi, pour tout n € IN*, I'ensemble Q),, := {P € Z[X] ‘P unitaire, deg P = n et Rac(P) C D(0, 1)}
est fini.
n
— Onpose, pourk € N*, P =] | (X - zi‘) cC[X]etQr=X-Y € Z[X,Y].
i=1
Py est alors un polyndéme unitaire de degré n, a racines de module < 1; on veut montrer que P, € (),
montrons donc que P, € Z[X].
On pose R (Y) = Resx (P(X), Qx(X,Y)) € Z[Y].
La formule du résultant a I’aide des racines fournit :

Ri(Y) = Qi (oY) =TT (# - Y) = (—1)"Bi().
i=1 i

Ainsi, Py est a coefficients entiers et donc P, € .
— Or, Oy < 0 etVP € Oy, #Rac(P) < oo donc I'ensemble E des racines des éléments de (), est fini.

. — N* — E N
En conséquence, Vi € [[1,n], 'application ks ok ne peut pas étre injective.
i
Donc Jk # 1 € IN¥, zi-‘ = zf.
Comme z; # 0,0on a zi.‘*l = 1 et donc z; est une racine de l'unité. ]

57. Dans la lecon 144, le second tiers du théoreme évolue un peu.

n

On pose, pour k € N*, P, = H <X — zf) € C[X].

i=1
Py est alors un polyndme unitaire de degré n, a racines de module < 1; on veut montrer que P, € (), montrons donc que
P € Z[X].
Onnote Xy, ..., %, les fonctions symétriques élémentaires des z;‘.
Le coefficient de X" ™" dans Py est alors (—1)"X,, qui est un polyndme symétrique en z1, . . ., z, a coefficients dans Z ; ’est donc
aussi un polynome de Z [0, . . ., 0]
Ainsi, Py est a coefficients entiers et donc P, € ().
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Corollaire

Soit P € Z[X], unitaire et irréductible, a racines de module < 1.
Alors P = X ou P est un polyndme cyclotomique.

Démonstration :
Supposons que P # X.
P étant irréductible, on en déduit que P(0) # 0.
On peut donc appliquer le théoreme de Kronecker : les racines de P sont des racines de 'unité.
Ainsi, il existe N € IN*, tel que : Vz € Rac(P),zN —1=0.
Mais P est a racines simples ; en effet, dans le cas contraire, P A P’ serait un polyndme non-constant divisant
P, ce qui contredirait 'irréductibilité de P.
Ainsi, P|XN —1.
orxN-1= [ | @4 est la décomposition en facteurs irréductibles de XN — 1 dans Z[X].
4N
P étant irréductible, P est un polyndéme cyclotomique. u

g)rollaire

Soit P € Z[X], unitaire, a racines de module < 1.
Alors P est produit d"une puissance de X et de polyndmes cyclotomiques.

Références

[X-ENS All] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 1, 2¢ éd., Cassini,
2007.
[Szp] A.SZPIRGLAS — Algébre pour la L3, Pearson Education, 2009.
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Théoreme de MolienPd
Legons :101, 124, 142, 104, 106, 107, 140, 151, 152, 154, 155

Tres librement inspiré de [Leil, page 95
Théoreme
Onnote M = C [Xj, ..., X,] et My C M le sous-espace des polyndmes homogenes de degré k.
Soit G un sous-groupe fini de GL,(C).

M - M

,ou X = (Xy ... X;) estle vecteur-ligne des

indéterminées.

Alors ¢y induit un automorphisme sur chaque My, on note my = dim My et m(G) = dim M,?, ol
M¢ = {P € Mi|Vg € G,0,(P) = P}.

Et on a I'égalité dans C[Z] :[

1 1 i
— Y — =Y m(G)ZF
#G g;G det(Id — gZ) ,g «(G)

Démonstration :
Etape 1: 0 induit un automorphisme sur chaque M;.
Soient g, ¢" € GL,(C), ona: 0gy = 0304 et oy = Id, donc 0y € GL(M).
Soit k € IN, on remarque que I'image par 0y d’'un mondme de degré total k est un polyndme homo-
géne de degré k.
Par linéarité, on en déduit que og (My) C M.
Or oy |m, €st injectif car og I'est et dim M. < oo, donc oy M, € GL (My).

: rsonlits de céri 1 - k
Etape 2 : Montrons 'égalité de séries formelles det(ld —g7) = kg%)tr (ag | Mk) Z" pour g € G.

Par le théoreme de Lagrange, on a : ¢*¢ = Id.
Or X*#G — 1 est scindé a racines simples, donc g est diagonalisable.
Donc 3u € GL,(C),g = udu™!, avec d = diag (A1, ..., An).

Ainsi, og | M, €t 0a|m, sont semblables, d’ot1 tr (ag m,) =t ((Td ‘ Mk)'

Mais aussi :
1 1 n 1 n o ok [e¢] X
det(Id — gZ)  det(Id —dZ) g 1-AZ gk;) ! kgl)
otonaposévy = Y Al A
r1,...tn €N
r1+...+rn=k
Or:

O, (X XY = (MX0) o (AnXa)™ = (AL AT XL X

58. Le jury veut que vous soyez capables d’en parler si vous présentez ce développement! Un lien vers un document rédigé
par Arnaud STOCKER pour vous donner une idée de ce a quoi ce théoréeme peut servir.

59. Méme si je le déconseille parce qu’'on n’a pas besoin d’arguments analytiques dans ce développement, quand on veut
travailler avec des séries entieres, on doit ajouter le lemme suivant, qui justifie que toutes les séries entiéres en jeu ont des
rayons de convergence supérieurs ou égauxa 1:

Lemme

1 n 00 k
Si 1, al — | = .
i|z| <1,alors (1_2) k;)mkz

En effet, My admet pour base (X}' ... X}") 4, . r.eN ;donc my = dim My = #{(r1,...,7a) € N"|r1 +...+ 1y = k}.
r+...+rn=k

l n [ee] n (o] (o)
Etpour |z| < 1: (E) = k;)zk :k;) Y, 1 k= kazk~
— = 71,0 €N k=0
ri+..+r,=k
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Et comme (X;'...X}") ;,, r.en estune base de My, on obtient : vy = tr (Ud \Mk>'
ri+..+ry=k

1 e K
Donc det(ld—g7) ~ I;}tr (Ug‘Mk) Z" pour tout g € G.

Etape 3 : Concluons.

Lemme
Soit V un C-ev de dimension n < oo, ¢ : G — GL(V) un morphisme de groupes et G un groupe fini.
Onnote V¢ = {v € V|Vg € G, ¢(g)(v) = v}.
Onaalors:
Z tr(g = dim V°
geG
Demonstratlon
On pose pg = Gst §)-Ona:Vh € G, ¢(h)ops = GZ¢ °op(g) = GZfPhg—PG
8cG g€G g€eG
Donc Vo € V,Vh € G, ¢(h) (pc(v)) = pg(v), donc pg(V) C VE.
Soitv € VG, pg(v) 1 Zv—vetdoncpc( ) = VC.
geG
Soitv € V, pg (pc(v)) = pg(v), car pG( ) € p(V) = VC et donc pg est un projecteur.
Des lors : dim VC = rg pg = trpg = Z tr(¢(g)) ]
geG

G — GL (Mk)

1
Par le lemme, on a : diim MY = mk(G) == ) tr(o M)
#Ggec ( | k)

Ici, Vk € N, o) est un morphisme de groupes.

Par conséquent :

#G L det(ldl_gz) % )y Zotr (‘Tg\Mk) k= Z (#162 ) tr (Ug\M) k) =Y m(G)Z*

8€G

Références

[Lei] E. LEICHTNAM — Exercices corrigés de mathématiques Polytechnique-ENS (Tome algebre et géométrie),
Ellipses, 1999.
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Théoréme des deux carrés
Lecons : 120, 121, 122, 126

[Per], partie I1.6
[Duv], partie 6.1

Théoreme
Soit p un nombre premier impair, on note . = {n S lN’EIa, beN,n=a>+ bz}.
Ona:peXep=1[J4].

Démonstration :

Z[i — NN )
z=a+ib — zz=a*+b* "’
alors N est multiplicative, ce qui signifie que N(zz') = N(z)N(z') pour tous z,z’ € Z[i].

Pour commencer, quelques mots sur Z[i] : on définit la “norme” N :

Lemme 1

[ ona:z[i)* = {£1,+i}.

Démonstration du lemme 1:
C Siz € Z[i]*, alors N(z)N (z7!) = N(1) = 1, donc N(z) =
Orz=ua+ib,aveca,b € Z,donca’?+b* =1letona(a=0eth=+1)ou(a= +1leth =0).
D Cette vérification est immédiate... [ ]

Lemme 2

On a l'équivalence : p € X < p est réductible dans Z[i].

Démonstration du lemme 2:

= Sip = a? +b?, alors dans Z[i], p = (a +ib)(a — ib).
Comme N(a+ib) = N(a—ib) = p > 1, on sait que a +ib, a —ib ¢ Z[i]* et donc p est
réductible.

< Sip = zZz/ dans Zli] avecz,z' ¢ Z[i]*,ona: N(p) = N(z)N(z') = p%.
Mais on sait que N(z) # 1 # N(z'), donc N(z) = p. [ |

Comme Z[i] est factoriel@ par le lemme d’Euclide, on a :
p réductible dans Z[i] < (p) non-premier dans Z[i] < Zlil/ (p) non-integre
Mais comme Z[i] ~ Z[X] / ( X2 4+ 1), on a les isomorphismes suivants :

Z[il/ @Z[X}/(Xul,p) ~ (Z[XV(P))/(XZH) ~ FplX]/(x2 1 1)

En conséquence, p est réductible dans Z[i] < Fp[X]/ (X2 4 1) non-intégre
& X? + 1 réductible dans FF [X]

< X? +1 a une racine dans F,
< —1estun carré dans IFp,

@(—1)”21—(_;)—1@;751[4} n

60. Le plus simple pour montrer la factorialité, c’est de montrer que Z[i] est euclidien pour la norme N, puis de dire que les
anneaux euclidiens sont factoriels (voir en page .

61. Je tape les explications pour un isomorphisme, adaptez ceci pour trouver les autres. Ce passage me semble absolument
indispensable a savoir rédiger pour pouvoir présenter ce développement.

Notons 7tx2 1 : Z[X] — Z[X]/(XZ 4 1) S Z[X]/(XZ 4 1) — (Z[XV(XZ + 1))/@) les projections canoniques.
Alors Ker 750 Tx2 1 = {f € Z[X]’Eu €eZX),f :th} ={fezX||BuveZX,f=pu+ (X>?+1)v} = (p,X>+1).

En conséquence, Z[X]/(p, X2 4+ 1) ~ (Z[X}/<X2 + 1))/@) ~ Z[i]/(p).
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Corollaire

Soit n € IN*, qu'on décompose en facteurs premiers : n = H p'r ™) (ou P désigne 1’ensemble des
peP

nombres premiers).

Onaléquivalence:n € L < (Vpe P,p =3[4] = vp(n) =0[2]).

Démonstration :
Lemme 3

¥ est stable par multiplication.

Démonstration du lemme 3:
En effet, on sait déja que n € £ < 3z € Z[i],n = N(z).
En conséquence, sin,n’ € ¥, alors nn’ = N(z)N(z') = N(zZ) € %. [ |

< On décompose 1 de la fagon suivante :

2
vp(n
n=| T] r>2 IT p™
peP peP
p=34] p#3[4]
Carré parfait Somme de 2 carrés
(lemme 3)

. a b
=Soitn=a?+b* €%, onnoted =aAb,a = getb’ =3

Ainsi, a/ AV =1letn =% (a2 +b?).
Soit p un diviseur premier impair de a’> + b'?; alors dans Z[i], on a : p|(a’ +ib')(a’ — ib’).
— Par l'absurde, supposons p irréductible dans Z[i].
Le lemme d’Euclide nous indique que p|(a’ +ib’) ou que p|(a’ — ib’) ; mais par passage au conju-
gué, si p divise I'un, alors p divise 'autre.
Donc p divise les deux, puis par somme et différence, on obtient : p|24’ et p|2ib’ dans Z[i].
En passant a la norme, on en déduit : p*|4a’ et p?|4b'?, dans Z.
Mais on sait que p est impair, et donc p|a’ et p|b'.
Contradiction !
— On peut donc écrire p = xy dans Z[i], avec en plus N(x) # 1 # N(y) (ce qui signifie, rappelons-le,
que x et y peuvent étre pris non-inversibles).
En passant a la norme, on obtient : p> = N(x)N(y); puis, p étant premier, on obtient : p = N(x).
En conséquence, p € X, d’ou p = 1 [4].
Ainsi, on a montré que les facteurs premiers congrus a 3 modulo 4 sont “dans” le 62, c’est-a-dire
d’exposant pair.

[ |
Références
[Per] D. PERRIN — Cours d’algébre, Ellipses, 1996.
[Duv] D. DUVERNEY — Théorie des nombres, 2¢ éd., Dunod, 2007.
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Théoremes de Chevalley-Warning et d’Erd6s-Ginzburg-Ziv

Lecons : 120/ 123, 142, 144, 121, 126, 190

[Ser], paragraphe 1.2
[Zav], probléeme 7.11
Théoréme (Chevalley-Warning)
Soient p un nombre premier, r € IN*; onnote g = p’.
S
Soient fi,...,fs € 3 [Xy,..., Xy, tels que Zdegfi < n.
i=1
Onnote V = {(xl,...,xn) € Fy|Vie [1,s], fi (x1,...,xn) = O}.
Alorsona:#V =0|p].
Démonstration :
Posons P = H( )etsoitx— (X1,.+.,%n) elF’;.
- Sixe V alors Vi € [1,s], fi (x) = 0etdonc P (x) = 1.
-Six¢V, alorsEIzoe [1,s], fi, (x) # 0 puis f;, (x)7" *1d’ouP( ) =0.
Ainsi, en posant S(f) = Y f(x) pour f € F;[Xy,..., Xy],ona:S(P) = Y} 1+0=#V[p].

x€Fy xeV
On veut désormais montrer que S(P) = 0.

Lemme

Soit u € N, vérifiant u = 0ou (g —1) { u.
Onposes(X") = )  x" etonaalorss(X") =0, avec la convention 0° = 1.ﬂ
x€lF,

Démonstration:
Siu =0,alors Vx € IFy, x* = 1ets (X") =0.
Si(q—1) 1 u, on écrit la division euclidienne u = (g —1)k+r, otk € Net0 <r <q—1.
Soit y un générateur de F, qui est Cycliqueﬂ

Onadoncy* = (y‘?_l)ky’ =y #1lcaryestdordre (g—1)et0 <r<g—1.

Ainsiona:
XM=Y x"=Y x"=) (y=y" ) x=y"s(X")
x€lFy xeFy xeFy x€Fy
Donc (1 —y")s (X") = 0, puis par intégrité de IF;, s (X*) = 0car 1 — y* # 0. [

S

n
OnadegP = Z(q—l)degﬁ <n(g—1)etdoncP= ) a,X"oulul =) ujeta, €F,.

u|<n(g—1) j=1
D’out S(P Z Z X' = Z 0, S (X5).
x€Fy [ul<n(g-1) |u<n(q—1)
Orpour [u| <n(g—1),S(X*)= Y x...xr= Y x"... ) xp —Hs (X"
(X120 ) EFY x1€F,; xn€Fy

n
Mais ) uj < n(q—1) impose 3jo € [1,n],uj, < q—1donc (g —1) { uj, ouujy =0.
=1
Doncs (X"0) = 0,d’ott S(P) = 0 puis #V = 0 [p]. [ |

62. On passera le lemme permettant de démontrer le théoréme de Chevalley-Warning et on détaillera le cas non-premier du
théoréme d’ Erdbs—Ginzburg-Ziv

63. On peut montrer quesiu > 1et (g —1)|u, alors s (X*) = —1.
En effet, 3k € N*,u = (q — 1)k et pour x € F, x" = (xqfl)k =1k=1.
En outre 0" = 0, doncs (X*) = (9 —1) x 1+0 = —1dans [F,.

64. Pour la cyclicité de ]qu ,on renvoie a la page
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Théoreme (Erdos-Ginzburg-Ziv)

Soit p un nombre premier, et soient ay,...,a2, 1 € Z.@
Parmi ces (2p — 1) nombres entiers, on peut en trouver p dont la somme est divisible par p.

Démonstration :
Pour a € Z, on note a sa classe modulo p.

2p—1 2p—1

On considere les polyndmes Py = ) | X]f_l,Pz =) chX,f_l eFy [Xq,..., Xop1].

k=1 k=1

Ona:degP;+degP, =2p—2<2p—1,et(0,...,0)estune racine commune a ces deux polyndmes ; donc,

2p—1

par le théoreme de Chevalley-Warning, ils admettent une autre racine commune (xy,...,X,_1) € F,’ .
De P; (xl, ceey xzp,l) = 0, il vient que parmi x1, ..., X2, 1, exactement p d’entre eux sont non-nuls, et on
les note xy,, .. <r Xy

P
De P; (x1,...,X%p—1) = 0, il vient ensuite que Z ay, = 0.
i—1

On a donc trouvé p éléments ay,, .. ., n, dont la somme est divisible par p. [ |

Références

[Ser] J.-P. SERRE — Cours d’arithmétique, 1° éd., Presses Universitaires de France, 1970.
[Zav] M. ZAVIDOVIQUE — Un max de maths, Calvage & Mounet, 2013.

65. Ce résultat reste vrai pour n'importe quel n € IN*. On opére par récurrence forte.
— Sin =1, le résultat est trivial.
- Soit n > 1, on suppose le résultat jusqu’au rang (n — 1). Soient ay, ..., az,_1 € Z.
— Sin est premier, c’est ’objet du développement.

— Sinon, on écrit n = pr/, avec p premier et n’ € IN*.
Onaalors:2n—1=2n'p—1= (20" - 1)p+p—1.
Pour i allant de 1 a 2’ — 1, on construit par récurrence les ensembles suivants appelés E; :
i—1
E; est un ensemble de p éléments parmi {aj ’ jeL (i+1)p—1] }\ |J Ex, dont la somme est divisible par p.
k=1
La construction de ces ensembles utilise le résultat démontré dans le développement, car

# {a,-)j €L G+ 1)p -1} U Ep=2p—1.
k=1

. , . S;
Puis, pouri € [[1,21’1’ — 1], S; désigne la somme des éléments de E; et S; =1eczZ
Par hypothese de récurrence, parmi les (2n' — 1) entiers S}, il en existe n’ dont la somme est divisible par #’, et on les
note S; ..., Sy .
n' n' n'

On pose alors E = |_| Ey, et#E =n'p =net Z x = ZSki = pZS,’Q.
i=1 x€E i=1 i=1

n/
Or n'|} S} donc n=pn'| Y x.
i=1 x€E

On peut méme montrer un résultat d’optimalité : prenons un ensemble de (2n — 2) entiers composé de (n — 1) fois 0, et de
(n — 1) fois 1. Un sous-ensemble de n entiers parmi ceux-ci sera de somme comprise entre 1 et n — 1, donc non-divisible par n.
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Algorithme du gradient a pas optimal
Lecons : 232, 215, 219, 226, 229

[HU], exercice I1.8
[X-ENS Al3], exercice 2.35

Théoréme

1
Soient A € S,/ " (R) et b € R"; on veut minimiser f : x — §<Ax,x> + (b, x), quand x parcourt R".
11 existe une unique solution a ce probleme, et elle est caractérisée par Vf (x) = 0.
X9 € R"
Vk € N, xp 1 = xp + trdy
réel minimisant la fonction t — f (xi + tdy), converge vers X.

De plus, l'algorithme défini par { ,oudy = —Vf(x;) et ol f; est I'unique

Démonstration :

1. Soit X¥ un point minimal, alors nécessairement V f (¥) = 0.

Or, pour tous x,h € R": f(x +h) = = (A(x+h),x+h) + (b,x + h)

(A x) + 3 (Al )+ 3 (A%, )+ 5 (A ) + (b,x) + (b, 1)

N NR N

(x) 4+ (Ax,h) + (b, h) + %(Ah,h> (car A est symétrique)

= f(x) + (Ax+b, 1) +o([|]])
De ce calcul, il vient notamment que f est différentiableﬁ] etque Vx € R", Vf(x) = Ax +b.
Mais A étant symétrique définie positive, f est strictement convexe et on en déduit : ¥ = —A~1b.
Procédons alors au calcul de la valeur optimale :

1

fi=f@)=5(-b~A0) + (b, ~A"b) = 1

(A7, b) — (A7 1b,b) = —§<A*1b,b>

N[ —

2. Soit k € IN; on suppose que di # 0, car sinon Ax; = —b et alors l’algorithme a convergé en temps
fini, et on n’a plus rien a dire.

3. On va maintenant calculer f;.

Pourt € R, on pose g(t) := f (xp + tdy) = f (xx) + (Axx + b, tdy) + 1<At‘dk, tdy).
N 2

——d;
12
Etdonc, g(t) = f (xx) — t|di||* + 5 (Ady, d)-
d 2
Ainsi g atteint son minimum en t; = <A|dk|d) (onrappelle que d # 0, assurant que (Ady, dy) # 0,
ks Yk
étant donné que A est symétrique définie positive).
4. Calculons l'erreur commise entre f (x;) et f.
[ S 7Y 1|

f @) = f et tedi) = £ (00 = 2 o5 4 5 a0 ay =S 0~ 3 Tag, dn

7 N S % 7 1 I
fGws) =T = (£ ) =F) = 37ag a7 = (F (0= 7) (1 2w ) <Ad1’;dk>)
Mais en fait, (A~ 1dy, di) = (A~ (Axg +b), Axg +b) = (x, Axp) + (xi, b) + (A71b, Ax) +(A7 b, b)

:<bka>

=2 (;(Axk,x;& + (b, xx) —f) =2 (f(xk) —?)

66. En méme temps, f est polynomiale, donc la différentiabilité était déja évidente.
67. Je trouvais que le fait d’invoquer directement la formule bien connue des polynomes du 2™ degré était préférable a la
dérivation, car cela permet d’aller plus vite, ce qui n’est pas négligeable sur ce développement.
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g : 7 7 I | *
On en déduit alors que : f (x541) — f = (f (xx) —f) (1 " Aa, d:)(Adk, dk>>.

Lemme (Inégalité de Kantorovitchlggl)

Soit A € S,/ T (R), dont A4 et A, sont les plus petite et grande valeurs propres.

Alors Vx € R", (Ax, x) (A" x, x) (1/ M \/Tn> || x |4

Démonstration du lemme:

X1
En notant x = : dans une base orthonormée de vecteurs propres de A[%} on fait les calculs
Xn
suivants :
n 1 ) n \//\7 2 n 5 2
Ax, x) (A7 1x, x) /\x —x - x| =0
< >< ; 1=21 )\,’ ! Cauchy— lzzl \//Tz 1=21 '
Schwarz
1
Mais comme on sa1t que Va 5 a+b):

1

YA ton = [ (gA )(ZA ) EE(prr)e

x A
On peut montrer que & : x — o + 7” est décroissante sur (A1, /A1A,) et croissante sur (v/A1A,, Ay) .
1
An

Toujours est-il que « admet son maximum en A ou en A, ; mais & (A1) = « ( =1 + —

A
N /\1 An
"ot - 1
Dou.\/<Ax,x><A X, x) "121(1+ (H ”/\1>2x
2
Ce qui donne finalement, en élevant au carré : (Ax, x) (A 1x,x) < i <1 f % +4/ j\\n> [ x||%. [
n 1

Utilisons 'inégalité de Kantorovitch :

EtdoncVk € N, f (x;) — f < (f(xo) _?) (W)Zk

68. Dites juste que vous admettez 'inégalité de Kantorovitch et utilisez-la sans 1’énoncer. Gardez un ceil sur le chrono...

1
69. Comme A € ST (R), ||All2 = /o (FAA) = p(A) = A, (dites “décomposition polaire”) et aussi HA‘1 H2 =5 Ainsi, on
1

A
fait apparaitre le conditionnement en norme 2 de A : condy(A) = A—”, qu’on notera par la suite (pour plus de simplicité) c(A).
1
70. Rappelez-vous le théoréme spectral : toute matrice symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.
71. En fait, c’est une application toute béte des identités remarquables : comme (a — b)2 > 0, on sait que a2 + b% > 2ab. Ainsi,

1 2 1/, o 1
<§(u—|—b)) —1<u —l—b)—&—iub)ab.

72. On peut, mais la, j’ai la flemme.
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5. Pour finir, on va calculer l’erreur sur ||x;, — x|
- 1 _ _ 1 _ _ —
Ona: |5 — %> < —(A (x5 — %), x5 — %) = — ((Axg, x;) — (Ax, X) — (AT, ;) + (A%, %))
73 M M

_ % ((Axk, xi) —2(x,, AF) —2f ) = ~ = (2f (x) ~2f )

2 ,
=3 (f
| 2 / c(A)
_ <
En fin de compte, ||x; — X|| < \/ (xx) — f < (A)
Comme EA&-H’ < 1, on en déduit que la suite (xi ),y converge vers X. [ |
Références
[HU] J.-B. HIRIART-URRUTY — Optimisation et analyse convexe, EDP Sciences, 2009.

[X-ENS Al3] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 3, 2¢ éd., Cassini, 2013.

73. Vous souvenez-vous du quotient de Rayleigh ?
74. Ouf!
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Densité des fonctions continues nulle part dérivables
Lecons : 201, 202, 205, 208, 228, 213

[ZQ], Section VIIL.1.4.e
Théoréeme

L'ensemble A des fonctions continues sur [0,1] qui ne sont dérivables en aucun point de [0,1] est
dense dans (C°([0,1]), -]l -]

Démonstration :

Comme E = CY([0,1]) est un espace de Banach, on va utiliser le lemme de Baire pour montrer A = E.
Plus précisément, on va exhiber une suite (F;),, .y telle que :

— Vn € N, F, est fermé;

— Vn € N, F, est d’intérieur vide;

- Ac U FEe

neN

Alors on aura montré que A€ est d’intérieur vide dans E.
OnposeF, ={f € E|Ixe LLVye I |f(y) — f(x)| <nly— x|}, ou I désigne I'intervalle [0, 1].

Etape 1: Montrons d’abord que A® C U F,.

nelN
Soit f € A€, alors f est dérivable en au moins un point xg € I.

f(x0) — f(y)
Xo—Y
Et f étant continue sur I, AN € IN,Vy € [,

Ainsi la quantité est bornée quand y — xo.

f(xo)—f(]/)‘ < Netdonc f € Fy.
Xo — y
Ainsi, A° C ] Fy.
ncN
Etape 2: Soitn € IN, on va maintenant montrer que F;, est fermé.
Soit (fi)gen une suite dans F,; qui converge vers f € E.
Comme les fi sont dans F,;, on a:

Vk e N,3x; € LVy € L | fi (x¢) — fr(y)| < |xg — | ®3)

Et comme I est compact, il existe une extraction ( x qui converge vers x € I.
9(k) keN
Soitk € N,

‘f(p(k) (%00) = (x)‘ < \f¢(k> (xg0) — (Xgo(k))‘ + ’f (%) — f (x)‘

< fpwy=fll o =20 e

k00 k—oc0
(f est continue)

Donc, ;}Eﬂ‘ofq’(k) (xq,(k)) = f(x).
Des lors, par passage a la limite dans (B)), on obtient : Vy € I, |f(x) — f(y)| < n|x —y|, donc f € F,,
puis F;, est fermé.

Etape 3: Pour tout n € IN, on va finalement montrer que F, est d'intérieur vide.
Comme E est métrique, on va montrer qu’il n’existe pas de boule ouverte B(f,¢) C F, avec f € F, et
e>0,ie:
Vf € F,Ve>0,B(f,e) NF; # @

75. Quand on fait ce développement, il faut absolument étre capable de donner un exemple d’une telle fonction; allez, c’est

£ {2x)
zn

n=0

une fois qu’on a montré que cette fonction est continue et nulle part dérivable, le théoreme de Weierstrass implique le résultat

du développement. Une application de ce théoréme est de montrer que toute fonction continue s’écrit comme somme de deux

fonctions continues nulle part dérivables.

le cadeau de la maison : Vx € R, f(x) =

, ot {x} désigne la distance de x a son entier le plus proche. Par ailleurs,
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Soit donc f € F,, ete > 0.

Par le théoreme de Weierstrass : 3P € R[X], ||P — f|lo < %
Soit N € IN* (a4 qui on imposera une condition
par la suite) ; on définit go, fonction périodique
1
de période — telle que: £l
P N q 1 2 //\\
/
eN . 1 AN
B 7x six € |0, ZN} .
o) =9 N 1 1 E
§—7X S1X € ZI\IIN:| } ‘ } ‘ .
_ ¢ 0 1 1 3 2
Qo est continue et ||go||, = e N N 2N N
€ €
Onposeg=P+go;ona:||f —glle=[If =P =8ollew < If = Plleo + lIg0lloc < 5+ 7 <€
Donc g € B(f,¢).
Ona, pour tous x,y € I+ |g(x) —g(y)| > [go(x) = go(y)| — IP(J;() —1P(y) -
De plus, pour x € I, il existe k € [0,2N — 1], tel que x € N 5\]]
. . k k+1 eN
Puis, soit yy € [ZN’ ZN] ,alorsona: |go(x) — g0 (yx)| = - |x — yx|-
Et par le théoréme des accroissements finis, on a: [P(x) — P (yx)| < ||P||eo |X — yx|-
Par conséquent : Vx € I, 3y, € I,|g(x) — g (yx)| = (si\f - ||P’|oo> |x — Yyl
2 P'||oo
On se rend alors compte qu’il suffit d’imposer % —||P'||ec > n,ie N > w des le début
pour avoir :
Vx el 3yx € L[g(x) =g (yx)| > n|x —yx|
Ainsi, g € F§, et finalement B(f,¢) N Fs # &. [
Références
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Densité des polynomes orthogonaux["”|
Lecons : 209, 213, 239, 245, 201, 202, 207, 240, 244
[OA], exercice 3.7

Rappels :
1. Pour I un intervalle de IR, on appelle fonction poids une fonction p : I — R mesurable, strictement
positive, et telle que Vi € IN, / |x|"p(x) dx < oo.
I
2. On note L?(1,p) l'espace des fonctions (ot1 on a identifié celles qui sont égales presque partout),
de carré intégrable pour la mesure de densité p par rapport a la mesure de Lebesgue; il est muni
du produit scalaire (f,g), = / f(x)g(x)p(x)dx. C’est un espace de Hilbert, qui contient les poly-
I
nomes.

3. 1l existe une unique famille (P, ), de polyndmes unitaires orthogonaux deux a deux, et véri-
fiant deg P, = n. On l'appelle “famille des polyndmes orthogonaux associée a p”. On l’obtient en
appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la famille (X"), .-

Théoréme
Soient I un intervalle/”de R et p une fonction poids.
On suppose : 3a > 0, [ e"¥lp(x) dx < oo.

I

Alors les polyndmes orthogonaux associés a p forment une base hilbertienne de L2(1, o).

Démonstration :
Etape 1: (P,),p est une famille orthonormée; il suffit de montrer qu’elle est totale.

On va montrer que Vect ((Py),cn) est dense dans L?(I, p), c’est-a-dire que Vect ((Pr),,cn) = (oL
Par construction, on a : Vect ((Py),cpny) = Vect ((X™),en)-
On pose, pour tout n € IN, gy, : x — x".

76. A quoi servent les polyndmes orthogonaux ? Ils apparaissent en intégration numérique (révisez la méthode de Gauss) et
pour la diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts dans une base hilbertienne.

77. Si I est compact, I'hypothese sur p est inutile et le théoréme est trivialisé par le théoréme de Weierstrass.

78. Regardons un contre-exemple (a connaitre, mais mieux vaut prendre le temps de bien faire le développement et se garder
le contre-exemple sous le coude pour les questions).
Prenons [ = R** et w(x) = x~ ¥ une fonction poids sur R** ; en fait, w ne vérifie pas I'hypothése d’écrasement, et on va voir
que les polyndmes orthogonaux pour w ne constitue pas une base hilbertienne de L? (I, w).
R™ — R

. —  sin(27ny) ,eton fixen € IN.

On pose f :

(f,qn) = / X" sin(27tIn x)x~ " dx
R+
= /]R esin(2my) (e¥) VeVdy (onaposéy=Inxetdx=e/dy)

(n+1)? B
4

2
= /]R ey sin(27ry) dy (o utilise (n + 1)y — y* = (y - HT—H) pour la ligne suivante)

= exp ((n—;l)2) /]R exp ( (y -z —2'_ 1)2> sin(27ty) dy

2\
= exp ((n +1) ) /]R et sin(2mt + (n+1)mw)dt (onaposét=y—

n+1

i etdt = dy)

= (=1)""exp (@) /]Re_t2 sin(27t) dt

=0 (intégrale d'une fonction impaire intégrable)

Ainsi, f est dans l'orthogonal de 'espace vectoriel engendré par les polynomes orthogonaux pour w, sans pour autant étre
nulle dans L?(I, w).
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On va donc montrer que Vf € L2(,p), [Vn € N, (f, gn)p = 0] = [f = 0].
Dans la suite, on fixe f € L?(I,p) et vérifiant Vn € N, (f, Sn)p =0.
Etape 2: On pose ¢ = fpl;; montrons que ¢ € L' (R).
2 2
Rappelons que : Vt € RT,t < 1%1% Ainsi, Vx € I, |¢(x)| < %p(}().

Mais p est intégrable sur I (car c’est une fonction poids) et p| f|? aussi (car f € L2(I, p)).
En conséquence, ¢ € L'(R).

Etape 3: On peut donc considérer sa transformée de Fourier ¢ définie par: Vw € R, ¢(w) = / f(x)e 9 (x) dx.
I

On va montrer que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe F sur labande B, = {z eC ’ IIm z| < g }

On pose, pour z € B, g(z,x) := e #¥ f(x)p(x).
Déja, pour tout z € B;,ona:

Jlsolar= [én @l dr< [eFImlo@ar < [erlpmdn/ [176Ro0) dx < o

Cauchy-
Schwarz

B, — C

z +—  [;8(zx)dx
On va utiliser le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale :
— Vz € By, x — g(z,x) est mesurable.

— Pour presque tout x € I, z — g(z, x) est holomorphie.

La fonction F : ‘ est donc bien définie.

- Vz € By, [g(z,x)] < e |f(x)|p(x) qui est une fonction de x, indépendante de z et qui n’a pas
oublié d’étre intégrable sur R.
Donc F est holomorphe sur B, et coincide sur R avec ¢.

Etape 4: Le théoréme précédent nous permet également de calculer les dérivées de F :
Vn € N,Vz € B, F(z) = (—i)" /x"efizxf(x)p(x) dx
I
Ainsi, on obtient, pour tout n € IN :

F(0) = (=1)" /Ix”f(X)P(x) dx = (=1)"(f, gn)p = 0

Par unicité du développement en série entiere d'une fonction holomorphe, il existe un voisinage de
0 sur lequel F = 0.

Par le théoreme de prolongement analytique, on en déduit que F = 0 sur B,.

Conséquemment, ¢ = F|g = 0.

Comme ¢ est intégrable, on peut invoquer l'injectivité de la transformée de Fourier pour obtenir la
nullité presque partout de ¢ sur R.

Par stricte positivité de p, on en déduit que f est nulle presque partout sur I, autrement dit, f = 0
dans L(I,p).

Ce qui prouve le théoreme. ]

Références
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Equation de la chaleur sur un anneau
Lecons : 222, 246, 235, 241

[X-ENS An4], exercice 1.28
Théoréme

Soit 19 : R — R une fonction non-nulle, continue, C! par morceaux, et 27t-périodique.

ou _ *u
Alors il existe une unique solution au probleme { 0 ~— 9x? ui soit 27t-périodique
E P { Vx € R, u(0,x) = up(x) d P d

par rapport a x et pour tout f € R™, continue sur R™ x R et C* sur R™* x R.

Démonstration :

Analyse : Soit 1 une solution du probleme posé.
Pour t € R, u; : x — u(t, x) est 27-périodique et C*, et donc elle est somme de sa série de Fourier!

+o0 . 1
te R R, u(t,x) = t)e™ )= =
vt € ,Vx € R, u(t,x) Z ey (1)e™ avec ¢y (t) =

n=—oo

27 .
/ u(t,x)e " dx,n € Z.
0

ou . I .
Montrons que — s’obtient par dérivation formelle de cette expression.

ot

Comme pour u, on peut écrire :

vVt € RT*,Vx € R a—u(t x) = Jio &n(t)el™ avec &, (t) = i/27Ta—u(if x)e " dx,n € Z
7 7 at 7 n n 27T 0 at 7 7 .

n=—oo
Or (t,x) — u(t, x)e"¥ admet une dérivée partielle par rapport a ¢ qui soit continue sur R** x [0, 27].

Donc ¢y, est C! sur R** et ¢}, (t) = ¢&,(t), ot :

Vt € RY*,Vx € R a—u(t x) = JFZO:O ¢l (t)el"~.
’ “ot "

n=—o0
o s 0%u - : L
Similairement, pour t € R™*, x — 2 (t, x) est somme de sa série de Fourier, et par double intégra-
tion par parties :
+ azu oo 2 .
Vie R™*,Vx €R, —(t,x) = — n<c, (t)e™.
S0 == ¥ et

A t fixé, toutes les séries considérées convergent normalement (séries de Fourier de fonctions conti-
nues et C! par morceaux).
Désormais le probleme s’écrit :

—+o00

Vte R, Vx e R0= ) (c,ﬁ(t) + nzcn(t)) el"r,
n=—00
Ainsi, pour p € Z,Vt € R™*:
0= /M e ipx Jio (c’ (t) +n’c (t)) edx = Y —|—oo(c’ (t) + n’c (t)) /27T el(m=P)x 4y
0 pio N ! @) " R

=27 (c;(t) + pch(t)> :

En d’autres termes : Vi € Z,Vt € RY*, ¢}, (t) + n?c,(t) = 0.
Ce qui nous donne donc: Vn € Z,3a, € C,Vt € R™,¢,(t) = zxne_”zt.
Mais ug est 27t-périodique, continue et C! par morceaux, donc somme de sa série de Fourier.
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too .
Onécrit: Vx € Rup(x) = ) Cyue™.
n=—oo
En appliquant Parseval a la fonction 1y — u;, on obtient :

Vi e RT* S 2 1 7 24
€ P Z |Cn_cn(t)| =on 0 |“O(x)_ut(x)| x.

n=—oo

Notamment, V1 € Z,Vt € R**,|C, — ¢ (£)]* < % /27r 1(0,x) — u(t, x)|* dx.

On va utiliser le théoréme de convergence dominée :0

— d’une part, (t,x) — |u(0,x) —u(t, x) |2 est continue sur le compact [0,1] x [0,27], donc bornée,
donc majorée par une fonction intégrable sur [0, 277] et indépendante de ¢;

— d’autre part, Vx € [0,277], [u(0,x) — u(t,x)|* PN 0.

27
Ainsi, on obtient : / |(0,x) —u(t, x) |2 dx ﬁ)) 0, ce qui fournit ensuite, en utilisant la continuité
0 —

de la fonction ¢, sur RT :
Cn = }in&cn(t) =y (0) = ap.
—

—+o0
2 .
Ainsi, si u est solution du probléme posé, alors on a : Vt € R",Vx € R, u(t,x) = Z Cpe "t
n=—o0
oul les C,; sont les coefficients de Fourier de uy.
+00 .
Synthése : Montrons que la fonction u : (t,x) — Y Cye"'e™ convient.
n=—oo

+0oo
< |Cy| et Z |Cy| < 400 car ug est 27t-périodique, continue

n=—0o0

Ona:Vi € RY,Vx € R,|Cpe el

et C! par morceaux.
Donc la série définissant u converge normalement, donc u est bien définie et continue sur RT xR,
24 .
carVn € Z, (t,x) — Cye " e est continue.
Aussi, Vt € RT, u; est 27t-périodique.
ot 2t i kil 2k+1 2t i

. —n 1mx _ _ : —n 1mx

El’lfln, Vn € Z, W (Cne e ) = ( 1) 1n Cne e .

2 .
Soit ty > 0, Vt > to, (—1)kiln2k+’Cne7" tinx

2 1 . e e 1
< 2kt et — (2), ol on a utilisé I'inégalité :
n

1

Col = !
"o

27T

2 £
i(k—n)x d —
/O Z Cke X S 7

k=—o0

27 . 1 27
/ up(x)e "~ dx‘ < / |ug(x)| dx =: K.
0 0

Ceci est donc le terme d’une série normalement convergente sur |¢p, +-00]; la dérivation formelle y est
donc autorisée ; mais fy étant arbitraire, on obtient que u est C* sur RT* x R et que:

k+1 +00

" "u _ kil 2kl o—nt i
Vk,1 € N, W(t,x) = n:X_:oo (=D ' Cre e,
oy O _ P . X ,
D’ou, rilew R est donc solution du probleme posé. ]
Références
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Estimateur du maximum de vraisemblance pour le parametre
d’une loi U(]0, 6])
Lecons : 263, 260, 262
Merci Caroline ![”]

Théoréme
Soient Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi

Py = U([0,0]), avec 6 > 0.
On note 6, I'estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 6.

Alors :
1. 971: max X;;
1<ign
~ ~ n
2. 6, est biaisé car E [e]zie;
., est biaisé car [Ey |6, ——

A . . . .o 7 Pyps
3. 0, est fortement consistant, ce qui signifie 0, R 0;
n—o00

~ 1 ~ - 1
4. 9, est de vitesse pr car n (Gn — 9) ]PG—L> £ (> ;

n—o0 0

- N 2 262
5. Le risque quadratique de 6, vaut Eg [(6,1 - 9) } = G+ )n+2)

Démonstration :
1. Relativement a la mesure de Lebesgue sur (R*)", le modéle statistique ((]RJF)" APY"Y 9>0) est do-
miné est donc admet une vraisemblance qui s’écrit :

Ve >0,L, (Xl,..

23 0) = 07" si0<xy,...,x, <0
AT 0 sinon )

Donc I'estimateur recherché vaut 6, = max X;.
1<i<n

2. On va d’abord calculer la loi de GAn ;soitt € RT.

F~

n
en(t):H’9<9A,1<t>:]P(;(Vie[[1,n]],Xi<t):]Pg(X1<t)”: (9) sit<®

1 sinon

On en déduit que 0, est a densité et qu’elle vaut :

n

=2 (5) a0

On peut désormais calculer Eg [9/;1} :

~ n ¢ n gntl n
E = tf~(t)dt = — t"dt = —— = .
o [0 = [ ta =g [Lirar = g = g0

Donc 6, est un estimateur biaisé mais asymptotiquement sans biais car lim [Egy {94 =6.
n—o00

79. Un lien vers la page personnelle de Caroline ROBET. On trouvera néanmoins une partie de la démonstration dans le livre

de B. CADRE et C. VIAL — Statistique mathématique, Ellipses, 2012.
80. Vous m’autorisez a ne pas tracer la courbe sur cette page ? Promis, je la ferai au tableau.

81. C’était prévisible car 9:1 < 0 Py-ps.
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3. Soite > 0,0ona:
Py (|6, 0] > ) =11y (9—c <y <0+c) @1—(%}(9“)_%}(9_8)) :1_(1_(9;€)n)
(*5)
S\ 6

Pour e suffisamment petit,

< 1 donc ZIF‘g(

n=1

o
0 ) converge.

~

On va utiliser le lemme de Borel-Cantelli, notons A, I'événement {

28}.

o0
. 3 3 C —
Commeng:lll’g (Ay) < oo,ona: Py (lgrl)g}fAn) =1

En d’autres termes : Ve > 0,IPyp-ps,dn € IN*,Vk > n

9‘<e.

En particulier : Vp € N, 3N, Pg-négligeable, Vw € Ny, In € N, Vk >

n, A(w)—G‘ < ;

Onposealors N = | ] Np; N est un événement Pg-négligeable et :
peIN*

Vw € N¢,Vp € N*,3n € N*,Vk > n, |6

1
w) — 9’ < =
p
. ~ Py-ps
Autrement dit,ona: 0, — 6.
n—oo

t
4. Soitt e Rt etn > > 5

~ t ~ t 9*% ! £\" _t
Pg(n(e—en)>t)ﬂ)9<9—n>9n) F@l<9—n>< - ) (1—;%)) —eh.

Donc Py (n (0—(9:,) < t) 7H—0>01—e*§,d’01‘1n (6—@) fi—éé’ (;) etdoncn (GAH —6) 3?1—?0 £ <(19)

5. Par le lemme de transfert, on a:

72 _ n+1 9n+2 n 2
]EG{Gn}_/ f"“ /t 9”n+2 n+29'

Donc le risque quadratique vaut :

Ey [(@—9)1 — I, [@2} — 20K, [9}] - <n12 —2nil+1) 62 = (n+1)2(n+2)92' .

82. On utilise ici que 8, est sans atome, car 6, possede une densité.
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, 1
Etude de vp p

Lecons : 254, 255

[Zui], 2.3.iv-3.1.2.iii-3.2.3.(3)-10.3.6.11)

Théoréme

. 1 .
La fonction x — p n’est pas localement intégrable sur R.
Cependant, on peut quand méme lui associer une distribution appelée valeur principale de p et
. 1 , s
notée vp ) auon définit par :

Vo € D(R), <Vp <1> , g0> = lim # () dx

X e—0 |x|>g X

On va montrer les résultats suivants :

1
1. vp <x> est une distribution d’ordre 1;

2. xvp <i> = 1 et donc supp <Vp <31c>) =R;

d 1

1 e ‘A
4. vp <x> est une distribution tempérée;

5 vp (1) = —2imrH +1irm.

Démonstration :
1. vp (x est bien une forme linéaire sur D(IR) ; montrons qu’elle vérifie la propriété de continuité.

Soit K un compact de R, et M tel que K C [—M, M].

Soit ¢ € D(K),ona:
1 . ¢(x)
- -1
<Vp (x> '(p> 0 Jeclilam x &

Par la formule de Taylor avec reste intégral :

(- 1

0
o) =90 + [ 1Dyl = 9(0) +x [ gl

1
On pose P(x) = /0 ¢ (tx)dt, et € C*(R); de plus: Vx € R, |(x)]| < ||¢||co-

Ainsi : () 4
ERLRLCY B
dx = ¢(0 —+ d
/e<|x\<M X * (P() e<|x|<M X eg\xKMlP(x) *

I L

1
La fonction x — p étant intégrable sur [¢, M] et impaire, on obtient que I; = 0.

D’autre part, ona: ‘ﬂ],w/,s}u[el+w[(x)lp(x)‘ < |9(x)] < ||¢’ || intégrable sur [—M, M].

83. On ne démontrera que les points 1, 2 et 3 dans la lecon 255 les points 2, 4 et 5 dans la lecon 254.
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Dong, par convergence dominée, ona: lim I = / P(x) dx.
e—=0 |x‘<M

1 1
D — = ‘ol : - <2 "Nloo-
onc <Vp (x) ,§0> /M< P(x)dx, d’ou ’<Vp (x) ,§0>‘ CIKVI lle|]

1
Donc vp (x) est une distribution d’ordre au plus 1. On veut montrer qu’elle est d’ordre 1 exacte-

ment : par 1’absurde, on va supposer qu’elle est d’ordre 0.

Alors, pour tout compact K C R :
1
VPl 7)) 9)| < Cklolleo

0< pp<1lsurR

JCk > 0,V¢ € D(K),

Soit donc K = [0,2]; pour n € IN*, on pose ¢, € D(K) telle que: { ¢n =1sur " 1}
¢n =0sur |—oo, %} U [2, +oo[

1
Alors, poure < —,ona:
p = 2n

2 1
/ de:/ de>/ 1dlenn
|x|>e X W X w

1 o . I
Donc <Vp (x) , q)n> ‘ > Inn ||¢nll, ainsi Vi € IN¥, Cx > Inn et on aboutit & une contradiction.
N——

=1
2. Soit 9 € D(R),ona:

(v (3) o) = (wp (3) wo) =tim [ o(x)ds= [ o1 =10)

On a utilisé au passage la convergence dominée car ’ﬂ],oo/,e]u[& +oo[(x)q)(x)’ < |@(x)], qui est inté-
grable sur R.

1 1
Et comme xvp (x) = 1, le support de la distribution vp (x) contient celui de la fonction constante

et égale a 1, autrement dit R.

Par conséquent, supp (Vp (i)) =R

3. Soit f : x — In|x|; f € L] _(R) donc définit une distribution.
Soit ¢ € D(R),ona:

() = =Uf,9') == [ Inlrlg/(x) dx = ~lim [ Inxlg/(x) dx

e—0J|x|>e

La encore

on a utilisé la convergence dominée, car : ‘]l],oo,,g]u[s,+oo[(x) In |x|¢'(x)]| < |In|x|¢'(x)]
qui est intégrable, car ¢ est continue a support compact et f est localement intégrable.

On pose :

—00

I = /78 In(—x)¢'(x)dx + /+oo In(x)¢’(x) dx

= (9%~ [P ar s el - [T g

—00 X P X

=Inep(—¢) — /ﬂ}s @ dx —Ineg(e)

—inelp(-9) 9] - [ P ax

xze X

84. C’est une fonction continue hors de 0, et il ne se pose de probleme qu’en 0. On utilise le critére de Riemann; en effet :
Vxlnx — 0,doncInx = o+ <i> est donc intégrable au voisinage de 0.
x—07F VE

85. Si vous vous ennuyez en lisant ce développement, dites-vous bien que je me suis aussi ennuyé a l’écrire. Bah oui.
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Or,ona, pour x € R, ¢(x) = ¢(0) + x¢(x), ot ¢p € C*°(R), donc :

le = —elne [p(—e) +p(e)] - /Wg 2 dr — - <VP (1> ’“”>

—_— X e—0
—0
e—=0 ;;2111(0)

D'ou (f', ¢) = <Vp (1) ,§0>.
4. Soit ¢ € S(R).
Soite €]0,1[, ona ;/ P(x

x>e X

Q.
=

-/ o) goy [ g,
e<|x|<1

x Jxlz1 x

Orx — 2(0) étant intégrable sur [, 1] et impaire : / 2(0) dx = 0.
X e<lx|<1 X
Ainsi :
/ ACIN :/ o(x) = 9(0) 4. v ACI
|x|>e X e<|x|<1 X [x]>1 X

- 9(x)
_/‘;é\x\éllp(x)dx—i_/\x\)l v

Or, par convergence dominée on obtient :

(22 )= e, 2o

Et on en déduit alors :

1 dx
(v (5)-0)| <2l [ S lx = 200l <20 #2105 50l

1
Ce qui montre que vp <x) est tempérée.

1
5. Pour plus de commodité, je vous propose de noter désormais T = vp (x> .

De I’égalité xT = 1, on déduit xT =1 = 274

1d /~ A
En conséquence, —;d—g (T) =27y, d’'ou T = —2imrH + C, avec C € C a déterminer.

Soit ¢ € S(R), (T'o (—1d), ¢) = (T (~1d),§) = (T, §o (1d)).F]

+oo : + :
Maisona: ¢(—x) = %/ p(t)e™ dt = %/ p(—u)e ™™ du = ¢go (—I1d)(x).

— —

Donc (T o (—1d), ¢) = (T, ¢ o (—1d)) = (T, @ o (—Id)) = (T o (—1d), ¢).

e oo T
Mais (T o (—=1d), ) = lir% ( G”(xx) dx +/ QD(XX) dx)
e—> —oo p
+ —0o0
- ( ) gy [T dx> = —(T,9).
e—0 +oo X —¢ X

On en déduit donc que To (~Id) = T o/(—\Id) =-T.
On prend alors ¢ € S(R), avec supp ¢ C R, et/ =1
R
Ainsi: C = (To (=1d), ¢) = —(T, ¢) = 2ir — C,d’ou C = ir. n

Références

[Zui] C. ZUILY — Eléments de distributions et d’équations aux dérivées partielles, Dunod, 2002.

86. On va peut-étre pouvoir arréter de détailler maintenant...
87. Notez qu’on a ici utilisé le fait que le jacobien de (—Id) vaut 1.
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Formule des compléments
Lecons : 236, 245, 207, 235, 239

[AM], section 8.4.4
Théoréme
On rappelle qu’on définit la fonction Gamma d’Euler par :
—+o0
vz e {seCR(s) > 0},T(z) = / Flet dt
0
On a l’égalité suivante :

T
sin 71z

Vze {seClo<R(s) <1},T(z)(1-2z) =

On commence par montrer le lemme qui suit.

Lemme

On a 'égalité suivante :
dt T

1+1) ~ sinma

Y 0,1 o
€|V, 1],
x €] [/0 T

Démonstration du lemme:
Va €]0,1], on définit I /+°° d
« €10, 1], on détimi = —_—.
YD (141
I, est bien définie car c’est I'intégrale d"une fonction mesurable positive ; on a méme I, < +co. En effet :

1
— f m est continue sur |0, +-oo[ (donc localement intégrable) ;

1
: m o qui est intégrable car 0 < a < 1;
_>

1
TESY. qui est intégrable car w +1 > 1.

O\{-1} — C
z —

0 ——  ~
t(1 4 t) t—=too

On note ) = C\R* et f : , ot on convient z% = r¥ei®? i on

quand z = re

z%(1+z)
0 €]0,27].

La fonction f est holomorphe sur Q\{—1} et posséde un pole
simple en —1 avec:

Res(f,—1) = zl—i>n—11 (1+2)f(z) = —1)

Pour R > 1, on définit le chemin yg = Cg U I UTg U I, ot

_ L e m 3] .
RS

. 1
S I IR2 — —| .
R [ R’ R+ R2|’

—Tg= {Rei"

1
6 € [0r, 27T — 6R] }, avec Og = arcsin =~

= |

Le théoreme des résidus donne donc :

VR > 1,/ f(z)dz = 2ime ™
TR
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On va passer a la limite quand R — 400
Tout d’abord :
1—a
3n 3n 1 1
1 . 1 . = R
f(z)dz| = /2 f(el(’)ieled() g/z aRdGSH( ) — — 0
Cr z R R z (%) ‘1+%eig 1— % R+
Aussi :
27 iRei@ 27T R 1—«a
= - - < —————df < 25—
T f(Z) dz ‘ 1 Or ZH—GR](G) Rueiad (1 + Relg) d@‘ 0o R= ’1 + Re1€| 0 an —1 R—>—+>oo
R2—
£(2) dz—/\/i( )dt /V e _al __dt.
+x) (+t+g)
— t*, ona:

De plus : /
NG (LT 1\
— 24 =
Comme (t+ R) ( e+ R2 P <1arctan n )) Kot
i 1

- 1}0,\/@](1‘)]( — Tpee(t )m

i
=+t
R * R—+c0
1 e
- ‘]1} 0,\/@] (t)f <R + t) < ﬂRH(t)m qui est intégrable.
Par théoréme de convergence dominée, on déduit :

I
R—lgloo If f2)
o .
Enfin, de la méme fagon, en utilisant le fait que <t — > R—+> 1?7 ona:
— 00
li dz = — fZimxI
Ri)I}:OO f( ) z ®
Donc (1 — e 27%) [, = 2izre 1", c’est-a-dire :
J——
sin 7t |
Démonstration du théoréme:
D’apres le théoréme des zéros isolés, il suffit de prouver 1’égalité pour z = « €]0,1[. Soit donc « €]0,1]
En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient
—+o0 —+o00 —+o0
T(a)[(1—a)= (/ t*le fdt) (/ s %e Sds) / / s lemtS drds
0
_/+oo/+oo Sth)dsﬁ
t
On réalise le changement de variables donné par le systeme { B Ss +i et dont le jacobien vaut
- 1
1 1 1 S 1 v ov+1
d t _ = — _ = = —_ =
ay 2)l=iva=iti=%
On en déduit donc :
too ptoo dudo Foo 1 oo Foo do
T@)(1—a) = —agu :/ 7/ *”dd:/ —
(@)T(1 =) /0 /0 | o o (v+1) ¢ e 0o o(v+1)
T
 sin 7w [ |
Références
[AM] E. AMAR et E. MATHERON — Analyse complexe, Cassini, 2004
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Formule sommatoire de Poisson
Lecons : 240, 246, 254, 255, 228, 235, 241

[Gou An], probléeme 4.4 et exercice 3.4

[Wil], exemple 7.29.f)
Théoreme
Soit f € S(R).
Alors la série ) f(.+n) converge normalement sur tout compact de R et :
nez
Vx€R, Y fx+n)= Y f(n)e* ™,
nez nez
ot on a noté f(x / f(t)e 2™t dt, pour x € R.
Démonstration :
1. Comme f € S(R), en particulier, Vk € N, ) (x) = O (;)
o M
Ainsi, IM > 0,Vx € R, |x| > 1 = |f(x)| < 2
M M

DouVK > 0,Vx € |[-K,K|,Vn € Z,|n| > K+1= |f(x+n)| < < .
—KK a Fetm)] < e < =R
Donc la série 2 f(.+ n) converge normalement sur tout compact.
nez
On note F sa limite simple.

De facon similaire, on montre que 2 f'(.+ n) converge normalement sur tout compact, donc uni-

nez
formément sur tout segment de R.

On peut donc appliquer le théoréeme de dérivation des séries de fonctions (on rappelle que f est
Cl): F est donc de classe C! sur R (en fait le théoreme dit d’abord “sur tout segment de R”) et

Vx e R, F'(x) =) f(x+n).
nezZ
N+1
2. Par ailleurs, soitx € R: VN € IN, Z fix+1+4n)= Y flx+n).
-N —N+1

Donc en faisant tendre N vers I’ 1r1f1r11, on obtient F(x + 1) F(x); F est donc 1-périodique.
On va calculer ses coefficients de Fourier, pour N € Z :

1 .
CN(F):,/O F(t)e_ZUTNtdt = 2/ f +1’l —2i7Nt g4 — 2/ f e 27Nt —2imNn 44

(Cvu nez nez
+00 . N
= [ fe ™ ar = F(N)
0]/ —co
Comme F est C! sur R, sa série de Fourier converge normalement vers F sur R et :

Vx € R, F(x) = Y f(n) 21”’”

nez
|
88. Dans les lecons sur les distributions, on fait le corollaire 1, dans les autres, on fait le corollaire 2.
89. Car apartirde [n| > K+1,0ona: Hf +1)| KKH _O(nz)
1
90. L'intégrale converge car f(t) = O 4w (t—z)
91. Rappelons que la période de F vaut 1.
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Corollaire (Une distribution invariante par transformation de Fourier)
On note 7 = Z O

kez
Dans §'(R),ona:dz =6z = Z ek,
kez
Démonstration:
1. Montrons que b7 définit bien un élément de S'(R )
D’apres ce qu’on vient de faire : Vg € S(R), (57, ¢) = )_ ¢(k) est bien défini.
kez

Reste & montrer que Jz est une distribution tempérée.

On rappelle que ||.||np : ") (x )‘ oun,p € IN, sont les semi-normes qui définissent la

topologie de S(R).

¥p € S(R), |3z, 9)| < Y lo(k) = |p(0)| + Y ’kz )
kez keZ*

=

kez*

( 0)

Ainsi, 67 € §'(R).

2. On peut donc calculer sa transformée de Fourier, en utilisant la transformée de Fourier en 0 :

Vo € S(R), (07, 9) = (62,8) = Y ¢(n) = Y 9(n) = (07, ¢).

nez nez

Donc Si = 0y.
D’autre part, ona, pourn € Z, ¢ € S(R) :

~ — —+oo . .
(Gor ) = (60,8 = 90 = [ gw)e M dx = (2T, ).
Ainsi, dans S'(R), 0z = ) e 27k = Y~ Q2irkx, .
kezZ kezZ

Corollaire (Une égalité entre deux sommes)

VS>O,Ze*””25: Ze ;.

nez neZ

Démonstration : ,
Soit « > 0, on va appliquer la formule sommatoire de Poisson a f : x — e ™%,

Soitn € Z, f(n) = /+OO e 2imnt gy — = /+Oo e e VR duy = LI(n) ollon a posé u = /ut et
’ —co V) -o Va o P

+oo _
Vx € R, I(x) ::/ e e R du.
—0
On va chercher une équation différentielle vérifiée par I ;
. il
— [ est dérivable, en effet : posons & : (x,u) — e e VR,
- Vx € R, h(x,.) est C! et intégrable (par comparaison avec l'intégrale de Gauss);

oh 8 T comy
- Vxu€eR, ——(xu)= oin L e e Vs
ax \/&
o oh 27Tu ) o
~ 5, est continue sur R et Vx, u € R, | == (x, u) ’ < Te—uZ, fonction majorante a la fois intégrable
M

et indépendante de x.

— —+00 _
On en déduit en plus que I'(x) = 27 / e T

VL =~
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— Par une intégration par parties :

_ o ~+o0 oo B o
I(x) — e—uz.i\/&e 217‘()6\/& 7/ 72ue_uz .\/&e 21nxﬁdu
2imtx R 2imTx
g V[T e R
iI7Tx J—oo
= YRV = 1)
imtx —2im 212

Donc I(x) = I(0) exp (— 7-(2x2) = /mexp (— 7T2x2)‘

14 o

R 2,2
Ainsi, f(n) = \/jexp (— nan >

On applique la formule de Poissonen 0: ) | e v = ) LS
nez nez
. T _n’n 2
On pose enfin s = —, et alors : Ze s :\ﬁZe s, [
a nez nez

Références

[Gou An] X. GOURDON - Les maths en téte : Analyse, 2¢ éd., Ellipses, 2008.
[Wil] M. WILLEM — Analyse harmonique réelle, Hermann, 1997.
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Harmonicité et propriété de la moyenne
Lecons : 222, 215, 228

[X-ENS And], exercices 1.23 et 1.24
Théoreme
1. Soient U un ouvert de R? et f € C?(U, R) vérifiant la propriété de la moyenne, c’est-a-dire telle
que:
1 27
V (x0,y0) € U,3rg > 0,Yr € 0,70, f (x0,y0) = e f (xg+rcosb,yo+ rsinb) df
0

Alors Af = 0sur U (on dit que f est harmonique sur U).

2. Réciproquement, si U est un ouvert de R? et si f € C2(U,R) vérifie Af =0,
Alors f vérifie la propriété de la moyenne sur U.

Démonstration :

1. Soient (x, o) € U et ry donné par I'hypothese.
27
Onposem : r+— / f(xo+rcosb,yg+rsin@) do pour r € [0, 7|
0

Par hypothese, m est constante, égale a 27t f (xg, o).
Pour simplifier, on note g : (r,60) — f (xo +rcos6,yy + rsinb); g est continue sur [0, o[ x [0,277] et

2
admet des dérivées partielles g—f et 37‘3 sont continues sur [0,27] & r fixé dans [0, rg].

Par théoreme de dérivation, on obtient les dérivées de m sur [0, o[ :

27 0 0
Vr € [0,70[,0 = m'(r) = / <cos€a£ (xo +rcosb,yp+rsinb) + sin@ajy[ (xo +rcosb,yy+ rsin0)> do
0
Puis en redérivant, en utilisant le théoréme de Schwarz (les dérivées partielles sont toutes prises en
(xo +rcos,yp + rsind) pour plus de simplicité) :

2

‘WE[O}’[O—m”(r’)—/27T 2()a—-|-2 Gin()i_i_ inzgaif de
ANV A == 0 COS axz COSsU S axay S ayz

En particulier, quand on prend r = 0 dans cette égalité, on obtient :
2 27 2 21 2 2 1 —
0= of (x0,Y0) /0 cos20 + 1 dé + oS (x0,Y0) /0 sin 26 d6 +ﬂ (x0,Y0) /0 17 cos26 do

ox2 2 0x9 oy2 2
X xXoy y
=7 =0 =7

= 1tAf (xo, Yo)

Et f est donc harmonique sur U.

2. Par translation, on se ramene au cas o1 (0,0) € U et il suffit de ne montrer la propriété de la moyenne
qu’en ce point.
Comme U est ouvert, il existe R > 0 telle que B(0,R) C U.
La fonction g : (r,60) — f(rcos8,rsin ) est continue sur [0, R[x [0, 277] et admet une dérivée partielle

a—f est continue sur [0,27] &  fixé dans [0, R].
27

On en déduit que F : r — / ¢(r,0) do est de classe C! sur [0, R].
0

/ o of - 9f -
De plus, Vr € [0,R[, F'(r) = / cos0==(rcosf,rsinf) + smG@(;’ cosf,rsin@) | do.
0

ox
On considere la forme différentielle w = — 3{; (x,y)dx + % (x,y)dy etsoitI' = C(0,r), paramétré par
6 — (rcosf,rsinf),our € [0,R].
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ox
o ( of\  ®f Rf o (of o
@ (ay> = *W = @ = g g et w est une forme différen-

tielle fermée... et comme D(0, R) est étoilé, par le théoréeme de Poincaré w est exacte.

- o of . af . /
Ainsi, / w = / rsmG@(rcos 6,rsin0) + rcos@——(rcosf,rsinb) | do = rF'(r).
r 0
Mais f est harmonique, donc

Ainsi, comme T est un arc fermé, on en déduit que Vr € [0, R[,7F'(r) = / w = 0.
r

Donc Vr €]0,R[, F'(r) = 0, et par continuité en 0, F est donc constante sur [0, R[ et demeure égale a
F(0) = 27£(0,0).

27
Dong, finalement : 3R > 0,Vr € [0,R[, f(0,0) = %/ f(rcosf,rsinb) de. ]
0

Références

[X-ENS An4] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS - Oraux X-ENS Analyse 4, 1 éd., Cassini,
2012.

n
92. Comme on l'utilise rarement, un petit rappel sur le théoreme de Poincaré. Dans R", on écrit w = ) _ axei (ot (ef)
k=1
est la base duale de la base canonique de R") et on souhaiterait réussir a montrer que w posséde pour “primitive” la fonction

1<k<n

1
frx— | w((I—ta+tx)(x —a)dt, ot a est au coeur de 'ouvert étoilé U ; en pratique, pour tout i € [1, n], on va montrer
0
d
I'égalité % (x) = a;(x). Pour cela, on utilise le théoréme de dérivation des intégrales a parametre.
i
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Inégalité de Hoeffding et application[”

Lecons : 253, 260, 261, 262, 229
[Ouv2], exercice 10.11
Théoréme
] Soit (X;),cn+ Une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et centrées.
De plus, on suppose que Vn € N*, X, est ps bornée par c,, ot ¢, > 0.

On note : Vn € IN%, S n—ZX etan_Zc
j=1 j=1

2
Alors Ve > 0,Yn € N*, P (|S,| > ¢) < 29XP< 22)
n

Démonstration:
— Ilva s’agir de démontrer le lemme qui suit.

Lemme

Soit X une variable aléatoire réelle, centrée, et ps bornée par 1.
On note Ly sa transformée de Laplace.

2
Ona:VteR,Lx(t) <exp (2)

Démonstration :

1-— 1
Soitt € R,ona:Vx € [~1,1], tx = ~——~ (—t) + erxt‘
- , . P i o 1—x , 14x,
Dong, par convexité de ’exponentielle, on en déduit : Vx € [—1,1],e"* < — e "+ - e.

Mais on sait que | X| < 1 ps; en particulier, e'X est bornée ps donc admet un moment d’ordre 1.
Ainsi, Ly est bien définieen t et :

El1-X] ., E1+4+X , 1 P > 21 >, 21 t2
< — = 2 < 2 = == .
Lx(t) < 5 e+ 5 e 5 (e —|—e) cht 2n)! < 12" exp 5 u

— Fixons n € IN*. X )
i t
On applique le lemme aux variables C—‘], ouje[l,n]:VteR, LXj(t) = Lx; (tc;) < exp (2 f)

]
4 el
Mais par indépendance des exp (tX;) pour j € [1,n], il vient :

2
Vt € R,Lg, ( HLX < exp (tzan) .

— Soientt >0ete >0;0na:S, > ¢ < efSn > et
Ainsi, par I'inégalité de Markov, on obtient :

E [ef*"]

ets

12
_ e—tSLsn(t) <exp (—ts + 2an> .
o . o e 2o
Cette inégalité est vraie pour tout t > 0, donc en particulier pour t = P ol —te + Ea" réalise son
n
2

. ea, ¢ €2
minimum, d’ott: P (S, > ¢) < exp o ) =ep (-5
n n n

P(S;,>¢)=TP (ets” > ets) <

— Soit € > 0 quelconque.
Ona:P(|Sy| >¢) =P (S, >¢)+P (S, < —¢).
Mais on aurait pu appliquer tout ce qu'on vient de faire aux variables —X;, ot j € [1,n], et donc :

2
P(Sy < —¢) =P (=S5, >¢) <exp (—;)

(n

2
Et finalement, IP (|S,| > ¢) < 2exp < 2) [ ]
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Corollaire

Soit & > 0; on ajoute I’hypothése supplémentaire : 38 > 0,Vn € N*,a, < n?*F,

Alors : S— —> 0.

n% n—oo
Démonstration :
_ . 17202 nBe2
Soit ¢ > 0, on a, par Hoeffding : Vn € IN*,IP (|S,,| > n"¢) < 2exp ( % ) < 2exp (2
n
nbPe? 2
Mais la série ) | exp (—2> converge (par le critere de Riemann), car 3N € IN*,Vn < N, % nP > 2Inn
n>1
. nPe? 1
etdonc IN € IN", Vi < N,0 < exp 5 > I
Ainsi, la série ) P (|S,| > n¢) converge, d’o, par Borel-Cantelli :
n=1
Ve > 0,IP <limsup{|Sn| > n“s}) =0,ielP (11m1nf{|Sn| n s})
n—oo
En particulier, Vp € IN*, P ( U ﬂ { —’i‘ < }) =1.
nelN* k>n P
s s ; ol c Splw)| 1
C’est-a-dire : Vp € IN", 3N, négligeable, Vw € Np,Eln € N,Vk > n, o < E
Onposealors N = | | Np, alors N est négligeable et :
peIN*
Yw € NS, ¥p € N*,3n € N, Vk > n Sk}f:”) ’ < ;.
’ Sn ps
Ou, en d’autres termes : — 0. ]
n“ n—»00

Références

[Ouv2] J.-Y. OUVRARD — Probabilités 2, 3¢ éd., Cassini, 2009.

93. Allez, une autre application, si vous aimez les statistiques; elle provient de la partie 3.2 du livre Statistiqgue mathématique,
de B. CADRE et C. VIAL, paru en 2012 aux éditions Ellipses. Placons-nous dans un modele statistique (H",{Pp}gcq) avec

H C Ret® C R”. Le parametre d’intérét est () avec ¢ : ® — R une fonction continue On suppose que X, ..., X, sont
indépendantes et identiquement distribuées, de loi Py, bornées Py-ps et avec [Eg [X1] = g(6). Soit ¢ une borne Py-presque stire

de X7 — g(0). On veut un intervalle de confiance pour g(6).
n2e? ne? .
> ns) < 2exp (_W) = 2exp (_E> Soit & €]0,1],
&2

2.2
22 > iere=cy/ = ln —. Des lors, on obtient I'intervalle de confiance par excés au niveau
2 2
— cw Xn +cy/ = }
n o
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Par Hoeffding, Py (|X, — g(6)| > ¢) = Py (i <Xj —g(9))
j=1

on choisit € de sorte que & = 2 exp (

1—a,pourg(f): I, =
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Intégrale de Fresnel
Lecons : 236, 239, 235
[Gou An], exercice 5.4.5
Théoréme

On a I'égalité suivante :

=3

/+°° e dx = ﬁei
0 2

Démonstration : -
On pose & = / el dx.
0
t
Pour t,T > 0, on pose : f(t) :/ ix? dx, F(t // ]2 4) dxdy et I(T /
0 0.t

On va exprimer F(t) de deux manieres.

D’une part, la fonction (x,y) — e!(**+¥%) est continue sur le pavé compact [0, t]?. En appliquant Fubini, on
obtient : F(t) = f(t)2.

D’autre part, notons :

At = {(x,y) € ]Rz’x e0,tjety e [O,x}}

Al = {(x,y) € le‘y cl0,tetxe [o,y]}

La fonction (x,y) — (v, x) est un C!-difféomorphisme de A; sur A].
Par changement de variable, on obtient : Ay

= // el(x*+v%) dxdy+// el (¥ +v) dxdy =2 // el(x+v%) dxdy
I A JJa

La forme de l'intégrande suggere alors un passage en coordonnées polaires : (r,6) +— (rcos8,rsinf) est

1 3eees . __ 2 T t
un C*-difféomorphisme de K; := {(r,@) eR°|0 € {O, 4} etr € [0, COSG] } sur A;.

On obtient alors :

i 1 (5 [a@e,. g2 i it? in i ir2
F(t) =2 ir? :7/ / 2irelr :_-/ L N :7_./
) / /K e rdrdé ) J, e drdf G ey de rol e vy de

Puis, en injectant dans I(T), on obtient :

I(T 7_7// ( >d(9dt

t
En appliquant Fubini, puis le changement de variable u = osg’ " trouve :

it 1 _ It cosﬂ 1MZ 771 g T
(T / / ( ) dtdé T/ / cosfdudf = T f(c 59>c050d0

On souhaite désormais faire tendre T vers +oco0. On va montrer que f est bornée au voisinage de +co. Il

. L 2
suffit de montrer que I'intégrale de Fresnel est convergente. Etudions / e du.
1

Par changement de variable u = x? et en faisant une intégration par parties :

2
too . du et 1 7 S U | it el 1 el
/e“‘ de/ em—z |::| _/ f—3du: 7—*—0— / —3du
1 1 2\/u i2yul, 11 gy 2it 4i us
tjoo quantité bornée par
convergence dominée
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7T

Donc f est bornée au voisinage de +oo, donc lim I(T) =i—
T—+o00
®?. Montrons que lim I(T) = &2,

Par ailleurs, lim f(t) = ®et lim F(t) =
t—+o00 t——+o0 T—o0
Soite > 0;3A > 0,Vt > A, |F(t) fCDZ‘ < E.Soitir’> A ona:
2l 2 / 2‘ / 2’
T/ dt—l—T/ dtpuls‘ CD‘ T - dt+T —®°| dt

<% pour T>Ty

I(T) — ®?| < ¢ d’ou Jim I(T) = @2

f

Par unicité de la limite : > = i ,dou® = +-——
Pour déterminer le bon signe, on regarde le s1gne de Im (<I>)

o © . du © sinu © 2(k+1)7 giny

Im (&) =Im / elxzdx>:lm (/ em): ——du = / ——du
(@) ( 0 0 2\/u 0 2Vu ,(;) 2k 2\/u

1

(2k+1) 7T gj 2(k+1) 7 i o (2k+1)7T gj
/ smud smudu _ 2/ sinu (1_ )du >0
2 2 \Vu Ju+n

kg‘) 2kn 2\/u (2k+1)m 2y/u = J2kn
Ainsi, ® = ?ei% ]
Références
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Méthode de Newton
Lecons : 226, 229, 232, 253, 206, 218, 219, 223, 224, 228

[Rou], exercice 49
Théoreme
Soit f : [c,d] — R une fonction de classe C2.
On suppose f(c) <0 < f(d) et f' > 0sur [c,d]; f s"annule donc en un unique point de |c, d|, noté a.
fx)
f'(x)
1
1. Nl existe C > 0, tel que si |x9 —a| < —, alors Vn € IN, x,, est bien défini et |x, —a| < |xo — a|.

C
Dans ce cas, (x,) converge vers 4 a vitesse quadratique.

Pour xg € [c,d], on pose tant qu’on peut x,,+1 = F (x,), oU F : x +— x —

2. Si f” > Osur [c,d] et xyg > a, alors la suite (x,) est bien définie, Vn € N, x, > a.
1
a
f ( ) (xn —(1>2.

Dans ce cas, on a I’équivalent : x —a ~
7 q n+1 oo 2f,(a)

Démonstration :
Etape 1: Soit x € [c,d], comme f(a) = 0,0na: A
F(x)—a=x— ]j:/((i)) —a
_ ., f)—fla)
TR
_ fla) = f(x) = (a—x)f"(x)
f'(x)

Et par I’égalité de Taylor-Lagrange, il existe z com-
pris strictement entre 4 et x, tel que :

On en déduit donc :

\

_ ') \\/a

2
F(x)—a= 2f,(x)(x—a)
Etape 2 : Montrons la premiére partie du théoréme.
1
On pose C = M ; C est bien défini car f” et f’ sont continues sur le segment [c, d], intervalle
min

sur lequel f' > 0.
Onaalors: |[F(x) —a| < Clx —al?.
1
Soit a € ]O,C {, telque I := [a —wa,a+a] C [c,d];
Alors Vx € I, |F(x) —a| < Ca? < a, donc F(x) € [ puis F(I) C I.

94. On dispose d'une application. Soit y € R"*; imaginons qu’on veuille estimer a = ,/y. Soit f : x — x? — y, définie sur un

2 _
intervalle [c,d], avec 0 < ¢ < d et > < y < d?. Pour approcher a, on doit itérer la fonction F(x) = x — o 72 Y.
. _ (x —a)? B (x+a)?

Onaalors: F(x) —a = P et F(x)+a= S .
Dong, en prenant xg €]a,d] et en posant x, = F" (x(), on obtient : nta <M> .

Xy —a Xg—a

2 2 2Vl 2 2!1
Par conséquent : 1 + & =(1+ 4 ) >1+( 4 ) .
Xn — Xg—4a Xp—a

J— 2"
On obtient donc un encadrement de l'erreur : 0 < x,, —a < 2a (xozu a) .
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Par conséquent, si xg € I, alors Vi € N, x,, € I et |x,41 —a| = |F (x,) —a| < C|x, — al?.
Et par une récurrence immédiate, il vient :

Clay —a| < (Clxpoq —a))? < ... < (Clxg—a)? < (Ca)*

Ce qui prouve la convergence d’ordre 2 de (x,,) vers a car Ca < 1, dans le cas ott |xg — a| < a.

Etape 3 : Utilisons désormais I’hypothése supplémentaire : f/ > 0 sur le segment [c, d].

Pour x €|a,d],ona: F(x) = x — jj:’<(f€)) < xcar f/ > 0Qet f s'annule en a.
i
D’autre part: 3z €]a, x[, F(x) —a = 2f f’((jc)) (x —a)? > O car f” et f’ sont strictement positives.

Ainsi, Vx €la,d]|,a < F(x) < x < d, donc |a, d] est stable par F.

On a méme : si xg €]a,d|, alors Vn € N, x,, €|a, d] et la suite (x,) décroit.

Comme (x,) est également minorée par 4, la suite (x,) converge ; on note ! € [a,d] sa limite.
I est un point fixe de F donc par conséquent f(I) = 0 et donc! = a.

Comme dans le cas précédent, |x, 1 —a| < C|x, — a|* et donc la convergence est quadratique.

Etape 4 : Enfin, cette inégalité est essentiellement optimale.

_ Xpr1—a 1 f"(zn)
Sia < xg < d,alors Vi € N, x,, €]a,d] et Iz, € ]a, x,[, 21 == "
! 0 n €lad] n € Ja, x| (xn—a)2 2 f" (xn)
f" (zn) f"(a)
2" (tu) e 2f'(a)

f”(ﬂ) (xn _ 11)2

T T S 27 (a) -

Par continuité de f’ et f”, on déduit , d’oti finalement :

Références
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Méthode des petits pas

Lecons : 224
[Rom], partie 8.5.4

Théoreme

Soit f :] —1,1[— R une fonction continue, et admettant un développement limité en 0 de la forme :

f(x) =x —axPtt 4 Bx? 1 40 (x?P11), aveca > 0, € R* et p > 0.

Sous de bonnes conditions initiales, la suite définie par x,+1 = f (x,) vérifie :

1 0% Inn Inn (1+ p)
= - d —— 0.
Xn A T’"‘”W—FO < {f) quand 7y := B #

Démonstration :

Etape 1: On peut écrire f(x) = xg(x) et x — f(x) = axP*1h(x), avec g(x) et h(x) qui tendent vers 1 quand
x tend vers 0.
Ainsi, 3y > 0,Vx € [—1,7],8(x) > 0eth(x) > 0.
En particulier, Vx €]0,%],0 < f(x) < x < 7.
10, 7] est stable par f donc si xy €]0,7], (x,) est bien définie et a valeurs dans |0, 7].

Etape 2: Deplus, Vn € IN,0 < x,,41 < x5, donc (x,,) est décroissante et minorée par 0.
Donc elle converge vers un point fixe ! de f, car f est continue, avec ! € [0, 77].
De l'inégalité f(x) < x valable sur ]0, 7], on déduit [ = 0.

Etape 3: Soit A € R;onnote y, = x*,, — x). Des lors :

n+1

Yn = X ((1—1xx + Bt (xﬁp))A—l)_x ( Aaxh + ABxit /\(/\zl)(axZY—i—o(xip))

= —Aucxn+p + (A/% + M_lzx2> x,zf +o0 (xip)

2
Cette relation ne nous intéresse vraiment que pour A = —p:
—r(=p=1) + 1
yn—pa—f—(—pﬂ—f—zrxz xn+o< )—pzx—i—p L xﬁ—i—o(xﬁ)n_)—gopac
%,_/
=Y

(Remarquons qu’on a ici utilisé le fait que x; —2 Oetp>0.)
n—oo
Par téléscopage, et par le lemme de Cesaro (qui sera démontré par la suite) :

%(x;p—xo ) Zyk—>p1x

n—oo

. 1
P pa, d’ottx, ~ .
n—o0 n—00 npu

1 _
1l s’ensuit alors facilement : an

Etape 4 : On suppose désormais y # 0; comme y, = pa + pyxh(1+0(1)), ona:

n—1 n—1
Y vk =npa+py Y xp(1+o0(1).
k=0 k=0

n—1
Onnote S, = *=° ,desorte que S, = Y x} (1+0(1)).
Py k=0
o 1 1 1
Mais x}, ~ —— ~ ————— etcomme ) —— diverge, ona:

n—eo npa n—oo (n+1)pa +1

n=0
| 1 7=l 1 k+2 1 Inn

~ =Y Y (14— 1 1) ~ 21
Snn%oo pp{k;ok—F] naoop[xk‘;;’)n< +k—|—1> naoop[x (Hk+1 nﬁoopw n(n+ )n~>oo p
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n—1
Dot )y = npa + %lnn(l +0(1)).
k=0

Puis x,, ' = npa + %Inn—i-o(lnn).

1
. _ 1 yInn Inn\\ » 1 v Inn Inn
Enfin x, = (npa) 7 (1 + Pl +o0 (n )) = i 1 2 —- +o — 1)

1 1 1
Ce qui revient a conclure : x,, = i LU ( nr ) . [

piw palypanin \ni/n

Lemme (Cesaro)

Soit (a,) € CN, une suite qui converge vers | € C.

1 n
Alors lim — a, = 1.
lim =) o =1
k=1
Démonstration :

Soite > 0;IN € N*,Vn > N, |a, — 1| < e.
Alors, pourn > N :

n n

n N
Y oag—nl| <|Y ar—NI|+| Y ax—(n—N)I|<K+ Y |ap—I|<K+(n—N)e<K+ne
k=1 k=1 k=N+1 k=N+1
=K
1& K
PuisVn > N, fZak—l < —+e
ni= n
K 1 &
Or,EiN12N,Vn>N1,E<setalorsVn>N1, EZak—l < 2e. [}
k=1
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Nombre de zéros des solutions d'une équation différentielle

Lecons : 220, 221, 224
[ZQ], théoreme X.VI.3

Théoréme
Soienta € Ret g : [a, +00[— R** une fonction de classe C.

—+00
On suppose que / \/q(u)du = +oo et que q'(x) = ox_>+oo
a
Soit y une solution réelle non-nulle de y” + qy = 0 sur [a, +-o0] et soit N (x ) le nombre de zéros de y
sur [a, x].

Alors N(x x_>+oo 7_[/ \/q

Démonstration :
Etape 1: On va faire un “changement de temps” : posons, pour x € [a, +o], / \/q

Alors T est C! sur [a, +oo[ et Vx € [a, +00], = /q(x) > 0.

Donc T est une bijection C! croissante de [a —i—oo[ sur ]R+ et donc 7! est une bijection C! croissante
de R* sur [a, +oo[.[]

On posealors Y =yot~!,ieVx € [a, +oo[, y(x) = Y(1(x)).

En conséquence, pour x € [a,+00] :

V() =) = a0y ety = SLELY () + 4 (r(0)

%]

L'équation devient alors : q(x)Y" (t(x)) + 1) Y'(t(x)) +q(x)Y(t(x)) = 0.

24/q(x)
q'(x)

En posant t = 7(x) et ¢(t) = ( , on obtient finalement :
2q(x

~—
NI

Y'(t) + @(H)Y'(t) + Y(t) = 0,0ttt € RT.

Etape 2: On rappelle le lemme de relévement.

Lemme (Relévement)

Soient y1, 1> : [a, +00[— R de classe C! et sans zéro commun ; on note w = Y115 — yayj.

Si y1(a) + iy2(a) = roe™®, alors on peut écrire : y; = rcosf et yy = rsinf, avec r = y/y3 + 3 et
X / T olt) dt
a r(t)?
Démonstration :
. _ > ()
On pose ¢ = y1 + iy, (par hypothese, ¢ ne s’annule jamais) et ¢ : x — / o(5)
Ja

/
Alors (pe )" = (¢' —y/g)e ¥ = <<P' B g;‘P> e ¥ =0
Dot Vx € [a, +-0of, p(x)e ¥ = p(a)e V() = rpei® exp (— Inrg —i6p) = 1

95. Cette hypothese est indispensable : exhibons un contre-exemple. Prenons a = 1 et g(x) = ﬁ. Onag'(x) = % puis
’ =1
Lxl = 2% = —4 Résolvons y" + ﬁ y = 0. On commence par chercher y(x) sous la forme x*; alors on trouve & = % Ainsi,

907 53
V/x est solution de 1'équation (on pourrait déja conclure notre contre-exemple). Par la méthode de Liouville, on va chercher

y(x) sous la forme \/xz(x) ; on se ramene alors a z” + 1z’ = 0; et on obtient y(x) = v/xInx.
1
96. Rappelons que (f o f~1) (x) = x fournit (f~* /(x) =
PP que (fof™) (f) (fo f1) (x)

97. Qu’on n’aura jamais le temps de démontrer au tableau, ni méme d’énoncer.
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Donc y; + iy, = e¥ = rel? ot 'on convient r = /y? + 3 et 6 = Im ¢.
Mais pour tout x > a4,

iy} +i t) +i
Pp(x) = lnro+190+/ Mdt lnro+190+/ ot %51( ) Hinat) g,
Donc 6(x) :904—/’2 nit (t;)’(t)Z v2(B (¢ dt:GO—l—/axfEE;ldt. |

Supposons que Y et Y’ aient un zéro commun en t.
Comme ¢(t) t—+> 0 et comme ¢ est continue sur RY, elle est bornée.
— 00

1 . _ /
Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systeme différentie1< l{/, ((:)) ) — ( Gli(t) O1 ) ( Y'(t) )

!
admet une unique solution quand on lui rajoute la condition ( l;( ((tfo)) ) = ( 8 ) .
0
Ainsi, Y = 0, et donc y = 0. Mais on avait exclu cette éventualité : contradiction.
Donc Y et Y/ n’ont aucun zéro commun.
Par le lemme de relevement, on obtient Y = rsinf et Y/ = rcos6, ot 7,6 : Rt — R sont C1.

Etape 3: En dérivant ces égalités, on obtient :
Y = 1¢'sin0+r0 cos® = rcosb (L)
Y' = t'cos—rfsinf = —g@rcosf—rsinf (Lp)

Alors cos6 (Ly) —sin@ (Ly) fournit: 1§’ = r + ¢rcos 6sin 6.
sin 20

Et sachant que r ne s’annule pas,ona: ¢ =1+ ¢

Ainsi, Vt € R, |0/(t) — 1| = \¢(t)||5m29(f)l < Iqogt)l.
/
Or ¢(t) St 0, donc &’ (t) il 1.
Foo t ot
Comme/ dt diverge, ona: 6(t) —6(0) = / 0'(s)ds ~ / ds — ¢
0 0 0

t—+o00

En conséquence, on obtient: 0(t) ~ t.
t—4o0

t
Etape 4 : Notons M} le nombre de zéros de Y sur [a,b] ; on va montrer que M}, e
—+00
Soit tg € RY, tel que Vt > to,0'(t) > 0, alors dés que t > tp, ona:

Mi, =#{u € [to,t]|sinf(u) = 0} =#{v € [0 (tp),0(t)]|sinv = 0} = #{k € Z|6 (to) < krr < 6(t)}

- VS)J ; Fj'(f)-‘ T e &r? oo %

o to ..
n va montrer que M, est fini.
Par I’absurde, si on suppose Méo = o0, alors I'ensemble {u € [0, f]|Y (1) = 0} possede un point d’ac-
cumulation u.
Soit (1, ) une suite dans cet ensemble qui tend vers .
Y -Y
Comme Y estC!,ona: Y (u) = lim Y (un) = Y(u) _ 0.
n—co Uy — U
Mais on a déja vu que c’est impossible... donc Méo < co.
E 6 ‘ML~ o~
n conséquence : M oMy T
Etape 5: Enfin, rattachons cela a la quantité N(x).
N(x) = #{s € [a,x][y(s) = 0} = #{s € [a,x][Y((s)) = O} = #{t € [0, T(x)][Y(t) = O}

(%) T(x) 1 (%
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Processus de Galton-Watson ™
Lecons : 223, 226@ 229, 243, 260, 264, 206, 241, 244, 253
Merci Laura! [ﬂ_m]

Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans IN.

Onnote, pourn € N, p, =P(X =n)etm =E[X] = Y} np, < co.
n=0

Soit (Xi,]')

laloiPx.

On définit la suite (Z;),,op de la fagon suivante :

jjeN une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, suivant

Zyp=1
Zy

Vn € N, Zn+1 = Z Xi,n
i=1

L'idée est alors de modéliser avec (Z,) la taille d'une population; plus précisément, Z, symbolisera le
nombre d’individus a la n®™¢ génération, et pour i € [[1,Z,], X; , représentera le nombre de descendants
que l'individu de la n®™¢ génération portant le numéro i aura engendré (les individus de la population
qu’on considere génerent des enfants tous seuls).

On va étudier la suite (Z, ), et particulierement, on va répondre a la question “Que vautP (3n € N, Z, = 0)?
(Quelle est la probabilité que la population considérée s’éteigne ?)”C@

Lemme
Ona:VneIN*",Vie N,Z, 1L X;,.

Démonstration:
Soit n € IN*; Z,, ne dépend que de Z,,_; et de la famille (X ,_1);cp-
Ainsi, par une récurrence immédiate, il vient : Z, ne dépend que de la famille (Xi/f)i>0 i<’
Et, par indépendance des variables Xi,]-, on obtient que Vi € N, Z,, 1L X; ;. [ |

98. On sautera l'aspect modélisation et le premier lemme. Dans la 229, on ne montre pas que 7T« est le plus petit point fixe
de G, mais on détaille la stricte convexité par la suite. Dans le dernier théoreme, on ne construit que les tableaux de variations,
et oralement.

99. Attention a bien justifier ce développement dans cette legon. C’est la suite (77,,),,cpy qui permet de ne pas étre de mauvaise
foi, évitez ’argument “On regarde la suite (Z;, 1), cp” qui est quand méme moins élégant ; ou encore pire : “Z, 1 = fu (Zu)”
qui est carrément hors-sujet.

100. [Un lien vers la page personnelle de Laura GAY,

101. On aurait pu se poser la question “Que vaut E [Z,] ? (Quel est le nombre moyen d’individus a la n®m¢

génération ?)”
Théoréeme

Ona:Vn € N E|[Z,] =m".

En effet, soitn € IN;

1
N
H

Zy

E[Z,1] =E Xin| =E |E Y X;4|Zs|| =E |E
i=1

7]

Il
—

|

(par Fubini-Tonelli, car 1;< 7, X;, > 0 ps et par Z,-mesurabilité de 1;< 7, )

o
Y i<z, Xin
i=1

I
&=
e
=
N

i<z, [Xin|Zn]

N

=E E [X;,] | (d’apres le lemme, on a l'indépendance entre X; , et Z;)

..&
N
N

=E m} = mE [Z,]
1

On conclut par récurrence, en utilisant le fait que Zy = 1.
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On note, pour n € N, 7, =P (Z, = 0); et meo = IP (3n € IN, Z,, = 0) la probabilité d’extinction.
Comme Z, = 0 = Z, 1 = 0, la suite d’événements ({Z, = 0}), . est croissante et on a bien :

noo:]P<U {Z"ZO}):,}EE‘O”"

nelN

Sipg=0,alorsonaVn € IN*,Z, > 1pset me = 0.
Sipg=1,alorsonaVn € N*,Z, =0pset me = 1.
On suppose donc désormais py €]0,1].

Proposition
(o)
On définit la série génératrice de X par G : s — E [sx} =) prs*.
k=0
On a les résultats suivants :
1. G est bien définie sur [0, 1] et y est de classe C.
2. (a) G eststrictement croissante sur |0, 1].

(b) G est convexe sur |0, 1].

(c) G est strictement convexe sur |0,1] < po+ p1 < 1.

Démonstration :

1. Yk € N,s > psk est de classe C! sur [0, 1], 1a série Z pi1* converge (vers 1), et la série de fonctions
k=0
) kpis©~! converge normalement (car X est intégrable) donc uniformément sur [0,1].
k>1
Par conséquent, la série Z prst converge uniformément vers G, de classe C! sur [0,1].
k=0

2. La série entiere E prst ayant un rayon de convergence > 1,on a:
k=0

(0]

Vs € [0,1[,G'(s) = Y_kpis et G"(s) = Y k(k — 1)pys* 2
k=1 k=2

Comme pg < 1,ona: Jkg > 0, p, > 0.
(a) Ainsi: Vs €]0,1[,G'(s) > kopk 50! > 0 et G est strictement croissante sur |0, 1.
(b) Aussi: Vs €]0,1[,G"(s) = ko (ko — 1) px,s5~2 > 0 et G est convexe sur |0, 1[.

(c) Sipo+p1 =1, alorsonaky=1etG estaffine donc n’est pas strictement convexe sur |0, 1.

Si po + p1 < 1, alors on peut avoir kg > 1 et G > 0 sur |0, 1] d’ot la stricte convexité. [
Proposition
oo
Pour n € IN, on définit la série génératrice de Z,, par G, : s — E [SZ”] = Z P (Z, = k) s.
k=0

Comme précédemment, on peut montrer que G, est bien définie sur [0, 1].
Ona:VneIN*G,=Go...oGsur[0,1].
—_—

n fois
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Démonstration :
Soitn € N, s € [0,1],

Gni1(s) =E [SZ"“} =E [Szizlﬁ Xi,n] =E

Zy
H SXf,rl
i=1

0 ]
—e|En 119
i=0 i=1

i
1z,= H SXW'] (par Fubini-Tonelli, car les termes sont tous positifs)
i=1

j=0
o0 j
= E E [1z,-] H E [SX’W} (car les variables en jeu ici sont toutes indépendantes)
j=0 i=1

- . I & . j
=Y P (Zi=NE[s*] = L P (Zi =) G(s) = GalG(s))
. =
On conclut par récurrence, en utilisant le fait que Z; = Xq g suit la loi de X. |

Proposition

La probabilité d’extinction 71« est le plus petit point fixe de G sur l'intervalle [0, 1].

Démonstration :
La proposition précédente donne : Vn € IN, Vs € [0,1], G,4+1(s) = G (Gxu(s)).
En évaluant en 0, on obtient la relation : 71,11 = G (71,,), puis par continuité de G sur [0, 1], on obtient que
Tle st un point fixe de G. Reste a montrer que c’est le plus petit.
Soit u € [0,1] un point fixe de G. On va montrer par récurrence que Vn € IN*, 7, < u.
- Ona:m =G(m) =G(P(Zy=0)) =G(0) < G(u) = u, car G est croissante.
- Sim, < u,alors 1 = G(7,) < G(u) = u, toujours par croissance de G.
Par conséquent, Vn € IN, 7t < u, puis par passage a la limite : 7w < u. |

Théoreme
Sim < 1, alors e = 1.
Sim > 1, alors 7 est 'unique point fixe de G sur |0, 1].

Démonstration :
On rappelle qu'on a deux cas :

- Sipp+p1 = 1, et alors G est une fonction affine; comme py > 0, la droite représentative de G
coupe en un unique point la droite d’équation y = x. Nécessairement, ce point d’intersection a pour
coordonnées (1,1).

— Sinon, G est strictement convexe sur ]0,1[; il en va alors de méme pour x — G(x) — x qui s’annule
donc au plus deux fois@

[e0]
Dans tous les cas, ona : G(x) — x s’annule au plus 2 fois sur [0,1]; aussi G’ (0) = py et G'(1) = ) _ np, = m.
n=1
Supposons m > 1.
Alors G’ — 1 est une fonction croissante
dep; —1<O0(arpy >0am—1>0, X 0 Tloo u 1
donc elle s’annule en un point « €]0,1].
La fonction GfI.d esF alors décrois- G'(x)—1 |p1—1 _ 0 4 i —1
sante sur [0, ] puis croissante sur [«,1].
Comme G(0) —0 = pg > O et G(1) — 1o 0
1 = 0, il existe un point dans l'intervalle \
]0,a] ot G—Id s’annule. G(x) —x 0
Tleo est donc I'unique point fixe de G sur \
l'intervalle |0, 1[ (car G en a au plus 2).

102. Effectivement, si cette fonction s’annule en trois points distincts, par le théoréeme de Rolle, sa dérivée s’annulera en deux
points distincts, 4 < b. Mais x — G(x) — x est convexe, donc sa dérivée est croissante, donc nulle sur [a, b]. Ceci implique que
G’ — 1 n’est pas strictement croissante, et donc que x — G(x) — x n’est pas strictement convexe. Attention a l'idée regue qui
consiste & penser que “strictement convexe” équivaut a “dérivée seconde strictement positive” (pour les fonctions deux fois

dérivables) — pour vous en convaincre, considérez x x4,
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Supposons m < 1.

Alors G’ — 1 est une fonction croissante sur [0, 1], néga- * 0 !

tive ou nulle en 1; donc négative sur [0, 1].

Donc G—Id est décroissante sur [0, 1], et s’annule en 1. G'(x)=1 |p1 =1 - m—1

Comme cette fonction admet au plus 2 annulations, elle

ne s’annule qu’en 1 (car sinon elle s’annulerait sur un po

intervalle non-réduit a un singleton). Glx) — x \

Par conséquent, 77, = 1.

0 ]
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Théoréme Central Limite['"
Legons : 218, 249[%%] 261, 262, 263, 223, 245, 260

[ZQ], section XIIL.IL.3.d)
[Nou], proposition 1.19.10

n

Soit (Xy),en+ une suite de vaiid L2, S, = ) X;, m = E[Xq] et0? = Var (X;) > 0.
i=1

Alorsona: Su_nm £

— N(0,1).

TZU'Z 71—>c>o

Démonstration :

. N . —m .
Quitte a travailler avec en lieu et place de X;, on peut supposer que m = 0 et 0> = 1.

On va donc montrer que \S/,% converge en loi vers une gaussienne centrée réduite.
On va utiliser le théoreme de Lévy et montrer que : Vi € R, ¢ S (1) — e*%
En effet, on dispose du lemme suivant.
Lemme 1

SiX ~N(0,1),

Alors Vt € R, gx(t) = e 2.

Démonstration du lemme 1:

1 : 22
Par le lemme de transfert, px(t) = — e~ 7 dx.
V2 JR
En fait ledler G(z) = —— [ e % d
n fait, on va calculer G(z) = T ]Re_e x.

G est bien définie sur C, on va appliquer le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale pour
montrer que G est holomorphe.
Plus précisément, on va l’appliquer sur tout disque D(0,R) ou R > 0:

- Vz € D(0,R),x — f(z,x) estintégrable sur R ;

- Vx € R,z — f(z,x) est holomorphe sur D(0, R) ;

103. On dispose de l’application suivante.
Soit une piece qu’on lance 7 fois ; on symbolise les résultats des lancers par une suite (X;);cp- de vaiid de loi b(p). On cherche
a estimer le parametre p.

Sp—mnp b (P)*ﬁ (

Wn?w

w _ Sn
En notant X, = . , cela revient a dire

D’apresle TCL, on a: 0,1).

— ) "5 Ao, ).

p) n—»c0
b P
Mais, par la loi faible des grands nombres : X, (1 Xn ii—go \/p(1=p).

b
Donc, en utilisant le lemme de Slutsky : (Q) N(0,1).

" o x_
X, (17Xn) (X =p)
Soit N ~ N (0,1), q le quantile d’ordre 1 — % de N(0,1),ona:

n —
P, (< /o=t (Xp—p)<q| ~P(N<q) —-P(N< —q) =2P(N<q)—1=1—a.
p( q Xn(len)( n=") q) (N<q)—T( q) =2IP(N < q) o

Donc, pour 1 assez grand, on dispose de l'intervalle de confiance asymptotique [X,, — =/ X (1=X0), X+ —=/ X (1= TH)]

o " v f
qui contient p avec une probabilité proche de 1 — a.
104. Pour la legon 249, on peut ajouter une comparaison de calculs d’intervalles de confiance asymptotiques, entre I'inégalité
de Tchebychev et le théoréme central limite ; pour cela, on peut prendre exemple sur le document de Laura GAY.
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2 2

2
~- Vx € R,Vz € D(O,R),|f(z,x)| = |[e¥e 7| = eReze=7 < eR¥e~7, majorant qui a eu la

bonne idée d’étre a la fois intégrable et indépendant de z.
Donc VR > 0, G est holomorphe sur D(0, R) et donc sur C.

2
Soit 1 € R, G(u k/ e dy = /

Getz — ezz sont des fonctions holomorphes qui coincident sur IR, donc, par prolongement analy-
tique, elles sont égales sur C.

2
En particulier, Vt € R, px(t) = G(it) = =5 .

xu u?
e2e 27 dx=e7.

Comme X; € L?, @x, estde classe C%; de plus :

t V)"
D’autre part, Vt € R, ¢s, (t) = ¢s, (\f) (§9X1 ()) , car les variables X; sont iid.
i

n
@x, étant de classe C2, on a le développement limité :

t t 2, €n £2
PX (\/ﬁ> = ‘PXl(O)*'ﬁq)X](O)*'%(PX](O)*'; =1- 7+— ,ottey — 0.
On en déduit alors que t)=(1- L 4o '
q QDST’% B 2n n )’
Lemme 2
i i - . Zn
Si (zn),cn+ est une suite de nombres complexes qui tend vers z € C, Alors nlgrolo (1 + ;) = e
Démonstration du lemme 2: )kt
noox 1 ( _ u) ik <
Ona:e* — (1 + Zl) = Z ak,nzl;fl avec ay, = k! 1 1k sik<n
n k=0 % sinon

Les ay , sont donc tous positifs, on en déduit :

e — (14 2)" < Y agu
n ) o

_ gl <1+ Zn)
n
— el=l —exp (nln <1—|— Z"))

2
< el —exp (n <|Z"| - |Z"|>> car In(1+x) > x — x— (pour x > 0)

n 2n?

2
<ol (1 —exp 12210
<e (1 exp ( o

2
z
< eIan% car1 —e* < x (pour x € R)

2
n
Donc ez—<1+z—”) ‘ g|e2_ezn|+elz;zlﬂ —5 0. -
n 2n n—oo
; 2 o 2
On applique le lemme 2 avec z, = —5 tew d’ou (PST"E (t) e [ |
Références
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Théoréme de Bernstein (sur les séries entiéres)
Lecons : 244, 218, 224, 241, 243

[Gou An], exercice 4.4.8

Théoréme

Soita > 0, f :] — a,a]— R une fonction de classe C*.
On suppose que Vk € N, Vx €] — a,a[,f(Zk)(x) > 0.
Alors f est développable en série entiere sur | — 4, a], ie analytique sur | — a,a].

Démonstration :
Soit b €]0, a], on va d’abord montrer que f est développable en série entiere en 0 avec un rayon de conver-
gence supérieur ou égal a b.
Etape 1: On va d’abord montrer un résultat similaire pour une fonction auxiliaire.
- R
SoitF:| |~ %l 2 .
x o f)+ f(=x)
F est paire et donc : Yk € IN, F%+1) est impaire, d’ott F(2*+1)(0) = 0.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient : Vi € IN, Vx € [0, b],

2n
(2n)!

Or Wk € N, F29(0) = £29(0) + (—1)2(2)(0) = 2£3)(0) > 0.
Donc Vn € N, Vx € [0,b], R, (x) < F(x).
On a finalement :

. g\ 2n+1 _ £\2n+1 2n+1 _ $)2n+1
0 < Ry(x) :/ox (x t) (b—1t) F(2n+2>(t)dt@(;) " /ox (bti)F(zwz)(t)dt

2
X"
—'F 0)+...+

F(x) = F(0) + o

F@M(0) + Ry (x) ot Ry (x) = /O ! W F@n+2) (1) dt

b—t (2n+1)! (2n+1)!

< (%)2n+1 Ry(b) < (%)znﬂF(b)

Dong, pour x € [O,b[,% [0,1] et hm Ru(x) =0.
[« 2;1 0 2n
Deslors: Vx € [0,b], F(x) = Z 'F(2”) (0), puis, par parité: Vx €] — b, b[, F(x) = } o 'F(Z”) (0)
— (2n)! = (2n)!

Etape 2: Montrons désormais le résultat pour f.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, ona : Vx €] — b, b[,Vn € N,

x2n+1 x (X _ t)2n+1

f(x) = f(0) +xf'(0) +...+ TR FEHV(0) + ra(x) ot 7y (x) = /O STESVE f@+2)(¢) dt

OrVt e [0/ x]’F(2n+2)(t) — f(2n+2)(t> + (_1)2n+2f(2n+2)(_t) > f(2n+2)(t) > 0.
Six >0, alors:

. (x)| _ /.x |x — t|2”+1 ‘f 2n+2 / 2n+1 (2n+2)(t) 4t = Ry (x)
IS o 2+ 1)! = 2n+l "

Etsix <0, alors:

0 x_t2n+1 " 0 t_x27’l+1 "
(%) g/x |(2nll), fer )| dt:/x <(2n+)1)!F<2 2)(t) dt

0 (_q — 2n+1 — DV 2n+1
</ (—u—x) F(Z"J”Z)(*u)(fdu):/o ¥ (—x—u) F@142) (1)) dy

—x (2n+1)! 2n+1)! ~—~—~
paire
< Ru(—x)
105. Ona *—f < X arx_tfl—l—x_b t décroissante en t € [0, x]
. b—f\bc b—f_ b_tes eCroi1ss e e , X|.
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Donc Vx €] — b, 1], lim ra(x) = 0.

Pk
Pour p € N, on définit S, : x — ) | %f(k) (0); onamontré : Vx €] — b,b[, im Sy,41(x) = f(x).
n 1 n
Or Spu(x) — Sop1(x) = (;n)!f(Z”) (0) = 3 (;n)!F(Z”)(O) = 0 car F est développable en série

entiere en 0 avec un rayon supérieur ou égal a b.

Des lors : nl% Son(x) = f(x) pour x €] — b, b|.

Et donc f est développable en série entiére en 0 avec un rayon de convergence supérieur ou égal a b.
On a donc montré pour l'instant que f est développable en série entiere en 0 avec un rayon de convergence
égal a a.
llxo| —a,a—|xo|[ — R

x = f(xo+x)

Alors g est de classe C® sur ]|xg| — a,a — |xo|[, avec a — |xo| > 0 et Vk € N, g% (x) = £ (xg +x) > 0.
Ce qu’on vient de faire permet de montrer que g est développable en série entiere en 0 avec un rayon de
convergence égal a a — |xo|.
On en déduit alors que f est analytique sur | — a, a[.@ [ |

Soit alors xg €] —a,a[, on pose alors : g :

Références

[Gou An] X. GOURDON - Les maths en téte : Analyse, 2¢ éd., Ellipses, 2008.

T
106. On dispose d’une application : tan est développable en série entiére sur ] ) { En effet, tan est C* sur cet intervalle,

"k
tan’ = 1+ tan? et par Leibniz, on obtient : tan("H) = Z (n) tan(k) tan<n*k), pour n € IN*. Par récurrence, on montre alors que
k=0

2
. . T . . . T
déduit qu’elles sont positives sur } 57 [ Par le théoréme de Bernstein, tan’ est développable en série entiere sur ] —5'7 {,
et donc tan ’est aussi.

pour tout n € IN, tan(™) est positive sur [O, [ Or, tan est impaire, donc les dérivées d’ordre impair de tan sont paires; on en
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1071

Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Lecons : 203, 206, 220, 221, 205, 208

[Rou], exercice 60
Théoreme
Soient ||.|| une norme sur R™, I un intervalle de Ret f : I x R™ — RR™ une application continue et
globalement lipschitzienne en la 2¢ variable au sens suivant :

VK C I intervalle compact, 3k > 0,Vt € K,Vy,z € R, ||f(t,y) — f(t,2)|| < k|ly — z||.[

/ —
Alors, si tg € I et x € R™ sont donnés, le probleme de Cauchy (P) : { ]; ((:)) —_fpff,y(f))@ admet
0) =
une unique solution définie sur I tout entier.

Démonstration :
— Cas 1: Supposons que I soit compact.
1. On va se ramener a un probléme de point fixe.

Dire que y est solution de (P) signifie que y est dérivable sur I, et méme C!, vu que f est conti-
nue.

t
Ainsi,ona:Vt € Ly(t) =x +/ f(s,y(s)) ds.
to

Réciproquement, si i est continue et vérifie cette égalité, alors y est C! et c’est une solution de (P).
C(LR™) — C(I,R™)

Ainsi, y est une solutionde (P) < y = F(y)ou F : .
y (P) =y =F(y) | y — (tn—>x+ft2f(s,y(s))ds>

2. Montrons que F posséde un unique point fixe.
Soit k la constante de Lipschitz de f associée a l'intervalle compact I ITEI et/ la longueur de I.
On munit C (I, R™) de la norme Ni(y) = max (e_k“_to‘ lly(t) H)
On vérifie facilement que c’est une norme sur C (I, R™), car I est compact, ||.|| est une norme, et
exp est a valeurs strictement positives.
De plus, Vy € C (I, R™),e ™ ||y|loo < Ni(y) < ||y]|co ; @insi Ni et ||.]|c sont équivalentes.
Comme C (I, R™) est complet pour ||.||e, il I’est aussi pour Nj.
Et comme C (I,R™) est stable par F, pour pouvoir appliquer le théoréme de Picard, on veut
montrer que F est contractante.
Soienty,z € C (I, R™),t € I avect > ty:

F)() ~ FE)(0) = [ (Fls,y(5)) ~ Fls,2(5))) ds

to

En conséquence, on obtient la suite d’inégalités :
¢
e I F(y) () — F(2) (1)) < e_k“_t‘))/t 1f(s,y(s)) — f(s,2(s)) || ds
0
t
<e M7 [ ily(s) = 2(5)) ds
to
< e KON, (y — 2) L ek(s—t0) 45 — ekt=h) N (y — 2) (ek(t—tg) _ 1)

Jto

< Nily—2) (1—e770))

107. S’il reste du temps, on peut utiliser le théoréme pour montrer I'existence d"une unique solution a 1'équation du pendule.

108. Dans le cas linéaire, on oublie f et on remplace par A € C (I, M,,(R)) etb € C (I, R™).

109. Ouy/(t) = A(H)y(t) + b(t).

110. A et b sont continues, aucun probléme dans le cas linéaire. Ici, et dans la suite, on remplacera f(s,y(s)) par l'expression
A(s)y(s) + b(s).

111. Dans le cas linéaire, on pose k = max [IA(E)]ll, ot |- || est la norme subordonnée a ||.||.
€
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Similairement, on aurait pu montrer, dans le cas ot t < o, que :
e =D F(y)() — F) (1) < Ny —2) (1 - e,
En définitive, on a :
vt € Le M-0|F(y) (1) — F(2)(5)] < Nely —2) (1 - e Hi-0l).
On prend alors le maximum sur I, et on obtient :

Ne(F(y) = F(2)) < (1= e ™) Nely — 2).
<1

F est donc contractante sur (C (I,IR™), Ny) donc admet un unique point fixe.

— Cas 2: Reste donc a traiter le cas général ot I est intervalle quelconque.
On peut écrire l'intervalle I comme union croissante d’intervalles compacts : I = U Ij, avec la
jEN

contrainte ¢y € I;, pour tout j € IN.

Par ce qui précede, on peut définir y;, 1a solution de (P) sur I;.

— Soit alors y une solution de (P) sur I; par unicité sur I;, on a donc : Y| = Yj-
On obtient ainsi 'unicité de y sur I.

- Réc.ip'roquement, les y; se raccordent, par unicité sur I;, et donc y : t ~— y;(t) si t € I; est bien
définie.

Le probleme sur un intervalle I quelconque admet donc une unique solution définie sur I tout entier. |

Références
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Théoreme de réarrangement de Riemann

Lecons : 202[2] 230, 223

[X-ENS An1], exercice 3.48
Théoréme

Soit Z a, une série réelle semi-convergente et & € R.
n=0

Alors il existe ¢ € &(IN) telle que ) a,(;) = a.

n=0

Démonstration :

Etape 1: Partitionnons IN en deux ensembles infinis ; onnote E* = {n € NJ|a, >0} etE~ = {n € NJa, < 0}.
Onadonc:IN=E"LJE™.
Supposons par l'absurde #E~ < oo.
Alors la suite (a;,), o est a termes positifs a partir d'un certain rang ; ainsi la convergence de la série
Y a, équivaut a sa convergence absolue.
n=0
Et ceci contredit alors la semi-convergence de Z ay.
n=0
Ainsi #E~ = oo et, similairement, #E+ = oo.
an *‘|an| an _‘|an|

etmin{0,a,} = 7

Etape 2: Pourn € N,ona:max{0,a,} =

En conséquence, Y max {0,a,} et }  min {0,4,} divergent.
n=0 n=0
Etape 3: On va construire o(n) par récurrence sur n € N.
On pose 0(0) = 0 et pour n € IN*¥, deux cas se présentent :

n—1
- Si ) a,() < a,alorson vaajouter un terme positif, et (1) = min E*\(E* N {o(k)|k € [0,n —1]}).
k=0

n—1
- Si ) a,() > &, alors onvaajouter un terme négatif, et () = min E~\(E~ N {c(k)|k € [0,n —1]}).
k=0
Etape 4 : La construction de o implique son injectivité ; montrons sa surjectivité.
Par l'absurde, soit N € IN, avec N ¢ ¢(IN) ; imaginons que N € E™.
Alors E* No(IN) est fini donc 3ny € N,Vn > ng,o(n) € E~.

n—1
En conséquence, dés que n > ny, 2 Ay (k) > Q-
k=0

Comme la série ) Ay(n) est a termes négatifs a partir d’un certain rang et que ses sommes partielles
n=0
sont minorées, elle converge.
. . _ . . .. . . . 113]. L.
Soit ¢ : N — E~ une application bijective strictement croissante[**|; les séries Z Ag(n) €t E A(n)
n=0 n=0
différent d'un nombre fini de termes donc sont de méme nature.
Mais les sommes partielles de Z ay(n) sont majorées par celles de Z min {0, 4, } qui divergent vers
n=0 n=0
—oo.
La série Z a
n=0
On opérerait similairement si on avait N € E™ ; on a ainsi montré que o est bijective.

¢(n) est donc divergente : contradiction.

Etape 5: Il reste 2 montrer que 2 fy(y) CONVerge et que sa somme vaut a.
n=0
Soit € > 0; comme Z ay converge, ona: ay — 0,d’ottdny € N,Vn = nq, |a,| < e.
n—oo
n=0

112. Dans la 202, on énoncera la conclusion du théoréme comme suit “1’ensemble {Zn =0oN Ag(n)

NeN,c e G(N)} est
dense dans R”.
113. Pour la construire, il suffit de poser ¢(0) = min E~ et pour n € IN*, ¢(n) = min (E~\{¢(k)|k € [0,n — 1] }).
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Par injectivité, I’ensemble {n € IN|o(n) < 1} est fini; on pose nyp = max {k € N|co(k) < n1}.
<&

Sin > ng, alors o(n) > ny donc ‘aa(n)
On sait que IN > ng,0(N) € ET et o(N + 1) € E~, car les o(n) ne peuvent pas rester dans E™ ou
dans E™.

n

On pose alors, pourn € N, S, = ) ay(k) ; on va montrer que Vi > N, |S, —a| <e.
k=0

Comme ¢(N) € ET,ona:Sy_1 < a;etcommec(N+1) € E-, aussi Sy > a.

Or |SN*SN_1| = ‘QU(N)’ <edonca+e>SN_1+€e>SN>a.

Soit n > N, imaginons que S,, > «a +¢.

Comme on passe de S,,_1 a S, par un saut de longueur < ¢, on en déduit que S,,_1 > a.

o (n)

Cela entraine que a,(,) < 0 etdonc 5,1 < Sy.

Mais alors de proche en proche : &« +¢ < S;; < 5,1 < Sy—2 < ... < Sy. Dot une contradiction.

Ainsi,Vn > N, S, <« +e¢.

Similairement, on montre que Vn > N, S, > a —¢. Ainsi, Vi > N, |5, — a| < e.

On a donc construit ¢ € &(IN) telle que ) | a,(,) converge et soit de somme a. m
n=0

Références

[X-ENS An1] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Analyse 1, 3¢ éd., Cassini,
2014.
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Théoréme de Riesz-Fischer
Lecons : 201, 205, 208, 234

[Bré], théoréme IV.8
[Rud], théoréme 3.11

Théoreme
Soit X un espace mesuré, muni d’une mesure positive y.
Pour tout p € [1,+00], LP(p) est un espace de Banach.

Démonstration :

Etape 1: Montrons que L*® (1) est complet.
Soit (fn),cp une suite de Cauchy dans L (u).

1
Ainsi, vk € N, 3Ny € N, Vi, n > N, || fu — fuulloo < 7.

Donc il existe une famille (Ej); .+ d’ensembles y-négligeables, vérifiant :

Vk € N*, 3Ny € IN,Vm,n > N, Vx € X\E, |fu(x) — fm(x)] <

=1

On définit E = U Ej ; et comme 1'union est dénombrable : u(E) = 0.

keIN*
Et donc, on obtient :

(4)

==

Vk € N*, 3N, € IN,Vm,n > N, Vx € X\E, |fa(x) — f(x)| <

Puis Vx € X\E,Vk € N*, 3N, € N, ¥, n > N, [f(x) — fn(x)] < %

autrement dit : Vx € X\E, (fu(x)),cpy est une suite de Cauchy dans R.

Et comme R est complet, cette suite converge ; on note f(x) sa limite.

On va montrer que la fonction f ainsi définie y-presque partout est bien dans L (y) et que c’est bien
la limite de la suite (fy,), o5 €n norme ||.{|co.

Par passage a la limite dans (4), on obtient :

=

Vk € N*, 3Ny € N,Vn > Ni, Vx € X\E, |fa(x) — f(x)] <

Ainsi, IN; € N, ||flleo < 14 || ]|, < 00, done f € L= ().
1
Enfin, Vk € N*, 3N € N,V > N, || fn — fllo < T
Donc: lim [, — f[l., = 0.
Etape 2: Pour p € [1,+oo[, L (i) est également complet.

Soit (fu),cpn une suite de Cauchy dans L7 (u).
On va en fait montrer qu’une sous-suite converge dans L (y) ; en effet, prenons € > 0.

Sid'une part : 3Ky € IN, Vk > Ko, || fu, —pr < ;

et d’autre part: 3Ny € IN,Vm, n > Ny, || fu — fm||p < g,

Alors finalement, en posant N = max {nk,, No} on obtient : Vi > N, ||f — full, < ¢, et le théoreme

est prouvé.
Soit donc (1), Une suite strictement croissante d’entiers telle que :

1
Vk S erm/n 2 nkr”frl 7mep g ?

114. Une application de la complétude des espaces L7 est le prolongement de la transformée de Fourier a L?, qui utilise le fait
que toute suite de Cauchy dans L2 converge dans L? (voir le développement consacré en page .
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B f”k H p
A s 1
Notons désormais f; pour fy,, ainsi Vk € IN, ka < >
4
n
Posons alors, pourn € N : g, = Z fk+1 — fx|,onadonc:

k=0

n . R n 1
Il < X2 [[fern =, < X 55 <

Par convergence monotone, ¢, converge ponctuellement sur X\ E, ot E est un ensemble p-négligeable,
vers une fonction g définie presque partout.
Les fonctions g, étant a valeurs dans [0, +o0|, on a:

Igllp = [ g0l dx = [ timinf|g,(x)|? dx < liminf [ [gu(x)|? d <27,

Donc g € Lp(y).E]
Soit x € X\E :

Forl) = Ful)| < [fonl) = Fua ()] 4+

Ym>n>1,

Fr () = fa()] = gm-1(x) = g1 (%)

Donc Vx € X\E, ( fn(x)> est une suite de Cauchy dans R qui est complet donc elle converge ; on
n

note f(x) sa limite.

De plus, Vim > n > 1,Vx € X\E, — ’ Sm—1(

Parpassagealahrmte Vn>1,Vx e X\E ‘f( ) — fulx )‘ g(x).
H < oo, donc f € LP(p).
P

En particulier,

< liglly

A A P N 2 p
Or¥x € X\E, |f(x) = fulx)|" < (2(x) = gu-1(x)) —3, 0t |f(x) = fulx)| < g(x)P avecg € LP(u).
Dongc, par convergence dominée, il vient :

— 0
pﬂ—)oo .

f=1tn

Références

[Bré] H. BREZIS — Analyse fonctionnelle, 2¢ éd., Dunod, 2005.
[Rud] W. RUDIN — Analyse réelle et complexe, 3¢ éd., Dunod, 2009.

115. C’est pour montrer que § € LP(u) qu’on a besoin d'utiliser [Rud].
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116

Théoréme de Stampacchia

Lecons : 213, 219, 205, 206, 208

[Bré], partie V.3
Théoréme

Soit H un espace de Hilbert, et 2 : H x H — R une forme bilinéaire continue coercive, c’est-a-dire :
3C € R,Vu,v € H,|a(u,v)| < C|lu||||v|| et o € R™,Vu € H,a(u,u) > a|ul*

Soit K un convexe fermé non-vide de H.

Alors Vo € H',3u € K,Vv € K,a(u,v —u) = ¢(v — u).
uek

De plus, sia est symétrique, alors u se caractérise par:

5a(u,1u) — ¢(u) = min

N —
—
—_
——

3(0,) = 9(©)

116. Ce qui suit provient directement de la page d’Adrien FONTAINE.
Corollaire (Lax-Milgram)

Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors : Vo € H',3'u € H,Vv € H,a(u,v) = ¢(0v).
ueH
De plus, si a est symétrique, alors u se caractérise par : %a(u, 1) — p(u) = mi{} { la(v, ) — q)(v)} .
ve

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil fondamental dans I'étude de certaines équations aux dérivées partielles (souvent
utilisé dans sa version symétrique). Le théoreme de Stampacchia généralise le théoréeme de Lax-Milgram. Il peut aussi s’obtenir
directement a partir de la théorie hilbertienne. Donnons-en maintenant quelques applications.

Soit I =]0,1[. On définit l'espace de Sobolev : H'(I) = {u € L2(1)|3g € L3(I),Vg € CS"(I),/Iu(p’ = —/Ig(p} et

u(0) =u(l) =0et3g e LZ(I),V(p € CS"(I),/qu)/ = —/Igcp}.

Désormais, on veut résoudre le probléme (ot f est une fonction donnée, par exemple dans C (I) ou dans L2(1)):

—u' +u=fsurl
{ 1(0) :1(1):0 ®)

Hy(I) = {u e L2(I)

La condition aux limites #(0) = u(1) = 0 s’appelle condition de Dirichlet homogene.
Une solution classique de li est une fonction u € C2 (I) vérifiant (5) au sens usuel. Une solution faible de (5) est une
fonction u € H}(I) qui vérifie

Vo € H%(I),/O1 u’¢’+/01 up = /(;1f¢ 6)

On remarque que toute solution classique est une solution faible (intégration par parties). Pour établir I'existence de solu-
tion au probleme (5), on montre I’existence d"une solution au sens faible, puis on montre que cette solution faible est de classe
C? et qu’une solution faible de classe C? est une solution classique. Pour montrer l’existence d"une solution faible, on utilise le
théoreme de Lax-Milgram.

En effet, dans le cas ot f € C(I), on applique Lax-Milgram dans H = H}(I), avec la forme bilinéaire

a(u,v) = / u'v' + / uv et la forme linéaire ¢(v) = / fo, et on montre qu'il existe une unique solution u € C! (T) de (H)
I
Un probleme se pose lorsque les conditions de Dirichlet ne sont plus homogenes :

—u'4+u= rl
{ o0) —weruid)  § @

En effet, on ne peut plus se placer dans H}(I). C’est ici qu’on va devoir utiliser le théoreme de Stampacchia, qui est plus
général que celui de Lax-Milgram.
Onprend f € L%(I) eta, B € R. Dans I'espace H!(I), on introduit le convexe fermé K = {v € H!(I)|0(0) = a et v(1) = B}.

Si u est une solution classique de (7), on a: Vo € K, / w'(v—u) + /u(v —u) = /f(v —u). Dong, on a, en particulier :
Ji Ji I

VveK,/Iu’(v—u)’—l—/Iu(v—u)>/If(v—u) 8)

On utilise alors le théoréeme de Stampacchia : il existe u € K unique solution de .
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Démonstration :

Etape 1: Laissons de coté I'éventuelle symétrie de a pour commencer.
Soit ¢ € H'; par le théoreme de Riesz: 3!f € H,Vv € H, ¢(v) = (f,v).
D’autre part, a u € H fixé, v — a(u,v) est une forme linéaire continue sur H, donc aussi par Riesz :
NA(u) € H,Yv € H,a(u,v) = (A(u),v).
La bilinéarité de a entraine que A € L(H, H) et on notera désormais Au pour A(u), saluant ainsi
cette formidable nouvelle.
De plus, Vu € H, ||Au||?> = (Au, Au) = a(u, Au) < Cllul|||Au|| donc ||Au| < C\|u||E]
Aussi, Vu € H, (Au,u) = a(u,u) > af|ul/?
Revenons a ce qu’on veut montrer. Il s’agit de voir que : 3lu € K, Vv € K, (Au,v —u) > (f,v — u).
Soit alors p > 0, on ajoutera une contrainte sur p par la suite.
Ce qu’on veut montrer équivaut a : 3'u € K,Vv € K, (of — pAu+u —u,v—u) < 0, ou encore a
Au € K,Vo € K,u = pr(pf — pAu + u), ot px désigne la projection sur le convexe fermé K.
On va montrer que pour p convenablement choisi, S : v — px(pf — pAv + v) est une application
contractante de K dans K.
pk étant 1-lipschitzienne, on a : Vo, v, € K,

IS (1) = S (02)[I* < | (01 = v2) — p (Avy — Avg) ||
= |loy — v2||* = 20(v1 — vy, Avy — Avo) + p? || Aoy — Avs)?
< o1 — ol (1 - 208 + p2C?)
On fixe donc p > 0 tel que 1 — 2pa + p>C? < 1, c’est-a-dire 0 < p < %.

Alors S est contractante, et comme K est complet (car fermé dans un Hilbert); S admet un unique
point fixe u, qui est la solution du probleme.

Etape 2: Supposons désormais que a soit symétrique, et profitons-en pour aller un peu plus loin.
a définit alors un nouveau produit scalaire sur H (comme a est coercive, elle est définie positive), et
la norme associée u + +/a(u, 1) est équivalente a la norme ||.|| (la continuité et la coercivité donnent
chacune une inégalité).
En conséquence, H, muni du produit scalaire 4, demeure un espace de Hilbert.
Ainsi, par le théoréme de Riesz : 3!g € H,Vv € H, ¢(v) = a(g,v).
On a ainsi :

ueKetVoeKa(uv—u)>¢(v—u)sucKetVoeKa(g—uv—u)<0
< u = pg(g) au sens du produit scalaire a
s ucKeta(g—u,g—1u) :milr<1{a(g—v,g—v)}
ve

Maisa(g—v,¢—v) = a(g,g) —2a(g,v) + a(v,v), et donc minimiser a(g — v, ¢ — v) revient & minimi-

ser Ea(v,v) —a(g,0) = }a(v,v) — ¢(v).
D’ot la caractérisation annoncée. [

Références

[Bré] H. BREZIS — Analyse fonctionnelle, 2¢ éd., Dunod, 2005.

117. Pour étre précis, on suppose d’abord que Au # 0, on peut alors diviser par || Au|. Evidemment, I'inégalité obtenue tient
toujours quand Au = 0.
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118

Théoréme de Weierstrass par les polynémes de Bernstein

Lecons : 209, 228, 241, 249, 264, 201, 202, 260, 262
[2Q)], parties VILIV.1 et XIIL.IL.1.c
Théoréme
Soit f : [0,1] — C une fonction continue, et w son module de continuité uniforme, défini par :
w(h) =sup{|f(u) — f(0)| | [u— o] <h}
Pour n € IN*, on définit le n°™¢ polyndme de Bernstein de f :
"k k
B, — k(1 n—k i
= B (o)xa-xr ()

Alors :

1. (Bn),en converge uniformément vers f sur [0, 1] et, plus précisément,

IC € R,¥n € N, |[f — Byl < Cw (1>,-

Jn

2. Cette majoration est essentiellement optimale, au sens ot il existe f une fonction lipschitzienne,

telle que : 36 > 0,¥n € N*, ||f — By, > 6w (%)

Démonstration :
Soit (Xj),en+ une suite de vaiid suivant la loi de Bernoulli b(x) ot x € [0,1].
n

Des lors, S, = Y Xi ~ B(n, x), nous fournit, par la loi des grands nombres :

k=1
e[ ()] - (o () -mes
H113[f(%)]:f(;)

n—ro0
Il va s’agir de préciser cette intuition

1. On va avoir besoin du lemme suivant.
Lemme

Soith € [0,1], A > 0, tels que Ak € [0,1].
Alors w(Ah) < (A +1)w(h).

Démonstration :
Montrons d’abord que w est sous-additive ; soient 6, & > 0.
P A(s —- R N
On définit F : +e ,ouAse ={(x,y) € 0,1 | |x—vy| <5+ ¢}.
(X,]/) — |f(x) _f(]/)| o+e {( y) [ ] | | ]/| }
F est continue sur A;, compact donc 3 (xg,yo) € Asie, w(0+¢€) = |f (x0) — f (yo)]-
Soit z € [0,1], tel que |xg —z| < d et |yp —z| < ¢&; ainsi

w(é+¢) < |f (x0) = f(2)+f(2) = f (Wo)| S w(d) + w(e)

Ainsi, par une récurrence immédiate, on en déduit: VN € N, w(Nh) < Nw(h).
Et finalement : w(Ah) < w ((|[A| +1)h) < (|A] + 1) w(h) < (A +1)w(h). |

118. Il faut étre capable d’en déduire le théoreme usuel énoncé habituellement sur U'intervalle [a, b]. La premiere partie du sujet
de Mathématiques générales du concours cycle master des ENS de Cachan et Rennes en 2014 utilise le théoreme de Weierstrass
pour montrer que Z[X] est dense dans 1’ensemble des fonctions continues de [4, 1] dans R si, et seulement si, Z N [a,b] = @.
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" 1
—|+1 — .
+1)w(J5)
De plus, en utilisant I'inégalité de Holder :

7)) < & [0 - ()H [w)( w)[<E =)o ()

<(f el wlr)< ()

Sn

n)g(ﬁ

En particulier, ona : w (‘x - — x—

Sn
x_i

%\

(n

X — —
n

N

2 2
Or x—s—" _E (x_Sn> Var( )-HE[ n} VarZSn:nx(l2 x):x(l x)_
nl, n n n n n
Donconobtient:|f(x)Bn(x)|<( x(1—x)+1 w( ) w(\}ﬁ)
2. Soit f : x — x—% ;ona:
1
) =sup {|[x =3 = |y 3 ||l =1 <} <sup = yllle -y <y =

Désormais (Xj;), o+ est une suite de vaiid suivant la loi b
S 1

)
onaslf =il > |f () =5 (3)| = 3 (3) =B |7 (5) ]| =2 |3 -3

Donc || f — Byl = 7, E [le1+ ... + €], avec g; = 2X; — 1 variable de Rademacher, (¢;) famille iid.
n

1
} = S-E[[25, — )

[e9)

i
On pose[|Y = (1 + —=¢ ) et alors, presque stirement, on a:
j=1 \/ﬁ

n 52 n 1 n 1 1M1
V=TT 1+ =TTy <TTew (5) =e (305 ) = ve
j=1 e oA " =

Par indépendance des ¢; pour j € [1, 7], on obtient :

£ (1 + \/iﬁej) 1!;[] (1 + \/iﬁsk)] = <]E lej] + \/IE]E [Eﬂ) I!;[]]E [1 + \/iﬁsk] = \/lﬁ

Ainsi on obtient :

E[eY] =E

Alors que d’autre part :

E[|e1 + ...+ en| [Y] < VEE [|e1 + ... +enl].

1 1 1
Finalement: E [|e; + ... +¢&,]] > \/Zpuis Ilf — Bullo = 3 en > ma} (ﬁ) -

Références

[ZQ] H. QUEFFELEC et C. ZUILY — Analyse pour I'agrégation, Dunod, 2013.

119. Ce “parachutage” correspond en fait a ce qu’on doit faire quand on veut démontrer 'inégalité de Khintchine, & la maniere
de ce qui est fait dans le livre de C. ZUILY et H. QUEFFELEC.
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Théoremes d’Abel angulaire et taubérien faible

Lecons : 207, 223, 230, 235, 241, 243, 244

[Gou An], exercices 4.4.10-11

Théoreme (Abel angulaire)

Soit Z a,z" une série entieére de rayon de convergence > 1 et telle que Z a, converge.
n=0 n>=0
On note f sa somme sur D(0,1), on fixe 6y € [O, 5 [ et on pose :

Ao, = {z€C|lz| <1}N {1—peig

Alorsona: hm f(z) Z
ZEAgO n=0

R, 6 € [—90,90]}.

Démonstration :

00 N
— Soient S = Zun,SN: Zan et Ry =S — Sy, pour N € IN.
n=0 n=0

Soitz € C*, avec |z| < 1et N € IN¥,
N

Y anz" — Sy

n=0

N-1 N
- V'R, (z”“ 1) ~ Y Ru(z" 1)
n=0 n=1 9
0
N-1 | >
-~ V'R, ( n+1 z") — Ry (zN - 1) +0Ry 5 1
n=0

N-1
=(z—1) Zan”—RN<zN—1)
n=0

Donc, par pass;ge alalimite N — +oco, on obtient :

f(z) — (z—1) ian” )

— Soite > 0,et N € N tel que Vi > N, |R,| < &.
Alors, pour |z| < 1, d’apres @, ona:

< & Jz=1
+|Z—1|£< ) |z”> gz—1<2|Rn> (10)

n=N-+1 — 2|

N
Y RuZ"

n=0

[f(z) =S[ <[z =1

— Soitz =1— pel? € Ag, ottp > Oet|gp| < 6
Alors |z|> = (1 —pel?) (1 —pe™?) =1—2pcos ¢ + p*.
Mais quand z —+ 1, p — O et pour p < cosfp,ona:

z -1

|z —1| < 0 < 2 < 2 2
1—|z|

:1 X X X =
(+|Z|)1_‘Z|z 2pcosp —p% " 2cosp—p  2cosbBy—coshy cosby

n—1
=In2.

120. O 1 lications de ce ré ltt’i(_l)n—nti(_l
. n a quelques applications de ce resulta .nzo M1 = 1 e =
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N
— Soita >0, tel que Y |Ry| <e.
n=0
Alors, quand z € Ag, est tel que |z — 1| < min {«, cos 6y}, par (10) :

-S| <
£ =8l <etes .

Théoreme (Taubérien faible)

Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence > 1, on note f sa somme sur D(0,1).
n=0
On suppose : 3S € C, lin} flx) =
1
Sia, =o (%) 121} alors Z a, converge et S = Z ay.!
n=0 n=0
Démonstration :

N
— Pour N € IN¥, on pose Sy := Z ay et pour x €]0,1[,ona:

n=0
N
SN—f(x) =) a,(1—x") Z anx"
n=0 n=N+1
Etpourn € N*, (1—x") = (1—x) (14+x+...+x" 1) < (1 - x)n.
Ainsi :
1
ISy = f(0)] < (1—x) Z"IﬂnH Z \ﬂnlx (1= x)MN + sup (1 |an|) 3
n=n1 N n>N N(1—-x)

ot M est un majorant de la suite (7 |a,|), o, suite qui tend vers 0.
— Soite > 0,avece < 1.Ona:

YN €N [sy—f (1- %)) <8M+sup(n|an|)%

n>N

— Des lors, si N est tel que sup (1 ]a,|) < €, alors :
n>Ny

VN = NO/

SN—f(l—%)‘<M£+s:(M+1)e
(-8~

VN > max{No, N1}, |Sny — S| < (M +2)e.

Par hypothése, ona: lim f (1 - i) = S,donc IN; € N,VN > N,
N—o0 N

En fin de compte, par inégalité triangulaire, il vient :

Références

[Gou An] X. GOURDON - Les maths en téte : Analyse, 2¢ éd., Ellipses, 2008.

121. Cette condition s’appelle condition taubérienne.
1
122. 1l s’agit d’une réciproque partielle au théoréeme d’Abel angulaire. II reste vrai en supposant seulement a, = O (E , et

constitue alors le théoréme taubérien fort, dont la démonstration est trés différente. La réciproque totale du théoréme d’Abel

> 1 1
angulaire est fausse, comme le montre le contre-exemple suivant : lim ) (-1)"z" = lim = = alors que ) _ (—1)"
21 = 21 142z 2 >0
|z]<1™ |z]<1 nz
diverge.
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Transformée de Fourier-Plancherel &
Lecons : 207, 234, 235, 240, 201, 202, 208, 241

[Far], section IX.2

[Rud], lemme 4.16
Théoréme
Soit f € LN L2 On rappelle que Vx € R, f(x / f(t)e ¥ dt.
~ B -
Alors f € L2 et | f], = TE Hf”z
Démonstration :
Etape 1: On définit f : x — f(—x)etg = f* f.
Ainsi, Vx € R,g(x) = / FF =y = [ s+ 9T dyers© = [ £y = 1B
Ona:VxeR,f(x NG —Wdt:/IRf(u)eﬂxudu:f(x) etG—fxf=Ff— ‘f‘ .

Par inégalité de Young 24 comme f, f € L1, alors g € L et ||g]|1 < |If]l1 Hle
Et par propriété de régularisation comme f, f € L2, alors g € C% et [g]leo < || f]]2 Hf”z

Etape 2 : Introduisons une partition de 1'unité.

\
On pose, pourn € N*ett € R: P, (t) = e_%‘;pourx eR:

_ i/\ _ i BRI _ L/ —ixt 7/ 7771xt
Pulx) = 5-Bu(x) = ZH/IRe dit=— [ ei ™t dt
_1( 11 N_m/ 1 1 \_1 n
2\ 1oy )2 \1—inx  14inx) w14 n2x?
r (nxg) ( / Pn(y)g(—y)dy = 7 / / Py (t)e V" dig(—y) dy

On va utiliser Fubini car/ / |y, (1) ’ W dt |g(—y)| dy = || Pally Igll1 < +oo:
JR JR

(0 %8) 0) = 5 [ @) [ e Mg(-y)dydt = o [ @, (050t = 5 [ @(0)|F0)] a

Etape 3: Montrons que lim (¢n*g) (0) = g(0).
Soit € > 0, comme g est continue: 37 > 0,Vx € R, |x| <75 = |g(x) — g(0)| < e.
Ainsi :
(919) (0) = 0) = | [ a5ty = [ on(w5(0)ly
U
< [, o0)ls(y) ~sOldy+ [ on(wls(-y) - 5(0)ldy

¢ <2/|glleo fjy)>y n(y) dy —20

n—oo

Donc pour n assez grand, | (¢, * g) (0) — g(0)| < 2e.

123. On n’hésitera pas a sauter les calculs qui donnent ¢, (x) ; on admettra I'inversion de la transformée de Fourier dans S(R),
etla densité de L' N L2 dans L? (sauf dans la 235).
124. Inégalité de Young : Soient p,q € [1, +o0], tels que % + % > 1. Soit r vérifiant 1 + % = % + % Sif e LPetg e L alors

frgellet|lf gl < flpllglly- ,
125. Soient p, p’ € [1,+o0] deux exposants conjugués. Si f € LP et g € LP, alors f x g est uniformément continue et bornée et

1 *glleo < [ £1IplIgllp-
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Etape 4 : Concluons!

2 2 1 .2
Par convergence monotone, puisque 0 < &, f’ <Py ‘f ,ona: lim (pnxg) (0) = E/ ‘f(t)‘ dt.
o R
1 42 .
Dot || f||5 = 7 H f ) montrant également que f € L2. [
Théoréme

La transformée de Fourier, définie sur L' N L?, se prolonge en un isomorphisme, proportionnel a une
isométrie, de L2 sur L2.

Démonstration :

Etape 1: L' N L2 est dense dans L2.
Si f € L2, alors f, = L_pnf € L! N L2 et par convergence dominée : || f — fu, — 0.

Etape 2 : Montrons qu’on prolonge ainsi la transformée de Fourier a L2 tout entier.
Soit (f,) une suite de L' N L? qui tend vers f dans L.
F —ﬁ;”z = V271 ||fu — fmll,, donc (ﬁ) est de Cauchy dans L? qui est complet donc

converge ; on note f sa limite.
Soit (g, ) une autre suite de L' N L? qui tend vers f dans L.2.

Comme

On pose hy, = fy et hyy1 = gn, pour n € IN; ainsi hy, % f.
n—oo

Ainsi (@) est de Cauchy donc converge dans L?, donc ( fn) et (,) ont méme limite.
Cela montre donc que ]?est indépendant de la suite convergeant vers f.

1 - 1
72 | 7= 1l

27 27 117112
Etape 3: Montrons que la transformée de Fourier est une bijection de S(R) sur lui-méme.

Par intégrations par parties successives, on montre que :

Et par passage a la limite dans || f,|, = y il vient ||f|2 =

k

Yk p € N, GO () = [ e 2 (—i)?f(x)) dx

Cela fournit donc : f € S(R) = f € S(R).

~

Ainsi, si f € S(R), alors f € L!, et la formule d’inversion de la transformée de Fourier fournit :
f(x) = 5=F(-).
Etape 4: On en déduit que I'image de L? par ~ est dense et fermée dans L.2.
Ona: C¥(R) C S(R) CIm (™) C L?(R), donc Im () est dense dans L?(RR).
—

dense dans
L%(R)

Soit ¢ € L?(IR), comme Im ( ™) est dense dans L?(R) : 3 (f,) € Lz(lR)]N,ﬁl — g

Donc ( f;) est de Cauchy, alors (f;) est de Cauchy dans L? donc converge vers f € L?(R).
2 ~ 2 o~ ~

Par continuité de ~ : f; n:—gof donc f, n:—gof doug=f.

Donc Im () = L?(R).

|
Références
[Far] J. FARAUT - Calcul intégral, EDP Sciences, 2006.
[Rud] W. RUDIN — Analyse réelle et complexe, 3° éd., Dunod, 2009.
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126

Ellipsoide de John-Loewner

Lecons : 152,160, 170, 171, 158, 181, 203, 219, 229, 253
[X-ENS Al3], exercice 3.37
Théoréme

Soit K un compact d’intérieur non-vide de R".
I existe un unique ellipsoide centré en 0, de volume minimal, contenant K.

Notations : Q (resp. Q1, Q) désigne ’ensemble des formes quadratiques (resp. positives, définies po-
sitives) de R". Si g € Q, on désigne par D(q) le déterminant d'une matrice de g dans une base orthonor-
male (on montrera dans le lemme 1 que D(g) ne dépend pas de la base orthonormale choisie).
Démonstration :

On munit R” de sa structure euclidienne usuelle.

Un ellipsoide centré en 0 de R" a une équation du type g(x) < 1,0t1q € Q" , et on pose alors :

& = {x € R'q(x) < 1)

Lemme 1

Vo

vD(9)

Le volume de &; est V; = , ol1 V désigne le volume de la boule unité pour la norme eucli-

dienne canonique.

Démonstration du lemme 1:
n
Il existe une base orthonormale B = (ey, ..., e,) dans laquelle g sécrit q(x) = Z a;x?, avec tous les
i=1
a; >0,carge Q.

Ainsi:Vq:/.../ dxp...dx,.[¥
Y aixl.zgl
t; 1
Le changement de variables défini par x; = \/27 est un C!-difféomorphisme de jacobien T
1 1.--Upn

dty...dt,
Déslors:V:/.../ e
1 1< /a1 Ay
Soit S la matrice de g dans une base orthonormale de R” quelconque.
S € 8y(R) donc 3P € O4(R),S = Pdiag (ay,...,a,)'P,d’oudetS = a;...a,.

\%
Donc D(q) = ay .. .a, estindépendant de la base orthonormale choisie et V; = 0

D(q)

126. Comme d’habitude, il faut savoir déterminer cet ellipsoide sur quelques exemples : triangle équilatéral centré en I'origine,
carré dont un des sommets est 1’origine... Et il faut également savoir dire quelques mots sur son utilité. Je vous propose ici de
démontrer le résultat du développement sur les sous-groupes compacts de GL; (IR) (voir en page[114).

On désigne par B la boule unité de R”, muni du produit scalaire usuel. Soit G un sous-groupe compact de GL,(IR), on

n
pose K = [ J A(B) et on définit ¢ : ?AXXK; : ]II:x
AeG !

Comme G est compact et B aussi (on est en dimension finie!), G x B est compact, et par continuité de ¢, K aussi. De plus,

de sorte que K = Im ¢.

0 € B C K= 0 € K;par le théoreme de John-Loewner, il existe une unique matrice S € S,/ ™ (RR), telle que K C &y, ot &y est
de volume minimal et g5 : x — txSx.
On va montrer que G C O(S) = {M € M,(R)|'MSM = S}. Soit M € G. Soit y = Ax € K, avec x € B; alors
y= MM 1Ax, donc K C M(K). Réciproquement, si x € M(K), alors x = MAy, avec A € Gety € B; comme MA € G,ona
€K
x € K, d’ot K = M(K). G étant compact, les suites (M?) oy et (M*”)pe]N sont bornées ; on en déduit alors que | det M| = 1.
Posons R = tMSM;; alors R € S;7T(R), car 'xRx = {(Mx)S(Mx) > 0 dés que Mx # 0 (ie x # 0), vu que S € S;7 7 (R).
Aussi, si x € K, alors 'xRx = Y(Mx)S(Mx) < 1, car Mx € M(K) = K C &;,. Mais comme |det M| = 1, on a: detR = detS,
d’ou: Vy; = V. Par unicité, on a donc R = S et 'MSM = S, c’est-a-dire M € O(S).
127. On peut se demander si le volume est ainsi bien défini. En effet, il semble dépendre du choix de la base orthonormée
choisie. Mais il n’en est rien. Si on change de base orthonormale, alors la matrice de passage est une matrice orthogonale. Le
jacobien du changement de variables vaut alors 1, et donc le volume ne dépend finalement pas de la base orthonormée choisie !
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On reformule alors le probleme : montrons qu’il existe un unique g € Q™ tel que D(g) soit maximal et

tel que Vx € K, g(x) < 1.

On munit Q de la norme N : g — sup |q(x)| et on pose A = {g € Q" |Vx € K,q(x) < 1}; on va chercher
[lxlI<1

a maximiser D(g) sur A.

Montrons que A est un compact convexe non-vide de Q.

A est convexe : soientq,q' € A, A € [0,1];
D’une part: Vx € R", (Ag+ (1 —A)q")(x) = Ag(x) + (1 —A)g'(x) >
Etd’autre part: Vx € K, (Ag+ (1 = A)¢")(x) <A+ (1—-A) =1.
Donc Aq+ (1—A)q' € A.

A est fermé : soit (g,),cp une suite dans A qui converge vers q dans (Q, N).
Alors ¥x € R, [g(x) — ()] < N (q — ) | x|]* done lim g, (x) = 4(x).
Conséquemment, Vx € R",g(x) > 0etVx € K,q(x) < 1etdoncqg € A.

A estborné: soitq € A.
K est d'intérieur non-vide donc 3a € K,3r > 0, B (a r) C K.
Soit x € R", si ||x|| < r,alorsa+x € Kdoncg(a+x) < 1.
D’autre part g(—a) = q(a) < 1 et par l'inégalité de Mmkowskl.

\/q(x) = \/q(x+a—a) < \/q(x+a)+\/q(—a) <2doncqg(x) <4

1 4 4
Maintenant, si [|x|| < 1, g(x) = 2q(rx) — etdonc N(q) < S 3

A est non-vide : comme K est compact, IM > O, Vx € K, [|x]] < M.
JIE3IS H2

Alors g : x — est dans A.

Comme det est continue, g4 — D(g) est continue sur .4, qui est compact.
Donc D atteint son maximum sur .4 en un point noté 4.

]|

I1 existe donc un elhpsmde &g, de volume minimal contenant K ; reste a montrer qu’il est unique, c’est-a-
dire, montrer que gq est unique.

Et comme (x — > € A et est définie positive,ona: D (g9) > 0,ieqp € Q1.

Lemme 2 (Stricte convexité logarithmique du déterminant)

Soient A,B € S, T (R), o, p € RT vérifianta + f = 1.
Alors det(«A + BB) > (det A)*(det B)P.
Etsi A # B, I'inégalité est stricte.@

Démonstration du lemme 2:
Comme A € S;f*(R) et B € Sy(R), par pseudo-réduction simultanée[*]:

3P € GL,(R), A = 'PP et B = 'Pdiag (Ay,...,Ay) P

Onnote D = diag (Aq,...,Ay).

128. On part de I'inégalité de Cauchy Schwarz : ¢(x,y)? q(x)q(y).

AinSiM <9 y) donc g(x +y) < g(x) +2/q(x)q(y) +q(y), dotn: /q(x +y) < /q(x) +/q9(y).

129. On ne demontrera le lemme 2 que dans les lecons ayant tra1t a la convexité des fonctions : 229 et 253 ; dans les autres, on
démontrera plutot le lemme 1.

130. Matriciellement, le théoréme spectral dit que si A € S,(R), il existe P € O, (R), telle que D = P~1AP soit diagonale.
Mais comme P~! = P, cela signifie également que A et D sont congruentes. Aussi, on peut dire que, dans la base de R" définie
par les colonnes de P, la matrice de la forme quadratique g4 : X — 'XAX est diagonale. Cette nouvelle base est donc a la fois
orthonormée pour le produit scalaire canonique de IR" et orthogonale pour g 4. Ce fait se généralise en le théoreme qui suit.

Théoréme (Pseudo-réduction simultanée)

- Sig et q sont deux formes quadratiques sur un R-espace vectoriel E de dimension finie, et si g est définie positive,
Alors, il existe une base de E orthonormée pour g et orthogonale pour g'.

- Si A, B € S$y(R) etsi A est définie positive,
Alors, il existe P € GL,(R) telle que : tPAP =1, et tPBP est diagonale.
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Et comme B € S;fF(R), Vi € [1,n],A; > 0.[*]]

Ainsi : (det A)*(det B)? = (det P)**(det P)?P(det D)? = (det P)?(det D)".
Et det(aA + BB) = (det P)? det (al, + BD).

On veut alors montrer que :

p

n n n n

det (al, + BD) > (detD)P & [T (a + BA;) > ( Ai) &Y In(a+pA) =) In)
i=1 i=1 i=1 i=1

Or, par concavité du logarithme : Vi € [1,n],In (a + BA;) = aln(1) + BIn (A;) = BIn(A;).

On obtient le résultat souhaité en sommant sur i € [[1,n].

Etsi A # B, un des A; est différent de 1, et dong, par stricte convexité du logarithme, on obtient

une inégalité stricte. u

Par l’absurde, soit g € A\ {q0}, tel que D(q) = D (o).
Soient S et Sy les matrices de g et g9 dans la base canonique de R".

1
Comme A est convexe, 5 (g4 qo) € A, et par stricte convexité logarithmique du déterminant sur S, * (R) :

Nl—

D (; (q+ qo)> — det (; (S + 50)> > (det§)} (detSp)? = det Sy = D (Qp)

Ce qui contredit la maximalité de gg. D’ot1 'unicité. |

Références

[X-ENS Al3] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 3, Cassini, 2010.

131. Alors 13, je dis attention ! Contrairement & ce que peut laisser penser la notation, les A; NE SONT PAS les valeurs propres
de B. En effet, on n’a pas diagonalisé la matrice B, puisque P est dans GL,(RR) et pas dans O, (R). Et a vrai dire, P ne peut
pas étre dans O, (R) a partir du moment ot A # I, vu que A = 'PP. Pour montrer que les A; sont tous positifs, il suffit de
supposer, par exemple, que A, soit négatif ou nul. Alors on prend X = P~le, € R" et 'XBX = A, < 0 ce qui contredit le fait
que B € S,/ 7(R). Et vous ne pourrez pas dire qu’on ne vous avait pas prévenu.
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Lemme de Morse
Lecons : 158, 170, 171, 214, 215, 218
[Roul, exercice 114
Théoreme
Soit U un ouvert de R" avec 0 € U et f : U — R de classe C°.
On suppose que Df(0) = 0 et que D?f(0) est non-dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C!-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de l’origine dans IR”, tel que ¢(0) = 0
et f(x) = f(0) =uf+...+up —up —...—uy, otu=g(x).

Démonstration :
On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 1 :

_ 1
£~ £0) - DO = [ E D2 (00) ()

1
Ainsi f(x) — f(0) = 'xQ(x)x, o1 Q : x — / (1 — t)D?f(tx) dt est une fonction Cl.
0
On va avoir besoin du lemme suivant :
Lemme

Soit Ag € GL,(R) NS, (R).
Alors il existe V, voisinage ouvert de Ag dans S, (R) et p : V — GL,(R), de classe C?, telle que :

VA€ V,A="0(A)Ap(A)

Démonstration:

Mu(R) —  Su(R) .
M tMAM '

Pour H € M, (R), utilisant que Ay est symétrique,

Etape 1: Considérons y : ‘ c’est une application polynomiale, donc C.

XLy +H)—xI,) = "1, + H) Ao (I + H) — Ag = "HAo + AgH + 'HAyH
— " (AgH) + AoH + o (|| H|]?)

Ainsi Dy (I,) .H = ' (AgH) + AoH donc H € Ker (Dx (I,)) < AoH € A, (R).

Etape 2: On aimerait appliquer le théoréme d’inversion locale a ... mais on ne peut pas.
Onpose F = {H € M,(R)|AoH € Sx(R)}.
Soit ) = x|r : F = Sy(R). 1, € F etKer (Dy (I,)) = Ker (Dx (I,)) N F = {0}.
Comme dim F = dim S, (R), Dy (1), restriction de Dy (I,) & F, est bijective.
Et comme 1 est de classe C L par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert
U de I,, dans F tel que  soit un C!-difféomorphisme de U sur V = y(U).
On peut supposer U C GL,(R), quitte a prendre U N U’ ot U’ est un voisinage ouvert de I,
dans GL, (R) ; un tel U’ existant par continuité de det.
Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ag = ¢ (I,) dans S, (R), et :

VAcV,A="9"1(A)Aw 1(A)

Et il suffit alors de poser p = 1. [ |

1
Ici, Q(x) est toujours symétrique et Q(0) = §D2 £(0) est inversible.

Par le lemme, il existe V, voisinage de Q(0) dans S,(R) et p : V — GL,(R) de classe C!, telle que :
VA €V, A = tp(A)Q(0)p(A)

132. Si on vous demande pourquoi, dites qu'il y a une dérivation sous le signe intégrale.
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Et comme Q est continue, il existe W, voisinage de 0 dans IR", tel que :

Vx € W,Q(x) € Vet Q(x) = 'p(Q(x))Q(0)p(Q(x))
On pose alors M(x) = p(Q(x)) ety = M(x)x, on obtient : f(x) — f(0) = tyQ(0)y.

Par le théoreme d’inertie de Sylvester, 3A € GL,(R),'AQ(0)A = (%‘%) , car Q(0) est de signa-
T,

ture (p,n — p).

Alors, en posant y = Au, on obtient :
F(x) = £(0) = 'yQ(0)y = "u'AQ(0) Au =t + ...+ up —us g — ... —
Soit alors ¢ : x ++ u = A"'M(x)x; on a bien ¢(0) = 0 et ¢ est C! sur W.
Puis, pour h € W, ¢(h) — ¢(0) = A"*M(h)h — A"'M(0)0 = A=Y (M(0) +o(1))h = A"'M(0)h + o(||h]|),
donc Dg(0) = A~ M(0) qui est inversible.

On applique le théoréme d’inversion locale a ¢, qui est donc un C!-difféomorphisme entre deux voisinages
de 0 dans R[] |

Références

[Rou] F. ROUVIERE — Petit guide de calcul différentiel, 4° éd., Cassini, 2014.

133. Iln’est cependant pas évident qu'il soit nécessaire d’avoir M de classe C! (ie f de classe C3) pour que ¢ soit de classe C.
Clarifions donc tout cela.
Soientx € Weth c R" telquex+h e W:

P(x+h) = @(x) = AT M(x + h)(x +h) — A7 M(x)x
= A"Y(M(x) + DM(x).h+o(||h])) (x + k) — A~ M(x)x
= A"IM(x)h + A"H(DM(x).)x + o(||1]])

Et c’est la continuité de M et de DM qui rend continue l'application :

Do : x —> (h s AL (M(x)h + (DM(x).h)x))
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Partitions d'un entier en parts fixées
Legons@: 124, 126, 140, 190, 102, 224

[X-ENS An2], exercice 3.15
Théoréme
Soient ay, . .., ar € IN* premiers entre eux dans leur ensemble.
Pour n € IN*, on note

un:#{(xl,...,xk) e NF a1x1—|—...+akxk:n}

Alorsona:
1 nkfl
Uy ~
n—co dydy ... ag (k—1)!
Démonstration :
Etape 1: Considérons le produit de Cauchy des séries formelles Y X“*i, pour i € [1,k].
X,':O

On note f(X) ce produit de Cauchy ; on a les égalités suivantes :

" k oonx' k 1
f( )—H<Z >_11:]1:1—X”i

Xl':O

[ee] o0
Y| & r|x=pax
n=0 (Xl,.‘.,xk)GNk n=0
a1xX1+...Fagxp=n

Etape 2 : Décomposons la fraction rationnelle f(X) en éléments simples.
La série formelle f(X) est la série génératrice de la suite (1), ; ¢’est une fraction rationnelle dont
les poles sont les racines a{™, ..., 4{™ de 1'unité.
Le pole 1 est de multiplicité k.
1 . . R
Soit w # 1 un podle de f. Comme T xa" oui € [1,k], n"a que des poles simples, w est de multiplicité
inférieure ou égale a k. Par I'absurde, on suppose que w soit un pole de multiplicité k.
On aurait alors : Vi € [1, k], w® = 1.
Or, d’apres le théoreme de Bézout, les (”i)ie[[l s étant premiers entre eux dans leur ensemble :

H(ul,...,uk) GZk,a1u1+...+akuk:1

k

L 4 k .
Alorsw = wi=1 =] [(w")" =1.

i=1
Contradiction ! On en déduit donc que la multiplicité du pole w # 1 est strictement inférieure a k.
Notons P = {wj, ..., wy} I'ensemble des poles de f(X), avec wy = 1.
Par décomposition en éléments simples, il existe ¢;; € C pouri € [1,p],j € [1,k—1] eta € C, tels
que:
o Cijj
)=t O
-0 2 (wox)
1<j<k—1

Etape 3: Développons en série formelle les éléments simples de f(X).

1
(w—X)/

134. Pas besoin d’arguments d’analyse dans ce développement, les séries formelles suffisent. Il est donc tout a fait artificiel de
faire ce développement avec des séries entiéres pour le caser en analyse.

En effet, pour w € P etj € [1,k], est développable en série formelle. Ses coefficients
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s’obtiennent en dérivant (j — 1) fois le développement en série formelle de
Ona:

L1 Xy e x
w-—X w1-%X wZ2\w) Hwrt!

Puis, pour j € [1,k],

o o n—j+1
M _n_;'_ln(n—l)...(n—jﬁ‘z));nil

Par conséquent,

1 Xl 2 (n4j—1) X" _i(n+j—1> X"

il n!
(w—X) L G-Din—j+1)! wtl ;0 G—Dml wi no )t

n:]—] n=0

Ainsi :

n=0 1<i< n=0
1<j<k—1

FX) =a Y. (n+:_l)x"+ EP i <i (n—i—i—l) wﬁ;)

Etape 4: Déduisons-en un équivalent de u, en I'infini.
La derniere expression de f(X) nous fournit, par unicité du développement en série formelle :

_ (n+k-1 n+j—1\ 1
() L ()

1<i<p
1<j<k—1
-1 -1)... 1 1
Or, pourr € N*,ona: nr :(n—l-r ). (n+1) ~ 2 .
n (r—1)! n—oo (r—1)!
.. (n+r—1 n 1
Ainsi, & ~
n n—00 (7’ — 1)!
EtVie [1Lp],Vje 1 —k-— 1]},ci,j( . ) prres i (n ), car les poles de P sont des racines
de I'unité, donc de module 1.
Par conséquent,
nk—1
U S S 1)

Reste a calculer a.
Pour cela, on multiplie f(X) par (1 — X)X et on substitue 1 a X :

(- X400 = TTX -] .
s l=X0 S 14X+ Xt

ko1

a+0=]]=

i=1 %
D'ott :

1 T’Zk_l
unnSwal...ak(k—l)' u

Références

[X-ENS An2] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Analyse 2, 2¢ éd., Cassini,
2009.

135. Pour le membre de gauche, on effectue la substitution dans ’expression obtenue a la fin de 1’étape 2. Dans le cadre des
séries formelles, on rappelle qu’on ne peut substituer a X que des séries formelles de valuation non-nulle ; on ne peut donc pas
se placer dans ce cadre pour effectuer cette substitution.
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SO3(IR) est simple, mais pas seulement
Lecons : 161, 204, 101, 103, 106, 108, 160, 203

[H2G2], partie VIL.A
[Per], partie VI.2

Théoréme

SO3(IR) est un groupe simple, connexe et compact.

Démonstration :

— Montrons que SO3(RR) est compact.@
_ - . N Mz(R) — M;z(R
OnaSO3(R) = ' ({I3}) Ndet™*({1}) est fermé dans M3(RR), ot ¢ : ;\/(I ) o tM?\SI ) est
une application continue.
Aussi, O3(IR) est borné car ses éléments sont des isométries ; donc SO3(IR) est borné.

Ainsi, comme M;3(R) est de dimension finie, SO3(IR) est compact.

— Aussi, SO3(RR) est connexe (par arcs) ; on va montrer qu’on peut relier continiment ses éléments a I5.
Soit M € SO3(IR), on dispose du résultat de réduction :

1] 0 0
3P € O3(R),M = PUyP !, oully= [ 0] cos® —sinf | avech € R.
0| sinf cos@

[0,1] — SO3(R)
t  — PUpP!
Donc SO3(IR) est connexe (par arcs).

Soit alors v : ‘ ; v est un chemin continu reliant M a I3, et restant dans SO3(IR).

— On va maintenant montrer que SO3(IR) est simple ; pour cela, soit H <SO3(IR), non-réduit a {I3}. Voila
ce qu’on va faire : on va montrer que les retournements de IR® sont tous conjugués dans SO3(RR),
puis que H en contient un; ainsi H les contiendra tous, et comme ils engendrent SOg(]R)@ on aura
H = S0O3(R), d’ou1 la simplicité de SO3(R). Commengons par le lemme suivant.

Lemme

SO3(R) agit transitivement sur 'ensemble des droites de IR>.

Démonstration:
Soient D, D’ deux droites de R?, engendrées par les vecteurs unitaires d et d'.

136. Notons que la connexité et la compacité de SO, (IR) se montre exactement de la méme fagon, pour tout n € IN*.
137. Soit n € IN*, on va d’abord montrer que les réflexions orthogonales engendrent O, (R).
Un rappel : une réflexion orthogonale, ¢’est une matrice diagonalisable de spectre {—1,1}, avec —1 de multiplicité 1.
Soit u € O, (R) et F, = {x € E|u(x) = x} 'espace de ses points fixes. On pose p, = n —dim F, et on va en fait montrer
que u est produit d’au plus p, réflexions orthogonales.
On raisonne par récurrence sur p, € IN. Le cas p, = 0 est trivial puisqu’il correspond a u = I,,.
Supposons donc p, > 0; soit x € F;-\{0}, et soit y = u(x). Comme x ¢ F,, y # x; et comme F, et F;- sont u-stables,
y € F. De plus, (x —y,x +y) = [|x]|> = |lyl|> = 0 (car u est une isométrie), donc x — y et x + y sont orthogonaux. Soit
alors 7 la réflexion orthogonale associée au vecteur x — y (ie telle que E_; = Vect{x —y}). Onadonc: t(x —y) = y —x et
T(x +y) = x +y, d’ot, par demi-différence : T(u(x)) = T(y) = x. Aussi, x —y € F;-, ce qui implique sur 7r, = Idf,. En
conséquence, F, C Fry, ; mais x € Fr,\F,, donc py > pry. On utilise donc notre hypothese de récurrence sur tu : tu = 7 ... %,
ott les 7; sont des réflexions orthogonales et r < pr,. Maisalorsona u = 717 ... 7 et r + 1 < py, ce qui acheéve la récurrence.
Désormais, soit u € SO, (R).
Pour n = 3, on conclut alors que les retournements engendrent SO3(R) :siu # I3, alorsu = 71y = (—71)(—1) et les
opposés des réflexions orthogonales sont ici des retournements.
Quand n > 3, il y a encore un peu de travail; on peut déja écrire u = 71...Tpp avec 2p < n, les 7; étant des réflexions
orthogonales. Prenons une paire de réflexions orthogonales 11, 15 ; alors on peut trouver une paire de retournements o7y, 0, telle
que : 1 T2 = 0702. En effet : soient H; et Hy les hyperplans laissés fixes par 11 et T, et soit V un sev de Hy N Hy qui soit de

dimension n — 3. Alors 71|y = Id et donc i <VL) c V1. Mais d’apreés le cas n = 3, on peut écrire 7| To|,1 = 0702, ol les

0; sont des retournements de V1. Tl ne reste qu’a les prolonger par I'identité sur V, et on a gagné.
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Soient (e1,e;) et (8,1,6/2) des bases orthonormales de D+ et de D'+.

On a donc construit deux bases orthonormales de IR3; la matrice de passage P de I'une a I'autre est
donc dans O3(RR).
Mais quitte a changer d’ en —d’, on peut supposer que P € SO3(R). [ |

Soient Rp et Rpy deux retournements de R® d’axes respectifs D et D'.

Par le lemme, il existe S € SO3(IR) envoyant D sur D’.

Alors SRpS~—1 e SO3(IR) est semblable a Rp ; c’est donc un retournement de RS.

Soitx € D',ona:SRp Ei)ﬁ = 85~ 1x = x; ainsi I'axe de SRpS~! est D, id est : SRpS~! = Rpy. On
eD

a ainsi montré que tous les retournements sont conjugués dans SO3(IR).

Reste a trouver un retournement dans H.

Soith € H avech # I3. On pose: ¢ : S0s(R) : t]lj(ghg’lh’l) .

¢ est une application continue, donc ¢ (SO3(IR)) est un compact connexe de R, un segment.

Vg € SO3(R), ghg 'h~! € SO3(R) donc ¢(g) est de la forme 1 +2cos 6, avec § € R (par le théoréme
de réduction des éléments de SO3(RR)).

Comme en plus ¢ (I3) = 3, on en déduit que ¢ (SO3(IR)) = [a, 3], pour un certain réel a.

Par I’absurde, supposons que a = 3.

Alors Vg € SO3(R), tr (ghg th™1) =3, etdonc ghg 1h~! = 1.

En conséquence, h € Z (SO3(R)) = {I3}, ce qui est exclu.

On a donc biena < 3.

La suite (1 +2cos %) N ayant 3 pour limite, on peut prendre n € IN* tel que a < 1+ 2cos % <3.

Soit alors g, € SO3(R) tel que ¢ (1) =1+ 2cos %
On pose hy, = gnhg,jlh’l ; hy € H, car H est conjugué dans SO3(R) et car h € H.

T . . T
Comme tr hy, = 14 2cos v on obtient que h;; est une rotation d’angle :i:; ; ainsi h); € H est une

rotation d’angle 7r, autrement dit, un retournement. Ce qui conclut la preuve. [

Références

[H2G2] P. CALDERO et J. GERMONI — Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Calvage & Mou-
net, 2013.
[Per]  D. PERRIN — Cours d’algebre, Ellipses, 1996.

138. En effet, soitn > 2, et h € Z (SO, (R)) ; on va montrer que 1 est une homothétie.
Soit D une droite de R” ;on a : Rh(D) = hRph~! = Rp, car h est central.
Donc h laisse stables toutes les droites de IR", c’est donc une homothétie (c’est facile : on prend deux vecteurs non-colinéaires,
ce sont des vecteurs propres de &, leur somme également, et on montre que tous les vecteurs sont de méme valeur propre.)
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Sous-groupes compacts de GL, (IR)
Lecons : 150, 181, 203, 206, 101, 106, 208

[Ale], probléme IILIIL.A.1

Théoreme
Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit K un convexe compact non-vide de V.

Soit G un sous-groupe compact de GL(V) vérifiant : Vu € G, u(K) C K.
Alors 3x € K,Vu € G,u(x) = x.

Démonstration :

Etape 1: Soit N une norme euclidienne sur V.
Pour tout x € V, on pose
v(x) = max N(u(x)).
ucG
On va montrer que v définit une norme G-invariante sur V.
Comme G est compact : pour tout x € V, {u(x)|u € G} est compact.
On en déduit que v est bien définie sur V.
Par ailleurs, on a: Vx € V,Vu € G,v(x) = v(u(x)), car la composition par u est une bijection du
groupe G.
De plus :
— vestavaleurs dans R* car N l’est;
-VxeV,v(x) =0=N(x)=0=x=0;
- Vx € V,VA € R,v(Ax) = |A|v(x) car les éléments de G sont linéaires et car N est une norme.
Il nous reste a montrer que v vérifie 'inégalité triangulaire; soient x,y € V.
v(x 4+ y) étant définie a partir d'un maximum, on a :

Jup € G,v(x+y) =N (up(x+vy)).

Alors v(x +y) < N (uo(x)) + N (u0(y)) < v(x) +v(y).
Etsional’égalité v(x +y) = v(x) +v(y), alors up(x) et uy(y) sont positivement liés, donc x et y aussi
(car ug est inversible).
fitape 2: Comme v est continue sur K, elle y admet un minimum, disons en a € K.
Soit u € G, par argument d’invariance, ona: v(u(a)) = v(a).
Comme v est convexe (c’est une norme !), ses ensembles de niveau sont convexes, et donc, on obtient :
u(a) +a
v <2> = v(a).
Ainsi, v(u(a) +a) = 2v(a) = v(a) + v(u(a)).
Le cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire pour v fournit : u(a) = Aa, pour un certain A > 0.
Mais v(u(a)) = v(a),donc A =1oua =u(a) = 0.
Finalement, Vu € G, u(a) = a. [

Corollaire

Soit G un sous-groupe compact de GL, (R).
Alors il existe une forme quadratique g définie positive sur IR" telle que G C O(q).@

Démonstration :
On munit G d’une nouvelle structure de groupe (G, {) par : YA, B € G, AOB := BA.
On pose :
| (G0) = GL(S4(R))
Pl A s (S tASA)

— p est bien définie car VA € G,p(A) € L (Su(RR)) est inversible, d'inverse p (A71);
— p est un morphisme de groupes (pour la loi ¢);

139. Ce résultat peut-étre démontré de facon différente en utilisant l'ellipsoide de John-Loewner (voir en page .
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My(R)? — L (Sy(R))
(A,B) +— (S~ 'ASB)

Mu(R) — My(R)?

A = (A A)

p(G) est un sous-groupe (car p est un morphisme de groupes et G un groupe) compact (car p est continue

et G compact) de GL (S,(R)).

On pose H = {!MM|M € G} et K 'enveloppe convexe de H.

La compacité de G implique celle de H puis celle de K@

De plus, comme G C GL,(R), onobtient H C S;; 7 (R) ; et comme S,/ (IR) est convexe, ona K C S,/ T(R).

Enfin,

est continue (par bilinéarité

et dimension finie) et A : est continue (par linéarité et dimension finie).

VA € G,YM € G,p(A) (‘"MM) ="A'MMA ='(MA)(MA) € H C K;

et donc par linéarité de p(A), K est stable par p(A).
On applique le résultat précédent pour obtenir :

3S € K,VA € G,S = p(A)(S) = 'ASA.

Etcomme K C S,y " (R), onabien G C O (gs), ot g5 : x — 'xSx est une forme quadratique définie positive
sur R". |

Références

[Ale] M. ALESSANDRI — Thémes de géométrie, Groupes en situation géométrique, Dunod, 1999.

140. On dispose du lemme suivant, conséquence du théoreme de Carathéodory :

Lemme

Soit £ un espace affine réel de dimension n < oo, A C &, on suppose que A # & et que A est compact.
Alors son enveloppe convexe Cv(.A) est compacte.

En effet, on pose K = {(t1,...,t,41) € [0,1]" 7|t + ...+ t, 1 = 1}, C’est un compact de R" 1,

- K x grtl - £
On définit f : .
n defi f (fl,...,tn+1,A1,...,An+1) — A+ . 1A

D’apres Carathéodory, f (K x A"*1) = Cv(A); or f est continue et K x A"+ est compact donc Cv(.A) l'est aussi.
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Surjectivité de 1’exponentielle
Lecons : 156, 204, 153, 214, 215
[Zav], probleme 9.11

Soitn € IN*,ona: VA € GL,(C),3P € C[X], A = exp(P(A)).
Ce résultat implique la surjectivité de la fonction exp : M, (C) — GL,(C).

Démonstration :
Etape 1: Rappelons que VA € M,,(C),exp(A) € C[A}.
Désormais, fixons A € M,,(C).
Etape 2: On va montrer que C[A]* = C[A] NGL,(C).
C : Trivial.
D: Soit B € C[A] N GL,(C), dont on note yp le polyndme minimal.
Si X|up, alors up = XQ, avec Q € C[X], puis 0 = BQ(B); mais B € GL,(C) donc Q(B) = 0.
Ceci contredit la minimalité de yp.
Donc pup = o + XQ, aveca € C* et Q € C[X]; alors 0 = « + BQ(B) et donc
Bl = %@ e C[B] c C[A].
Etape 3: On a donc:
- exp(C[A]) C C[A]NGL,(C) = C[A]*.
- VM,N € C[A],exp(M + N) = exp(M) exp(N) car M et N commutent.
Etape 4 : Montrons que C%X est un ouvert connexe de C[A].
GL,(C) étant ouvert|'**|dans M, (C), on déduit de C[A]* = C[A] N GL,(C) que C[A]* est ouvert
dans C[A].
On va montrer que C[A]* est connexe par arcs; soient M, N € C[A]*.

n k
141. En effet, exp(A) = lim ) A et C[A] est un sous-espace vectoriel de M, (C) donc de dimension finie et donc fermé.
n—00 =0 k!
N——
€C[A]
142. GL,(C) = det™! (IR*) et le déterminant est continu.
143. Petit rappel sur la connexité.

Lemme

1. L'image continue d’un connexe de (E,d) dans (F,d’) est connexe.

2. Un espace métrique (E, d) est connexe si et seulement si toute application continue f de (E,d) dans ({0,1},5) oud est
la distance discrete est constante.

3. Un espace métrique connexe par arcs est connexe.

En effet :

1. Soit A une partie ouverte et fermée de f(E). Comme f est continue, f~1(A) est ouverte et fermée dans E. Par connexité
deE,ona:
~ soit f71(A) = @ et alors il nexiste pas de x € E tel que f(x) € Aetdonc A= f(E)NA =g;
— soit f71(A) = E etalors Vx € E, f(x) € Adonc A = f(E).
Donc f(E) est connexe.
2. — SiE est connexe, et f : E — {0,1} est continue, alors f(E) est connexe, donc f(E) # {0,1} (car {0,1} est une réunion
de deux singletons, donc de deux fermés). Ainsi, f est constante.
— Supposons que E ne soit pas connexe : E = Fy Ul Fj, out Fy et F; sont deux fermés non-vides. On définit f par f| =0
et f|r, = 1. On va montrer que f est continue; soit F un fermé de {0,1}, on va montrer que f ~1(F) est fermé dans E.
Si F = {0,1}, alors f~1(F) = E est fermé. Si F = {0}, alors f "}(F) = Fy est fermé. Si F = {1}, alors f~1(F) = F; est
fermé. Si F = @, alors f~1(F) = @ est fermé.
3. Soit f : E — {0, 1} une fonction continue ; on va montrer que f est constante. Soient x,y € E. Comme E est connexe par
arcs, il existe un chemin continu 7 : [0,1] — E tel que y(0) = x et y(1) = y. L'application f oy : [0,1] — {0,1} est alors
continue ; mais [0, 1] étant connexe, f o y est donc constante. Alors : f(y) = f(y(1)) = f(¥(0)) = f(x).
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Ona:det(zM+ (1 —z)N) € C[z]\{0}, car le déterminant est polynomial et M inversible.

On note Z 'ensemble des racines de ce polyndme; c’est un ensemble fini, donc C\Z est connexe par
arcs, contient 0 et 1; donc il existe un chemin -y continu reliant 0 et 1 dans C\ Z.

Alors le chemin t — y(f)M + (1 — y(t))N est continu et relie M et N dans C[A]*.

Etape 5: Montrons que exp(C[A]) est ouvert.
On sait que exp est de classe C! sur C[A] et que D(exp)(0) = Idc(4) est bijective.
Par le théoreme d’inversion locale, il existe & un voisinage ouvert de 0 dans C[A], V un voisinage
ouvert de I, dans C[A]* tels que : exp : U — V soit un C!-difféomorphisme.
En particulier, V C exp(C[A]).
Soit B € C[A],ona:exp(B+U) = exp(B)V.E]
Or exp(B) € GL,(C) donc la multiplication a gauche par exp(B) est bicontinue, par conéquent
exp(B)V est un ouvert, donc un voisinage de exp(B) € C[A]*.
Mais exp(B)V = exp(U +U) C exp(C[A]), donc exp(C[A]) est voisinage de chacun de ses points,
donc ouvert.

Etape 6 : Montrons que exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.
Ona:C[A]*\exp(C[A]) = U Mexp(C[A]).[[+°
MeC[A]*\ exp(C[A])
Comme dans l'étape précédente, on montre que VM € C[A]*\ exp(C[A]), M exp(C[A]) est ouvert
(car M est inversible et exp(C[A]) est ouvert).
Donc exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.

Comme C[A]* est connexe et comme exp(C[A]) est ouvert, fermé, non-vide dans C[A]*, on a:
ClA]" = exp(C[A]).

Conséquemment, VA € GL,(C), 3P € C[X], A = exp(P(A)). D’ou la surjectivité de l’exponentielle.@ |

Références

[Zav] M. ZAVIDOVIQUE — Un max de maths, Calvage & Mounet, 2013.

144. Cela se fait tres bien par double inclusion. Si M € U, exp(B + M) = exp(B) exp(M) € exp(B)V.Si N € V, alors
dM € U,N = exp(M) etexp(B)N = exp(B) exp(M) = exp(B+ M) € exp(B+U).

145. La encore, cette égalité se vérifie simplement par double-inclusion. L’inclusion “C” découle du fait que I, € exp(C[A]).
L'inclusion “>” demande un peu plus de rédaction : si M € C[A]*\ exp(C[A]) etsi N € Mexp(C[A]), alors M € N exp(C[A]).
Supposons que N € exp(C[A]), alors on aurait M € exp(C[A]), ce qui est exclu.

146. Citons un corollaire pour terminer.

Corollaire

On a I'égalité ensembliste : exp (M, (R)) = {A%|A € GL,(R)}.

En effet :

- 2
€GL,(R)
D: Soit A € My (R), telle que A = C2 o1 C € GL,(R); par le théoreme : 3P € C[X],C = exp(P(C)).
Et comme C € M, (R),C = C = exp (P(C)). (Non, 13, franchement, débrouillez-vous pour le détail, j'ai la flemme.)
Puis: A = C2 = CC = exp (P(C) + P(C)) car P(C) et P(C) commutent.
Or P+ P € R[X] donc P(C) + P(C) € My(R).

2
C: Soit M € My, (R),ona:exp(M) = exp (M) .
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Théoréme des extrema liés[1*"} 148

Lecons : 151, 159, 214, 215, 219

[Gou An], partie 5.3.2
Théoréme

Soient f,¢1,...,8 : U — R des fonctions de classe C! sur un ouvert U de R".
OnposeTl = {x € U|Vi € [1,r], gi(x) = 0}.
On suppose que :

— f|r admet un extremum localena € T';

— les formes linéaires Dg1(a), ..., Dg;(a) sont linéairement indépendantes.
Alors il existe Ay, ..., A, € R, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que : Df (a) Z AiDgi(a).

i=1

v ou

147. On peut aussi écrire “extremums” ou “extrémums”, mais pas “extréma”, “extremas” ou “extrémas”.

148. Donnons de ce théoreme quelques applications.
Le théoréme spectral : Soit E un espace euclidien, u € £(E) un endomorphisme symétrique (c’est-a-dire tel que u* = u); alors
il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de 1. On consideére les applications différentiables :

E —- R t.E—>IR
x = (u(x),x) M x (x,x)

f:

On note aussi S = {x € E|g(x) = 1} la sphere unité; on est en dimension finie, donc elle est compacte. L’application f
étant continue sur E, elle atteint son maximum sur S, en un point noté e;. Par ailleurs, pour x € Eeth € E :

Df (x).h = 2{u(x),h) et Dg(x).h = 2(x, h).

D’apres le théoreme des extrema hes JA; € R,Df (e1) = A1Dg (e1). Autrement dit, u (e7) = Aqe. On peut a présent
raisonner par récurrence; soit F = e1 11 suffit de montrer que u | est symétrique et appliquer la récurrence.

L'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique : On considere les applications :

RH)" = R R" — R

etg: 1
X = /X1 X X Y X —

f

L'ensemble K = {x € R"|x; > 0,...x, > 0,g(x) = 0} est un compact de R". La fonction f atteint son maximum sur
Kenun point a = (ay,...,a,); notamment f(a) > f(1,...,1) = 1. En conséquence, a4 € (]R**)", ouvert sur lequel

S

f et g sont de classe C!. Par ailleurs, pour x € (R**)", Dg(x) =
o o )
ox; na;
puisa; = ... =a, = 1. Ainsi, Vx € K, f(x) < 1; puis, par homogénéité : Vxq,...,x, € RT, ¢/x1 ... %, <

(1,...,1). D’apres le théoréme des extrema liés,

JA € R,Df(a) = ADg(a). On montre alors que pouri € [1,n]. En conséquence, f(a) = Aay = ... = Aay,

X1+ ...+ xn
Y

Une utilisation en statistiques : Soit Xl, .., Xn un n-échantillon de moyenne v et de variance o2.

Quand Z a; = 1, on sait que Z a;X; est un estimateur non-biaisé de v. Parmi tous les estimateurs de cette forme, on
i=1 i=1
recherche celui de variance minimale.
n n
Par le calcul, la variance de l'estimateur Z a;X; vaut o2 Z alz.
i=1 i=1
On pose :

R = R IR - R
e PRI |
1T n 1t... n
On veut minimiser f sur 'ensemble oi1 g s’annule.
Par le théoreme des extrema liés, si f admet un extremum en (ay, ..., ay), alors

JA € R,Df (ay,...,an) = ADg(ay1,...,an).

Mais g—f (a1,...,a,) = 2a; et gg (a1,...,an) = 1.
l
Donc Vi € [1, nﬂ 2a; = 1.
1 1 1
On montre alors quea; = ... =a, = - ; ’est bien un minimum, car f(1,0,...,0) =1 > n; =
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Démonstration :

Etape 1: Commengons par quelques petites remarques.
On voit déja que nécessairement r < n car les formes linéaires Dg; (a), . .., Dg;(a) forment une famille
libre de (R")".
De plus, si r = n, le résultat est trivial, car alors Dgq(a), ..., Dg,(a) forment une base de (R")
On peut donc supposer désormais que r < n.
Soits = n —r > 1; on procede a l'identification entre (x,y) € R® x R" et (x1,...,%s,y1,-..,Yr) € R".
On écritalorsa = (x,8), ouax € R°et f € R".

*

Etape 2 : Intéressons-nous a une matrice qui va nous étre utile pour la suite.

9g1 91 981 981
dJx; T 0xs dyp " 9dyr
Soit A= | I b | (@) € Mya(R)
9gr 9gr 98 9gr
e e I oy

Comme (Dg;(a));;c, est une famille libre, ona : rg A = r.

On peut donc extraire de A une sous-matrice inversible de format 7 X r; quitte a renuméroter les
o

variables... on peut supposer que det (agl (a)) #0!

Yj 1<ij<r

En notant ¢ = (g1, ...,8r), ceci se reformule en “D,g(a) est inversible”.

Etape 3: On applique le théoréme des fonctions implicites a g au voisinage de a.
Il nous fournit ici :
- U, voisinage ouvert de « dans R®,
— ), voisinage ouvert de 2 dans R" et
- ¢=(¢1,...,¢,): U — R de classe C!, tels que :
(xe U, (x,y) € Qetg(x,y) =0) & (x € U ety = ¢(x)).

En d’autres termes, les éléments de I' N Q) s’écrivent (x, ¢(x)).

, u — R
Et 4: O h: .
ape n pose ’ R )

Comme h(a) = f(a) et Vx € U, (x,¢(x)) € T, ensemble ou f admet un extremum local en a; on
obtient que /1 admet un extremum local en «.
On note ¥ = (Idgs, ¢).

!

149. Si elle ne servait a rien, on n’en parlerait pas...
150. Cette notation, batarde, signifie

J J J J

%(a) aii (a) %(a) a‘; (a)
A— . .

g, J dg, d

ail (a) ... 8§c: (a) 351 (a) ... %(a)

Elle a le mérite de prendre moins de place au tableau.
151. Cela se démontre par I'absurde ; supposons que rg A < r. Alors il existe une famille de scalaires non-nulle (y1, ..., jir)

r )
telle que : Vj € [1,n], Z yi%(a) = 0, ou on a désigné les variables (x1,...,Xs,y1,.-.,Yr) par (zi,...,z,). En conséquence,
i=1 ]
r
Y uiDgi(a) = 0; contredisant ainsi la liberté de la famille (Dg;(4));<;c,-
i=1
152. Si je rappelle son énoncé, c’est pas pour vous offenser, c’est juste que ca me fait du bien.

Théoreme (des fonctions implicites)

Soient U un ouvert de R® X R”, (2,b) un pointde U, et f € ct (U,R").
On suppose que f(a,b) = 0 et que detD, f(a,b) # 0.
Alors I'équation f(x,y) = 0 peut étre résolue localement par rapport aux variables y, c’est-a-dire : il existe un voisinage
ouvert V de a dans IR®, un voisinage ouvert W de b dans IR", avec V x W C U et une unique application ¢ : V. — W de
classe C! telle que :

(xeV,yeWetf(x,y) =0) < (x € Vety = ¢(x)).

De plus, Dy f (xo, /o) est inversible pour tout (xo,yp) € V x W.
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g _oh _O(foy a¢s+]
Adnsi Vi € [1,5],0= aTCi(“) B 8xl Z axZ )+ Z 8}/] E)xl ().
0
Cependant, Vj € [1, s]] ll] =g;jetVje [1,7], 1Ps+] aq;’;
1

Des lors : Vi € [[1,s],0 = g—j;(a) + Z g;]( )Bx (oc)

De plus, g o ¢ estnulle sur u’ donc sa keme composante, gko P (ottk € [[1,r]), aussi; en conséquence :

Vie [1,5],0 = @ )+ Z ag" ax

1
Posons alors :

Sy .. L@ L@ ... L)

E)xl

M = € Mr+l,n (]R)

Les s premieres colonnes de M sont combinaisons linéaires des r derniéres; ainsi rg M < r
Les r 4 1 lignes de M sont alors liées !

Ainsi, 3 (4o, . . ., ttr) € RTTIN{0}, uoDf (a) + Zlegl a) = 0.

i=1
Mais (Dg;(a))<;<, est une famille libre, donc y9 # 0 (car sinon, tous les y; devraient étre nuls).
On obtient alors le résultat souhaité en posant : Vi € [0,7],A; = %

Références

[Gou An] X. GOURDON - Les maths en téte : Analyse, 2¢ éd., Ellipses, 2008.
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Développement asymptotique de la série harmonique
Lecons : 223, 224, 230

[X-ENS An1], exercice 3.18

n
1
On pose, pour toutn > 1, H, = | X cherchons le développement asymptotique de H,, quand n tend
k=1
vers l'infini.

1
1. Posons, pourn € N*, u, = H, —Innetv, = u, — o on va montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.
En effet : 1
- Déja, Vvn € N*, uy, — v, = — >Oetun—vn —> 0.

— D’une part, I'inégalité ln(l +x) <x (Valable pour x > —1) fournit la décroissance de (1) :
1 1 1
Up—uUy 1=——Inn+In(n—1)==+1In (1— ) <0.
n n n
, . 1 1 1
— D’autre part, la suite (vy,) croit, car v,,41 — v, = P In(n+1)+1Inn = i In({1+ p > 0.

Dong, en tant que suites adjacentes, (u,) et (v,) convergent, vers la méme limite ; cette limite, qu’on notera
7, s’appelle la constante d’Euler

2. Du coup, on a montré que H, = Inn + vy + o(1) quand n — oo.
On pose, pour n € N*, t,, = u, — 7.

L n— by — t m(1-2) 2ol Lo ()] ]
orsque o,ona:ty,—t,_1=In{1-= T —___ = 2 _
d ne el n n n o 2n? n2 n nSeo 212
Ainsi, la série Z (ty — tx_1) converge.
k>2
Par théoréme de sommation des équivalents, on obtient :
== ), (h—t) v — X sm=5 L @
k=n+1 e k:n+12k 2k:n+1k

1
3. On vajustement chercher un équivalent simple de la quantité Z T ot > 1.
k=n+1

1
Comme f — m est décroissante et intégrable sur [1, 400, ona:

Vk>2,vt € kk+1], 5 <

1
S s (t—1)

ldr 1 ko dt
Sk S fpg e
D’otl1, en sommant entre 7 + 1 et N, puis en faisant tendre N vers I'infini (on a vu que les quantités convergent) :

o dt
./n+1 e Z k"‘\/n I

k=n+1

En intégrant, on en déduit que : Vk > 2, /
k

Comme les deux intégrales sont équivalentes 8 —— le cas @ = 2 fournitalors: t;, ~ —.
n—

ax—1pe—1’ © 2n

. . ) 1 1
Désormais, on a montré que H, = Inn + vy + o +o )

. . 1
4. Continuons, et posons désormais, pour n € IN*, w, = u, — v — o ;onadoncw, — 0.
1’1 n—oo
[ee)

En conséquence, la somme Z (wy — wy_q) vaut —wy,.
k=n+1

153. Valeur approchée par défaut : y ~ 0,577215.
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1 1 1y 1 1 1
* _ — _ R = - — - .
OrVn € N*, w, —w,_1 = uy un_1—|—2n P ln(l n)+n+2n Pt

Dongc, quand n — oo,
" LTy T2 3 n ! 2m 1-1 n3

1 1 1 /1 1 1
:_2112_?m3+2n(n+nz+0(nz)>+o<n
1
wSSeo G113

1 &1 11 -1

Ensuite, par sommation des équivalents, w, ~ —-— —_ o~y —— = —,
‘P e O S 6k_§’+1 B nSe 6 212 1202

1 1 1
Donc, on va s’arréter avec le développement suivant : H, = Inn 4y + 1o +o0 (nz> .

5. Pour finir, notons pour n € IN*, k,, = min {k € IN|Hy > n} (le rang auquel la série harmonique dépasse la
valeur n).
k

On va déduire du développement asymptotique de H, la valeur de lign "H.

n—oo n
Onpose H, =Inn+ v+ ¢y, 0l ¢, n_)—go 0.
Par définition de k,, ona:Ink, +y + ¢, > netln(k, —1) + 7 +¢, 1 <n.
Puisk, > exp(n— 7y —¢,)etk, —1 <exp(n—7v —&,_1)-
D’ot 'encadrement exp (n — v — ¢, ) < kn <exp (n — 7y —g, 1) + 1.

kn+l

Ainsi, k, — €"77 puis lim =e.
n—00 n—oo ky

Références

[X-ENS Anl1] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Analyse 1, 3¢ éd., Cassini,
2014.

154. C’est déja assez chiant comme ca...
155. On s’occupe comme on peut !
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Distributions a support ponctuel
Lecons : 254, 255

[Zui], théoréme 2.4.5

Théoreme
] Soit ) un ouvert de R" et xg € Q).
1. Soita € IN", on a: supp 0“6y, = {x0}.
2. Soit T € D'(Q), telle que supp T C {xo}.
Alors 3k € IN, 3 (a"‘)ltxlék CcC,T= Z 130" Oy, .

laf<k

Démonstration :
1. Soit ¢ € D (O\ {xp}), ona: (0%dy,, ¢) = 0 donc supp 0*dy, C {xp}.
Réciproquement, soit Vy, un voisinage de xo dans Q et x € D (Vy,) avec x = 1 au voisinage de xp.
o
X —X
On pose ¢ : x — %X(x), alors ¢ € D (Vy,).

De plus, par la formule de Leibniz :

#o0) = 5 X (5)98 (0= 100" ooy P o) = o (53 = 3007 oLy () = 1t =1

" p<u

2. On aura besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 1

Soit T € D'(Q)), ¢ € D(Q) tels que supp T Nsupp ¢ = .
Alors (T, ¢) = 0.

Lemme 2

Soitk € N, T € D'V (Q) et ¢ € CE(Q).
On suppose que : Vx € supp T, Va € IN”, |a| < k = 0%¢(x) = 0.
Alors (T, ¢) = 0.

Soit w un ouvert contenant xp avec w compact dans €.

Comme @ est compact, on sait que T € D’ (w) est d’ordre fini, noté k € IN.

Soit x € D(w), tel que x = 1 sur un voisinage de x, soit ¢ € D(Q)).

Ona:(T,(1—x)¢) =0carsupp T Nsupp (1 —x) = @ donc (T, x¢) = (T, ¢).

Onpose:9p:x — x(x) [p(x)— ) Ma“
!

|| <k

¢ (xp)| ;alors ¢ € D(w) et pour |B| < k:

Py () = Y (f)mx (x0) 957 {q)(x) -z Wa“go(xo)]

<p <k o =1
!
= (ﬁ)l (3%(960) -0- g!a’gq’(xo)) =0
Et comme supp T = {xp}, par le lemme 2, ona: (T, ¢) = 0.
Par conséquent,
% (x T,
(T,9) = (Txp) = ¥ 2000 = 3 (Lo ()

|
w<k % la]<k

ol Xo : x > x(x) (x — x)".
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Démonstration du lemme 1:
Comme supp ¢ C (suppT)S, ona:

Vx € supp ¢, 3V, un voisinage ouvert de x,Vip € D (V) , (T, ¢) =0

Alors on obtient : supp ¢ C U Vi.

xEsupp ¢
N

Et comme supp ¢ est compact, par Borel-Lebesgue : 3x1,...,xn € supp ¢,supp ¢ C U Vi
i=1
Soit (Xi);<i<n une famille d’éléments tels que :
- Vie [1,N],xi € D(Vy,);
N

- Y xi(x) =1 pour x € supp ¢.

N N
Alors ¢ = ) x;p etdonc (T, ) = Y (T, xip) = 0 car xip € D (Vy,). |
i=1 i=1

Démonstration du lemme 2:

On note K = supp T N'supp ¢. Si K = &, on renvoie au lemme 1. Supposons donc désormais que K
est non-vide.

Pour ¢ > 0, on pose K, = {x € R"|d(x,K) < e}.Ona: J¢gy €]0,1],Ve € ]0,¢9], Ke C Q.

Soit xe € D (Ke), telle que xe = 1 sur K¢ et telle que quand |a| < k, on ait : [0%x.| < Cae™ o,
Ona(T,(1—x¢) @) = OcarsuppTﬂsupp (I—xe)o C KﬁKC% =a.

Donc (T, ¢) = (T, x¢), puis :

(T, ¢)] <C Y sup|d” (xeq)|, ot C € R™* est indépendant de ¢
la|<k K.

Or, par Leibniz : 9% (xc¢) = ) | <1x) 0 PxeoPg.

pu

Dou: (T, @) <C Y Y ( ) “,ﬁe‘ﬁ‘_‘“|sup‘aﬁ¢‘.
|| <k B<a Ke
Et comme |B| — |a| > |B] —kete<1,0ona:

T,g)<CYy ¥ (“)Ca_ﬁs'ﬁ"suplaﬁfp\
|BI<k |a|<k B Ke
a>p

«
On pose C' = Cmax ( >C _p | eton obtient :
Bl<k ME ) F

a>p

(T, )| < C’ 2 elpl= ksup’aﬁq)‘
|BI<k

On va montrer que ll_l’)% elPl—k supg, |85(p] = 0 pour || < k; on aura ainsi terminé la preuve.

On sait que : Jx, € K¢, sup [0P | = [0Pg (x¢)| et Txg € K, [xe — x| < &
K

9P ¢ étant continue a support compact, elle est uniformément continue. Soit & > 0;

I >0,Vx,x' € Q,|x—x| <= ‘8ﬁ<p(x) —Fe(x')| <0

Choisissons ¢ < 77, on obtient |9P ¢ (xe) — 9P g (x)| < & et comme xg € K C supp T : |9P ¢ (xe)| < 6.
On en déduit, pour |B| =k, lin& elfl=F sup 0B | = 0.
e—> Ke
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Supposons désormais |B| < k; par la formule de Taylor avec reste intégral :

Y
P (xe) = Ma%ﬁ(l) (x0)
yl<k—1-pl T
1(1—p)k-Ipl-1
+ ) 3P (x + t (xe — x0)) (xe — xp)7 dt
v—km/o I
xe — xg)7

[v|<k—1—|B] v

/1 (1— £k lBl-1 ‘a7+5(p (1= £)xg + txe) | | (xe — x0)7| dt

1
E= 110 2

Pour tout f € [0,1],ona: |[(1 —#)xg + tx, — xg| = t|xe — x0| < edonc (1 — t)xg + tx; € Ke.
D’autre part, xg € K C supp T donc pour |y| + [8| <k —1,0na: 37 g (x) = 0.
Par conséquent :

k-8
‘aﬁq; (xe)| < 7‘ / 1sup (awﬁ(p‘ [ TR— = sup ‘87+5¢‘
(k=1B1=1 54 e
Donc elfl = ‘aﬁ(p(xg < o Z sup [0 ¢|.
(k— Iﬁl D! &
H—>00
Et finalement : lim ¢/fl=* sup ‘aﬁ<p| =0. u
e—0 Ke .
Références
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Inversion de la transformée de Fourier
Lecons : 234, 235, 239, 240, 261
[Ouv2], section 12.3

Rappels :
RY — C

1. Si p est une mesure bornée sur R, on définit : i : ‘ b [ree®dp(x)
R4

2. Soity € RY, si g(y — .) est p-intégrable, on définit (g 1) (y) = / ¢y —x) du(x).

R4

Théoréme

Soit ¢ une mesure bornée sur RY et telle que 71 € L'(A).

1)° :
Alors u < A et sa densité (au sens de Radon-Nikodym) est : i(x) = (27_[) /d fi(t)e ) dt.
R

Prérequis

1 ]xH2> ) -
— Pouroc>0,¢,: x— exp | ——=—— | est une densité de probabilité.
goivm (o Jew (<1 b

d
~ Ona:Vte R, G(t) = (\/271) q1(b).
— Par convergence dominée : Vf € Cp, (R?) ,Vx € RY, (f * go) (x) — f(x).
T—

Démonstration :

d
Etape 1: On va montrer que : Vy € RY, (goxp) (y) = (12) /d ﬁ(v)gl(Uv)efi@"”> do.
V2r/) JR
Comme g, et ¢ sont bornées, on a bien : Vy € RY, ¢, (y —.) € L ().

_ (Y (P (N (xey
De plus, go(y — x) = go(x —y) = (%> exp (‘ 202 ) - ( 271(7) 81 (J)'

Par un changement de variable, on obtient ensuite :

gdy—x)—(V%n)aéﬂhﬁﬁﬂpc<x;yﬂ>>i§_(Vén>aéghwvﬂnﬂﬂx—%vﬁdv

DOHC(ga*;O(y)“/;d(\ggT)djgdglﬁﬂﬂeXP(Kx-yﬂﬁ)dvd#(x)

d 2
Or |g1(0v) exp(i{x — y,v))| <\/127T> exp (—0”20”2) est intégrable par rapporta A ® y car y est

o?|o|f?

5 > € LY(M).

bornée et v — exp | —

On applique Fubini :

e @) = () [t [ & audo = (1) [ aiowge oo

Etape 2: Montrons que i < A.
. d . _ .
Soit f € Cx (]R ),ona : /]Rd f(x)du(x) = e ilg}) (f * go) (x) dpu(x).

On applique le théoréme de convergence dominée, car :

(200 (] = | [, £ =)o) dy| < [ 17 =) gl dy < f o € L (1) car st bormee,
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Onadonc:/IRdf(x)dy(x):lim (f * o) (x) dp(x) = lim F(y)ge(x — ) dydp(x).

c—0 JR4 c—0JR4 JR4
On applique Fubini, car |f(y)ge(x — )| < |f(¥)| ||8¢ ]|« €St # @ A-intégrable.
Ainsi

o /() dpi(x) = lim f(y)ge(x —y) du(x)dy = lim f( )/ o(y —x)dp(x)dy

c—0 JRY JIRA c—0.

— lim Rdf(y) (8o *m) (y) dy

oc—0

Maisona:

1\* .
) (=0 W] = £ | [, (5= ) Alodsa(eu)e 09 do| <

V2r

qui est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R,
Ainsi, par convergence dominée :

vf e (RY), [ Fdn(o = [ ) lim (gox ) () dy

On a donc bien p < A.

Etape 3 : La relation précédente nous donne : i(x) = lim (g, * ) (x).

c—0

1\¢ .
. T ~ —i(x,0)
Ainsi: h(x) = lim (2 ) /d H(v)gi(ov)e do.

c—0
< (\/1271){1 o) Lt (RY).
Donc h(x) = ( ! )d [, o)) do

27T

—i{x,0)

Or |fi(v)ga (00)e

Références
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Ruine du joueur

Lecons : 223, 226, 249, 264

[GS], partie 3.9

Soit (Yy),cn- une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi

n
pé1+ (1 —p)é_1;onnote S, = a+ ZYi,oﬁa € NN.
i=1
Soit b € N*, onnote T = inf {n € N|S, € {0,a+b}}etp=P (St =a+b).[

On adeuxcas (onnoteq =1—p):

a
1—(1 _
— Soit p # l,danscecasp = <pz+betIE[T] = W;
2 1- (g) P—9
1 14
- Soitp = E,dans cecasp=——— et E[T] = ab.
Démonstration :

Etape 1: On va commencer par obtenir une formule de récurrence.
Onnote Py =P (.|Sg = k) et A = {ST = a+ b}. On calcule Px(A).
Par la formule des probabilités totales :

P(A) = Pr (AY1 = 1) Pr (Y1 = 1) + Py (A]Y; = —1) P (Y1 = —1) = Prya (A)p + Pr_1(A)g.
On note py pour désigner IP,(A), et on obtient la récurrence linéaire :

{ pk:PPk+1+qpk71,p0url§k<g+b_1
po:letpa+b:0

Etape 2: Déterminons la valeur de p.

— Dans le cas ol1 p # 5 alors ’équation caractéristique de cette récurrence linéaire est : x = px? + ¢,

q

dont les solutions sont 1 et E
k
On en déduit alors: 3o, B € R,Vk € [0,a+ b], py = a + B (Z) .

a+b
Mais on dispose des valeurs de pg et de p,.j; cela nous fournit: 0 =a + fetl =a+ (Z) .

Ainsi, x = —Bet p = (—1 + (Z)M) 71.
)

Par conséquent, p = p; = el
= (1)
p

1 1
— Dans le casou p = 5 alors I’équation caractéristique devient : x = Exz + 5 dont 1 est I'unique

solution.
On en déduit alors : Ja, B € R, Vk € [0,a + b], px = « + Bk.
Mais on dispose des valeurs de pg et de p,,p; celanous fournit: 0 =aet1l =a + f(a+b).

156. Un point sur l'interprétation de I’énoncé. Les variables Y, désignent le résultat d"un jeu qui peut se solder par le gain ou
la perte d’un euro pour le joueur; la probabilité de gagner un euro valant p. La valeur S, désigne la fortune du joueur apres n
répétitions du jeu; ainsi Sg = a est ’argent que possede le joueur avant de commencer a jouer. La banque, quant a elle, posséde
b euros; quand le joueur gagne, elle perd, et réciproquement. Ainsi, le jeu doit s’arréter quand 1'un ou l'autre des acteurs (le
joueur ou la banque) fait faillite : cela se produit a I'instant T. La probabilité que le joueur gagne finalement contre la banque

est donc p. On veut connaitre cette probabilité, ainsi que le temps moyen de jeu, en fonction des valeurs de a, b et p.
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1
Ainsi,a =0etf = ——.
p a+b
Par conséquent, p = p, = ——
quent, 0 = pPa = -
Etape 3: On va suivre la méme tactique pour calculer I'espérance de T : d’abord obtenir une formule de
récurrence, puis en profiter, en distinguant les cas selon la valeur de p.

— La formule des probabilités totales nous donne :
E[T] = B [TIY1 = 1] P (Y1 = )+ Ei [T]Y1 = =1]P (V1 = —1) = (14 Epq [T]) p+ (1 + B [T]) g.
On note ¢, pour désigner E[T], et on obtient la récurrence linéaire :

{ ey =1+ pexi1+gex 1, pourl <k<a+b-1
eg=0ete, 1, =0

On note, pour k > 1, d; = e, — e;_1 ; la relation de récurrence devient : 0 = 1 + pdy1 — qdy.
— Dans le cas ot p # 5 On pose I e réel vérifiant : 0 = 1 + pl — gql, cest-a-dire que | = =

La relation de conséquence devient donc: 0 = p (dyyq — 1) — g (dx — ).

Par conséquent, dy 1 — I = % (dg —1),etdoncd, — I = <Z> o (dq —1).

Donc, pourn > 1,ona:

)k&(m0> :rﬂ+(d1zfﬁf(i)k::nz+(dll)l_g)

k=0 1

==

%:f@+%:f0+(

k=1 k=1

= =
==

q
P d
Ore, p,=0=(a+b)l+(d—1) (p)q , ce qui nous donne : = -
P

Done BT — a1 (1_ (Z)“) 1(_a(+?);)al+b _ qip a(a+b)11(é

1 1
— Danslecasoup = - alors fdkH = fdk —1,doncdyyq =d —2,doudy =dy —2(k—1).

Alors, pourn > 1,e, = de—ndl ZZk—ndl #zn(ﬁh—(ﬂ—l)).
=1
Oreu+b:0—(a+b)(d1+(a+b—1)) doudl—a+b—1
Donc E[T] =¢; =a(a+b—1—(a—1)) = ab. [

Références

[GS] G. R. GRIMMETT et D. R. STIRZAKER - Probability and Random Processes, 3¢ éd., Oxford Univer-
sity Press, 2001.
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Théoréme de Carathéodory
Lecons : 181

[TauGéo], résultats 4.3.5-4.3.6
Théoréme

Soient £ un espace affine de dimension finie, d’espace vectoriel associé E, et A C &, avec A # @.
Tout élément de Conv(.A) s’écrit comme combinaison convexe de k points de A, aveck <1+ dim €.

Démonstration :
Soit M € Conv(.A); par définition de 1’enveloppe convexe, M est combinaison convexe d’un nombre fini
de points de A, notés Ay, ..., Ax.

k
Onadonc:M:t1A1+...+tkAk,avec0§t1,...,tk<1et2ti:1.
i=1

On suppose que k > 1 4 dim &, puisque sinon, on est content.

— —
La famille <A1A2, oo, Aq Ak) est liée, car elle possede au moins (1 + dim E) vecteurs de E.

En conséquence, il existe Ay, ..., Ay € R non-tous nuls, tels que : AgA1 Ay + ... + A A1 A = ?
On posealors iy = Ay + ...+ Apetpouri € [2,k], u; = —A,.
— — . X
Onaalors: j1OA; + ... + 1xOA; = 0, ou1 O est un point quelconque, fixé, de €.
Comme pi1 + ...+ p = 0, et que les ; (i € [1,k]) sont non-tous nuls, on sait que : 3j € [1, k], u; > 0.

On pose alors A = min {;l
i

Ui > 0},puis, pouri € [1,k], v; = t; — Ap;.
k k

De cette facon, v1,...,vr > O et Zvi = Zt,- —0=1
i=1 i=1

t
Aussi, 3g € [1 k]|, A = V—q, d'ottv; = 0.
q

k k k k
Ail"lSi,O_]V/IZZtiO—AEIEUiO—Az—F/\ ]/liO_AZZZZ)iO i—f—ﬁ:ZUiO—Aé.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
i#q
k
Donc M = 2 v;A;, donc M est combinaison convexe de (k — 1) points de A.
=1
i
Donc M peut s’écrire (en itérant) comme combinaison convexe d’au plus (1 + dim &) points. ]

Corollaire
[ Sous les mémes hypotheses :
1. si A est compact, alors Conv(.A) est compact;
2. si A est borné, alors Conv(.A) est borné et de méme diametre que A : §(A) = 6(Conv(.A)).

Démonstration :

1. Onposen =dim&, et K= {(t1,..., ty1) € [0, 1)ty + ...+ t,41 = 1}
K x gntl — £
(tl, . ,tn+1,A1,. . .,An+l) = AT+ tn+1An+1 )
D’apres le théoréme de Carathéodory, f (K x A" 1) = Conv(A).
Or f est continue, et K x A" est compact, donc Conv(.A) est compact.
2. Comme A C Conv(A),ona:é(A) < 6(Conv(A)). B
Comme A est borné, il existe A € Aetr > 0, tels que A C B(A,r).
Comme B(A,r) est convexe, ona: Conv(A) C B(A,r).
Ainsi, Conv(.A) est borné.

K est compact; on définit : f :

k
SOitMECOI’IV(.A),MZt1A1—i—...—l—i‘kAk,OflAl,...,Ak eA t,... >0et2ti:1.
i=1
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Soit N € A,ona: MN < AN+ ...+t AN < 5(./4) (t] +...+tk) = (5(A>
Ainsi, la distance d’un point quelconque de A & un point quelconque de Conv(.A) est inférieure &

I(A).

Soit alors P € Conv(A), MP < tjA1P+ ...+t AkP < 5(A) (t1 + ...+ tx) = 6(A).

Puis, par passage a la borne supérieure, 5(Conv(.A)) < 6(.A) donc 6(Conv(A)) = 5(A). [
Références

[TauGéo] P. TAUVEL — Géométrie, 2¢ éd., Dunod, 2005.
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Théoréme de Sophie Germain
Lecons : 120, 121, 123, 126
[X-ENS Al1], exercices 4.39
Théoreme
_S()Tpun nombre premier de Sophie Germain, c’est-a-dire un nombre premier impair tel que

g = 2p + 1 soit un nombre premier.
Alors il n’existe pas de triplet (x,y,z) € Z3 tel que xyz # 0 [p] et xP + yP + zF = O.E]

Démonstration :
On notera ici P 'ensemble des nombres premiers.
On raisonne par l'absurde; soit (x,y,z) € Z3, tel que xyz # 0 [p] et xP + y¥ +zF = 0.

Soitd = pged (x,y,z), quitte a poser x’ = g, y = S et Z = 2, on peut supposer que d = 1.

Etape 1: Montrons qu’alors x, i et z sont premiers entre eux deux a deux.
Par I’absurde, soit r un facteur premier de x et y.
Alors r|x?P + yF, puis r|zP et dong, par le lemme d’Euclide : r|z.
On contredit alors 'hypothese selon laquelle x, y et z sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Désormais,onadonc: x Ay =xAz=yAz=1
p—1
Etape 2: Montrons que 3(a,a) € Z%,y +z = a’ et ) (—z)P~1kyk = o,
k=0
On va appliquer le lemme suivant.

Lemme

Soitu,v € Z,avecu Av =1et Jw € Z,uv = wk, ot k > 2.
Alors u et v sont tous les deux des puissances k™.

Démonstration :
Onécritu =[] p, 0= [] pPretw=J] p", otra, B,y € NP\
peP peP peP

Et comme uv = w*, ona:Vp € P,ap + Bp = kyp.
Mais, a, et B, ne peuvent pas étre simultanément non-nuls, puisqu'onau Av = 1.
Conséquemment, Vp € P, k|ay et k|B,.

Donc u et v sont des puissances k¥, u
p—1
Ici, ona (y + 2) (E (—Z)”“‘yk> =y +2F = —xF = (—x)P.
k=0
p—1
Il serait donc intéressant de montrer que y + z et 2 (—=2)? 717kyk sont premiers entre eux.

k=0
Par 'absurde, supposons qu'il existe un nombre premier, appelons-le r, qui les divise tous les deux.
Alors, de I’égalité précédente, il vient que r?|x?, donc r|x.

p-1 p1
Commey = —z[r],ona: Y (—z)/ =Y yrl=py 1]
k=0 k=0
—
=0{r]

157. Ily a beaucoup de choses intéressantes a dire a propos de ce résultat. Sophie Germain (1776-1831) est quasiment la seule
femme mathématicienne de son temps. Elle suivit les cours de 1’Ecole polytechnique par correspondance, car les femmes n’y
étaient pas admises et c’est sous le pseudonyme masculin de Maurice Leblanc qu’elle écrivait a Gauss pour lui faire part de ses
découvertes arithmétiques. En 2001, le plus grand nombre de Sophie Germain qu’on connaissait était 109433307 x 266452 — 1,
possédant 20013 chiffres. A I'heure actuelle, on conjecture qu’il en existe une infinité. Le théoréme de Sophie Germain, démontré
en 1823, est une résolution partielle du grand théoréme de Fermat — mais si, vous savez : pour n > 3, il n’existe pas de solution
non-triviale dans Z3 a 'équation x” + y" = 2" — que Fermat mentionnait dans une annotation marginale, sans la prouver “par
mangque de place”. On est certain aujourdhui qu’il ne pouvait pas en avoir une démonstration complete (bon, en méme temps,
quand tu t’appelles Fermat, ton prof de maths va avoir du mal a te reprocher de bluffer dans tes copies, non?).
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Donc r|py” ~1, et donc, par le lemme de Gauss :

— soit r|p, et alors, ces deux nombres étant premiers, on obtient r = p et donc p|x, contredisant
I'hypothese xyz # 0 [p];

— soit r|y, mais c’est impossible puisque r|x et x Ay = 1.

p—1
On obtient ainsi une contradiction ; et on en déduit (y + z) A < Z (—z)P _1_kyk> =1.

Puis, par le lemme, on obtient :

p—1
J(a,a) € 2%,y +z = a? et ) (—z)P~ 1Ryl = aP,
k=0
Similairement, on montrerait x +z = b” ety +z = c?, avec b,c € Z.
Etape 3: Un (et un seul, vu qu’ils sont premiers entre eux deux a deux) des trois entiers x, y et z est
divisible par g.
Soit m € Z, tel que q { m.
Alors, par le petit théoréme de Fermat, on obtient : (mp)2 = mi~1! = 1]q] et donc, comme Z/qz est
un corps@ ona:mf ==+1]q].
Par l’absurde, on suppose g { x, gty et g1 z.
Alors 0 = xP 4+ yP + zF est congru a 3,1, —1 ou —3 modulo 4. Ce qui est absurde puisque g > 5.
Sans perte de généralité, disons que g|x, et qu'incidemment : gt y et g 1 z.

fEtape 4 : Tels Jean-Claude Dusse, cherchons a conclure.
Ona:bV+cf —a? =x+z+x+y—y—z=2x=0]q].
Et comme x =0[g],ona:y = ¢ [g]; mais q { y donc g { ¢, d’ott y = £1 [g]. Similairement, z = £1 [g].
Donc a? = y + z est congru a 2, 0 ou —2 modulo 4 ; mais une puissance p*™¢ est congrue a 1, 0 ou —1
modulo g.
Donc y +z = 0[g].

p—1
Comme dans I'étape 2, on obtient : a? = ) | (—z)P~1kyk = pyP=1q].
k=0
Or p — 1 estpairety = +1 [g] et donc a” = p [g]; mais aussi a” est congrua 1, 0 ou —1 modulo 4.
Contradiction !
Iln’y a donc pas de triplet (x,y,z) € Z3 tel que : xyz # 0[q] et x? + yP + zF = 0. [
Références

[X-ENS Al1] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS — Oraux X-ENS Algebre 1, 3¥™¢ éd., Cassini,
2014.

158. Le polynome X2 — 1 € Z/, qZ[X] admet au plus deux racines puisqu’il est de degré 2 sur un corps ; on vérifie facilement
qu’il s’agitde 1 et —1.
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Théoréme des événements rares de Poisson

Lecons : 218, 241, 249, 261, 262, 264

[Ouv 1], théoréme 7.1
[Ouv 2], théoréme 14.20

Théoréeme (Evénements rares)

Soit, pour tout n € IN*, une famille finie { A, ;|1 < j < M, } d’événements indépendants.

My
Onpose: p, ;=P (A,j)etS, = Z]lAn,j-
j=1

M,

On suppose['??|: max — Oet —>/\>O
PP 157em, P e ZP”]

Alors (Sy),cn- converge en loi vers la 101 P(A).

On commence par montrer le théoreme de Poisson, dont le théoréme des événements rares est une
généralisation.

Théoréme (Poisson)

On considere (S;), - une suite de variables aléatoires de lois B (1, p,).
Si lim np, =A >0,

n—oo
Alors (Sy),,cn+ converge en loi vers la loi P(A).

Démonstration du théoréme de Poisson:
Comme np, — A,ona:p,=—+o0 )
n—o0 n n

Soitk € IN, pourn > k:

e RO =0

Orn(n—1)...(n—k+1) [2+o<1)]k:””1 n—k+1

n n on n n—00
A 1\1"* A 1 A 1 .
Et {1—n+o<n>} =exp {(n—k)ln <1—+0<n>)] =exp [(n—k) (_n+0 (n))} —ze
k
Par conséquent, P (S, = k) - %e A, d’ou S, —> P(A). [ ]

Démonstration du théoréme des événements rares:
On va utiliser le théoréme de Lévy.
Soit n € IN*, par indépendance des A, j pour 1 < j < My, ona, pourt € R:

My My

95, (t H o1, () =T [ (Puje" +1=pus) =TL (14 puj (" ~1))

=1 =1
D’ot1, en posant z = elf — 1

Log (¢s, (t ZLOg + Pu,z)

Par la formule de Taylor avec reste intégral, pour |z| <1:

1—u

_ 1
dv—z—l—/ 1+z—1—zu)(1+iu)zzdu:z—zz/0 ﬁdu

4z (14z—0)! -
14 zu)

Log(1+z) —Z—|—/ 1

159. Attention, certaines hypotheses dans le livre de Ouvrard sont inutiles.
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Comme max p,; — 0:3N € N,Vn >N, max ‘pn]z]
1<j<My 7 n—eo 1<j<M

Soitalorsn > N,

Log s, (t) l\f[p z—p? 22/1 1-u du} zZp ZZZP / LEL I
Sn = /4 — ,» = — _—
j=1 Y " Jo (1+pn]2”) " " Jo <1+pn,]'2u)2
Or, pour u € [0,1], par inégalité triangulaire : |1+ p,, jzu| > 1 pn]|z\u 1—ppjlz| > %
Donc Aﬁpz /11_7udu <Af:p2 /1|17 Zp 4/ (1—u)du —Z%p
j=1 "' Jo (1+ p,,,]-zu)2 h = "1 Jo |1+ n]zu| vl &
<2 (1?]121)\(/1;1 pn]> (]; pn,j)
AlAﬁZ/l 1=8 u=0donc1 ()1% A
insi lim ; ————— du = 0donc lim Log ¢s,(t) = lim z = Az.
n—veo = Prj 0 (14 pn,jzu>2 v 08 P 0o % Ly P =
. i P L
Donc nl1_r>ro10 ps, (t) = exp (/\ (elt - 1>) d’ou Sy 2 P(A). |
Références
[Ouv 1] J.-Y. OUVRARD — Probabilités 1, 2¢ éd., Cassini, 2007.
[Ouv 2] J.-Y. OUVRARD — Probabilités 2, 3¢ éd., Cassini, 2009.
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Anneaux euclidiens, principaux, factoriels

Développements : Ftude de I’anneau Z [%} (page , Irréductibilité des polynomes cycloto-
miques (page

[Per], parties 11.3,4,5
[RDO], partie 3.3.3

Définition

Soit A un anneau.
— Aesteuclidien < A est integre et
dv: A\{0} - IN,Va,b e A\{0},3g,r € A,a=bg+ret(r=0ouv(r) <v(b)).
— A est principal < A est integre et tout idéal de A est principal.
— P est un systéme de représentants des irréductibles (sri) de A <
Vp € Airréductible, 3!g € P, p et g sont associés.
— Soit P un sri de A.
A est factoriel < A estintegre et Va € A\{0},3'u € A*, 3! (Up(a))pEP e NP g=u I pr(@,
peP

Proposition

Un anneau euclidien est principal.

Démonstration :

Soit I un idéal de I'anneau euclidien A, avec I # (0).

Soit alors b € I, tel que v(b) soit minimal.

Soita € I, on a la division euclidienne a = bg +r, avecr = 0 ou v(r) < v(b).

Or r € I, donc par minimalité de v(b) onar = 0, puisa € (b) etenfin I = (b). |

Par exemple, Z, muni de v(n) = |n|, est euclidien.

Proposition

Un anneau principal est factoriel.

Démonstration :

On fixe P un sri de I'anneau principal A.

Etape 1: Dans un anneau principal, il n’existe pas de suite d’idéaux qui soit strictement croissante (pour
I'inclusion).
En effet, par 'absurde, considérons une suite d’idéaux strictement croissante (Jy),,cn-
Alors, on montre sans effort que | = U Jin est aussi un idéal.

neN
Soit alors a € A, tel que ] = (a) (on a le droit car A est principal).

Alors dp € N,a € J,,d’ou ] C Jp, puis | = Jp.
DeslorsVn > p, |, = Jp- Contradiction avec la stricte croissance de la suite.

Etape 2: On pose alors £ = {idéaux non-nuls de A dont les générateurs n’admettent pas de décomposition}.
— On montre d’abord par I’absurde que £ # .
Soit Jo € &, on construit une suite finie strictement croissante d’éléments de &, la plus longue
possible.
Soit alors ], son plus grand élément, et a € A tel que (a) = J,; a n’est donc pas décomposable.
En conséquence, a n’est pas irréductible, donc 3b,c € A\A*,a = bc.
Donc (b), (c) D (a) = Jp et (b), (c) # (a); par maximalité de J,, on a que (b), (c) & &.
Donc b et c sont décomposables, et donc a = bc I'est aussi. Contradiction.
— Pour l'unicité, on suppose que u H pr = H pm;’.

peP peP
o/ o
Soit py € P, on a donc pgp Ulpy ' T por; par le lemme de Gauss, on obtient que pgp “1p.
peP
p#po
Donc vy, < v%o, et par symétrie v, = v;go, puisv =0 etu = u'.
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Proposition

A[X] est principal < A est un corps.

Démonstration :
< Si A est un corps, alors A[X] est un anneau euclidien pour le degré.

= Si A[X] est principal, alors A[X] est integre donc A est intégre (cela se montre facilement).
On montre alors que X est irréductible (en utilisant le fait que deg PQ = degP + degQ, quand
I'anneau des coefficients est integre).
Donc l'idéal (X) est premier dans I'anneau A[X] qui est factoriel donc il est maximal.

Mais A[X] est principal donc A ~ A[X]/(X) est un corps. [

Proposition

Si A est un anneau factoriel, alors A[X] est un anneau factoriel.

Démonstration :
Lemme (Gauss)

On note, pour P € A[X], ¢(P) le pged des coefficients de P (on utilise ici la factorialité de A), qu’on appelle
contenu de P.
Alors on a c¢(PQ) = c¢(P)c(Q) modulo A*.

Démonstration:
On se ramene d’abord au cas ot P et Q sont primitifs puis on obtient le cas général.
Onnote P=a,X"+...+apetQ =0, X" +...4 by.
Sic(PQ) # 1, il existe p € A irréductible divisant c¢(PQ).
P et Q étant primitifs, on note iy et jy les rangs des coefficients de P et Q de plus petits degrés tels
que p { a;, et p{bj,.
Mais, par hypothese : p|cj 4, = aobi;1j, + - - -+ ai,bj, + ...+ aj,yj,bo donc p|a;; ou bj;. Impossible. B

Lemme

Les irréductibles de A[X] sont les :
— éléments irréductibles de A ;
— polyndmes primitifs de A[X] qui sont irréductibles dans Frac(A)[X].

Démonstration :
II faut utiliser le lemme de Gauss mais c’est pas trop difficile. |

Soit P € A[X] un polynéme primitif; par factorialité de Frac(A)[X], on peut écrire P = [ ] P! dans
icl

Frac(A)[X], ot les P; sont des irréductibles de Frac(A)[X].

On peut écrire P; = %Qi avec Q; € A[X] un polyndme primitif ; l'irréductibilité de Q; dans Frac(A)[X]

implique que Q; est irréductible dans A[X].

Ona: H b | P = H a; H Q:" |, et donc, au contenu, on a, modulo A%, H b= H all.
i€l i€l i€l i€l i€l
Donc P = uHQ?", ouu e A*.
iel
Si P n’est pas primitif, on le divise par son contenu pour se ramener au cas primitif.

Lemme

Soit B un anneau intégre, dans lequel on a I'existence d’une décomposition qui le rendrait factoriel, sans en
avoir l'unicité. On a équivalence entre :

1. B est factoriel ;

2. Si p estirréductible et p|ab, alors pla ou p|b;

3. Sialbc et sia et b sont premiers entre eux, alors a|c.
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Démonstration:

3 = 2: évident.
2 =1: onsuppose que u H por =u' H P/U;"

peP peP
/
Soit pg € P, on a donc p,” |p, oy IIr % ; par le lemme de Gauss, on obtient que " |po "
peP
p#po

Donc vy, < v}, et par symétrie v, = v}, , puis v = v’ et u = u’. On obtient donc l'unicité de
la décomposition.

1= 3: on décompose 4, b et c en facteurs premiers, et on veut montrer que vp(a) < vp(c) pour
tout p € B irréductible.
Sinon, pour un p, vy(a) > v,(c), mais comme a|bc, v, (b) > vp(a) — vy(c) donc vy (b) et vy(a)
sont non-nuls.
Des lors pla et p|b, d’ott une contradiction. [

On prend P un polyndéme irréductible, et on montre que AlX]/ (P) est integre, ce qui donnera que (P) est
premier.

SiP=pe A, alors AlX / A/ p)[X} est intégre car A/(p) I'est.

Sinon,on ai : A[X]/ (P) — Frac )[X] / (P) et FraC(A)[X]/(p) est intégre ; on va montrer que i est injectif,
autrement dit : (P Frac(A)[X]) N A[X] = P A[X].

Soit Q € A[X] et Q = PR avec R € Frac(A)[X]; on écrit R = R" et Q = cQ" avec R" et Q' dans A[X] et
primitifs; ona: cbQ’ = aPR’.

Donc en passant au contenu, b|a, donc R € A[X].

L’autre inclusion est triviale, et le lemme précédent permet de montrer le théoréme. u

Z [1“27‘/@} et RIX,Y] / ( X2 4y2 4 1) sont des exemples d’anneaux principaux non-euclidiens (mais c’est
dur a montrer).

On termine avec un critére pour montrer qu'un anneau n’est pas euclidien.
Proposition

Soit A un anneau euclidien.
dx € A\A%, 7T axufoy est surjective sur A/(x), ourm:A— A/(x) est la projection canonique.

Démonstration :
Si A est un corps, alors x = 0 convient.
Sinon, soit x € A\ (A* U{0}) tel que v(x) soit minimal.
Soita € A,a =xq+ravecr =0ouv(r) < v(x).
Sir # 0, par minimalité de v(x), ona:r € A* et donc, modulo (x),a =r € A* U{0}. [ |

1l en découle notamment que 4/ (x) est un corps, donc (x) est maximal. Ce critere permet ainsi de mon-
trer que Z [1“‘/7} n’est pas euclidien.
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160. Voir le développement consacré en page
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Groupe multiplicatif d"un corps fini

Développements : Polygones réguliers constructibles (page[25), Frobenius-Zolotarev (page[42), Chevalley-
Warning et Erdos-Ginzburg-Ziv (page

[Ser], partie 1.2
Théoreme
Soit p un nombre premier et r € IN*; on note g = p’.
Le groupe multiplicatif IF;* du corps fini F; est cyclique d’ordre (g — 1).
Démonstration :
Ona, pourd > 1, ¢(d) = #{x € [Ld]lxnd =1} =#{x Z/dz’< x>=Z/4z}.
Lemme 1
Soit n € IN*.
On a l'égalité suivante : n = ) _ ¢(d).
dln
Démonstration du lemme 1:
Soit, pour d|n, Cz 'unique sous-groupe de Z/ nz d’ordre d.
On note @, I'ensemble des générateurs de Cj.
Tout élément de Z/,,7 engendre un des C;, ott d|n. Ainsion a:
n=#2/yz=#|||Ps| =Y #Ps=Y o(d)
d|n dln dln u

Lemme 2

Soit H un groupe d’ordre n < co. On suppose que : Vd|n, # {x € H’xd = 1} <d.
Alors H est cyclique.

Démonstration du lemme 2:
Soit d|n, et x € H d’ordre d (s'il en existe). Alors < x >= {1, X,. .., xd_l} est cyclique d’ordre d.

Par hypothese, siy € H vérifie y = 1,alorsy €< x >.
Précisément, les seuls éléments de H qui soient d’ordre d sont les générateurs de < x >.Ilyena
p(d).
Résumons :

— Soit il existe x € H d’ordre d, etil y a ¢(d) éléments d’ordre d ;

— Soit il n’en existe pas et il y a 0 élément d’ordre d.
Supposons que pour un d|n, il y ait 0 élement d’ordre d.
Alors on aurait # H < ) _ ¢(d) = n d’apreés le lemme 1.

dln

On aboutit donc a une contradiction avec 'hypothese # H = n.
En particulier, il existe x € H qui soit d’ordre n.
Ainsi H =< x > est cyclique. |

On applique lelemme2a H =F, n =q— 1.

IF; étant un anneau integre, on a que, pour tout d|n, le polynome X? — 1 posséde au plus d racines dans Fy,
d

x4 = 1} <d.

par conséquent, # {x e
Ainsi, F* est cyclique :
Fj~%/4-1z u
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