DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Intégrale de Fresnel
Lecons : 236, 239, 235

[Gou An], exercice 5.4.5
Théoréme

On a égalité suivante :

2
Démonstration : oo
On pose & = / el du.
0
t
Pourt,T}O,onpose:f(t):/ i dx, F(t // +y)dxdyetl /
Jo 0 t]2 T

On va exprimer F(t) de deux manieres.

D’une part, la fonction (x,y) — e!(**+¥%) est continue sur le pavé compact [0, t]?. En appliquant Fubini, on
obtient : F(t) = f(t)2.

D’autre part, notons :

At = {(x,y) € ]R2‘x €0, ety e [o,x}}

Al = {(x,y) € Rz‘y €0, tetxe [o,y]}

La fonction (x,y) — (v, x) est un C!-difféomorphisme de A sur A].
Par changement de variable, on obtient : Ay

_ // ol (32 42) dxdy+// o (32 42) dxdy — 2// ol (22 4+4?) dxdy
A A A

La forme de l'intégrande suggere alors un passage en coordonnées polaires : (r,6) +— (rcos6,rsinf) est

un Cl—difféomorphisme de K;:=<(r,0) € R?|0 {0, E} etre |0, b sur A;.
4 cos 6

On obtient alors :

" i 1 g cotSG ir2 % ltz 17T % ltz
-9 ir? _7/ / 2irel” _7-/ 1 77-/
t) = l//Kte rdrdf = T o ire’” drdf = i), Pl oaze df = 7 1), P\ os7s dé

Puis, en injectant dans I(T), on obtient :

-y [ [ (5

t
En appliquant Fubini, puis le changement de variable u = ose’ trouve :

(T ———// ( )dtd@—/ /COSH 1L‘2cos(9dud9————/ f<ng>COSGd9

On souhaite désormais faire tendre T vers 4-c0. On va montrer que f est bornée au voisinage de +co. I

) dedt

. t 2
suffit de montrer que l'intégrale de Fresnel est convergente. Etudions / e dx.
1

Par changement de variable u = x? et en faisant une intégration par parties :
2
t 2 iu t 2 4 it? i 2 Liu
/e1x2dx:/ eluﬂ: eﬁi _/ ef%du:ei__ef_ﬂ_l./ %du
1 1 2yu i2yvuly iy 2t 21 41 3
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tjoo quantité bornée par
convergence dominée
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7T

Donc f est bornée au voisinage de +oo, donc lim I(T) =i—
T—+o00
®?. Montrons que lim I(T) = &2,

Par ailleurs, lim f(t) = ®et lim F(t) =
t—+o00 t——+o0 T—o0
Soite > 0;3A > 0,Vt > A, |F(t) fCDZ‘ < E.Soitir’> A ona:
2l 2 / 2‘ / 2’
T/ dt—l—T/ dtpuls‘ CD‘ T - dt+T —®°| dt

<% pour T>Ty

I(T) — ®?| < ¢ d’ou Jim I(T) = @2

f

Par unicité de la limite : > = i ,dou® = +-——
Pour déterminer le bon signe, on regarde le s1gne de Im (<I>)

o © . du © sinu © 2(k+1)7 giny

Im (&) =Im / elxzdx>:lm (/ em): ——du = / ——du
(@) ( 0 0 2\/u 0 2Vu ,(;) 2k 2\/u

1

(2k+1) 7T gj 2(k+1) 7 i o (2k+1)7T gj
/ smud smudu _ 2/ sinu (1_ )du >0
2 2 \Vu Ju+n

kg‘) 2kn 2\/u (2k+1)m 2y/u = J2kn
Ainsi, ® = ?ei% ]
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