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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %
On pose Sg = 0 et, pour n > 1,

Sn:(31+"'+gn~
On étend S en un processus a valeurs réelles en posant :

5t = (1 *{t})sttj +{t}5\_tj+1/

puis on définit une suite de processus s par :

pour t € [0, 1].
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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %
On pose Sg = 0 et, pour n > 1,

So=C1+-+Cn
On étend S en un processus a valeurs réelles en posant :
St = (1—{t}) S|y +{t}S|¢) 41/
puis on définit une suite de processus s par :

(n) Snt
S = N
pour t € [0, 1].

Théoréme (Donsker, 51)

La suite (S("), converge en loi dans C([0,1],R) vers une limite notée B et
appelée “mouvement brownien”.

3/15

Florian Lemonnier Du MB aux EDSR



Le mouvement brownien C’est quoi ?

Le théoréme de Donsker
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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %

n Sn
Sn=C1+-+Cn 5 Se=Q0—{thS +{t}S|y1 s\ = >

S

Théoréme (Donsker, 51)

La suite (S("), converge en loi dans C([0,1],R) vers une limite notée B et
appelée “mouvement brownien”.

stm £, B signifie :
n—oo

Vf € Cp(C([0,1],R), R), E[f(S"")] — E[f(B)].

n—oo
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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %

n Sn
Sn=C1+-+Cn 5 Se=Q0—{thS +{t}S|y1 s\ = >

S

Théoréme (Donsker, 51)

La suite (S("), converge en loi dans C([0,1],R) vers une limite notée B et
appelée “mouvement brownien”.

stm £, B signifie :
n—oo

Vf € Cp(C([0,1],R), R), E[f(S"")] — E[f(B)].

n—oo

Quelques propriétés du mouvement brownien
Q By =0ps;
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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %

n Sn
Sn=C1+-+Cn 5 Se=Q0—{thS +{t}S|y1 s\ = >

S

Théoréme (Donsker, 51)

La suite (S("), converge en loi dans C([0,1],R) vers une limite notée B et
appelée “mouvement brownien”.
stm £, B signifie :

n—oo

Vf € Cp(C([0,1],R), R), E[f(S"")] — E[f(B)].

n—oo

Quelques propriétés du mouvement brownien
Q By =0ps;
Q t+— B; est ps continue;
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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %

n Sn
Sn=C1+-+Cn 5 Se=Q0—{thS +{t}S|y1 s\ = >

S

Théoréme (Donsker, 51)

La suite (S("), converge en loi dans C([0,1],R) vers une limite notée B et
appelée “mouvement brownien”.

stm £, B signifie :
n—oo

Vf € Co(C([0,1],R),R), E[f(S™")] — E[f(B)].
Quelques propriétés du mouvement brownien
Q By =0 ps;
Q t+— B; est ps continue;
Q@ VO=1ty <ty <--- <ty lesva By — By , sont indépendantes et de loi
N(O, [ t,',l).
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Le mouvement brownien

Le théoréme de Donsker

Soient {1, ..., Cn, .. des vaiid valant +1 ou —1 avec probabilité %

n Sﬂ
Sn=C1+-+Cn 5 Se=Q0—{thS +{t}S|y1 s\ = >

S

Théoréme (Donsker, 51)

La suite (S("), converge en loi dans C([0,1],R) vers une limite notée B et
appelée “mouvement brownien”.

stm £, B signifie :
n—oo

Vf € Co(C([0,1],R),R), E[f(S™)] — E[f(B)].

n—oo

Quelques propriétés du mouvement brownien
Q By =0 ps;
Q t+— B; est ps continue;
Q@ VO=1ty <ty <--- <ty lesva By — By , sont indépendantes et de loi
N(O, [ t,',l).

Ces trois propriétés caractérisent le mouvement brownien. 3/15
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Le mouvement brownien ¢ Juoi ?
Intégration stochastique
Formule d’Itd

L'intégrale de Stieltjes

Soit A: IRy — R une fonction continue & droite, A la subdivision

O=ty <ty < - <tp=tdepas|Al =supltir; —tj|. On pose
i

Sp = Z Aty — Agl.

!
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Le mouvement brownien
n stochastique
Formule d’lté

L'intégrale de Stieltjes

Soit A: IRy — R une fonction continue & droite, A la subdivision
O=ty <ty <---<tp=tdepas|Al =supltir; —tj|. On pose
i

Sp =) 1Ay, —Agl.
i

Définition
A est dite ‘G variation finie” si pour tout t € RT,

Sr = sup S8 < oo.
A

S est la variation totale de A ; c'est une fonction positive et croissante.
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Le mouvement brownien
n stochastique
Formule d’lté

L'intégrale de Stieltjes

Soit A: IRy — R une fonction continue & droite, A la subdivision
O=ty <ty <---<tp=tdepas|Al =supltir; —tj|. On pose
i

Sp =) 1Ay, —Agl.
i

Définition

A est dite ‘G variation finie” si pour tout t € RT,

Sr = sup S8 < oo.
A

S est la variation totale de A ; c'est une fonction positive et croissante.

Par exemple, les fonctions C1 sont a variation finie.
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Le mouvement brownien
n stochastique
Formule d’lté

L'intégrale de Stieltjes

Soit A: IRy — R une fonction continue & droite, A la subdivision
O=ty <ty <---<tp=tdepas|Al =supltir; —tj|. On pose
i

Sp =) 1Ay, —Agl.
i

Définition

A est dite ‘G variation finie” si pour tout t € RT,
Sr = sup S8 < oo.
A
S est la variation totale de A ; c'est une fonction positive et croissante.

Par exemple, les fonctions C1 sont a variation finie.

Proposition

Les fonctions a variation finie peuvent s'écrire comme différence de deux
fonctions croissantes.
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Le mouvement brownien

L'intégrale de Stieltjes

5? = Z |Ati+1 7Ati|

1

A “4 variation finie” & YVt € RT, S; = supp StA < 0.

Par exemple, les fonctions C! sont a variation finie.

Les fonctions a variation finie peuvent s'écrire comme différence de deux
fonctions croissantes.

Théoréme

Il existe une correspondance bijective entre les mesures de Radon p sur R et
les fonctions continues a droite A a variation finie, donnée par :

Ar = u([0, £])-
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Le mouvement brownien C'est quoi ?
Intégration stochastique
Formule d’lté

L'intégrale de Stieltjes

Sp = Z |Ati+1 7Ati|
i

A “4 variation finie” & YVt € RT, S; = supp StA < 0.

Les fonctions a variation finie peuvent s’'écrire comme différence de deux
fonctions croissantes.

Théoréme

Il existe une correspondance bijective entre les mesures de Radon p sur Ry et
les fonctions continues a droite A a variation finie, donnée par :

Az = u([0, t]).
Ceci permet de définir J fedAg := J fs u(ds).

0 10,¢] a/15
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Le mouvement brownien ¢ Juoi ?
Intégration stochastique
Formule d’Itd

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)tA = ZIBt,.+1 th,.|2. On remarque que :

I

E((B)}] = 3 El(By., — By)?
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Le mouvement brownien

tochastique
3

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)tA = ZIBt,.+1 th,.|2. On remarque que :

I

E[(B){] = Z_]E[(Bt,-“ —By)’l =) (tiy1—t)

1
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Le mouvement brownien

tochastique
3

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)tA = ZIBt,.+1 th,.|2. On remarque que :

I

E[(B)¢] = }_El(By,, —By)’] = }_(tisa—ti) = ¢.

1
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Le mouvement brownien

tochastique
)

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)P := Z|Bt,.+1 — By,[>. On remarque que

1
E[(B)f] =Y E[(By., —By)’ =) (tii—t;) =t
i i
Or :
Z [Bt;y — B1:,-|2 < Z |Bt;,, — Byl SL;(P [Bt,,, — By, |-
i i
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Le mouvement brownien

tochastique
)

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit ( Z B, —

. On remarque que :

= Z_]E[(Btm —By)?’] =) (t1—t) =t

i

Z |Bt,-+1 - B1:,-|2 < Z \Bt,-“ - Bt,-\ SllJ(P |Bt,(+1 - Btkl-
i i

#0
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Le mouvement brownien

tochastique
)

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)% := ZlBti+1 — B,|?. On remarque que :

I

E[(B)f] = Z.]E[(Btiu =By’ =) (ta—t) =t

!

Z |Bt;+1 - Bl’;|2 S Z ‘Bt,url - Bt," 5'-;(P|Btk+1 - Btk|
i i

#0 — 0 ps

|A|—0
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Le mouvement brownien t quoi ?

Intégration stochastique
Formule d’lté

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)lt3 = ZIBt,.+1 —Bt;|2. On remarque que :

I

E[(B)¢] = D_El(By,, —By)’] = 3_(tisa—ti) = t.

i

Z |Bt;+1 - Bt,-|2 < Z \Bt,-“ - Bt,-\ SLII(P |Bt,(+1 - Btk| .
; -

1

£0 — 0 ps

|A|—0

Donc le mouvement brownien n’est pas a variation ps finie...
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Le mouvement brownien t quoi ?

Intégration stochastique
Formule d’lté

Le mouvement brownien est-il a variation finie ?

On définit (B)lt3 = ZIBt,.+1 *Bt;|2- On remarque que :

I

E[(B)¢] = D_El(By,, —By)’] = 3_(tisa—ti) = t.

i

Z |Bt,-+1 - Bt,-|2 < Z \Bt,-“ - Bt,-\ SUkP |Bt,(+1 - Btkl .
i i

0
#0 1alo0” P

Donc le mouvement brownien n’est pas a variation ps finie...
Mais a variation quadratique ps finie!
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Le mouvement brownien
n stochastique
Formule d’lté

L’intégrale d'lt6

Définition (Processus élémentaires)

On définit I'ensemble £ des processus X pouvant s'écrire sous la forme :
n—1
vVt € [a, b], Yw € Q), Xt(w) = Z Zi(w)]l[t;,t;+1[(t)/
i=0

et ou les variables Y; sont Fy,-mesurables.
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Le mouvement brownien C’est quoi ?
Intégration stochastique
Formule d’ltd

L’intégrale d'lt6

Définition (Processus élémentaires)

On définit I'ensemble £ des processus X pouvant s'écrire sous la forme :

n—1
Vt € [3, b], Yw € O, Xt(w) = Z Zi(w)]l[t;,t;+1[(t)/
i=0

et ou les variables Y; sont Fy,-mesurables.

On définit I'intégrale de Xo = ;’:_01 Zi]]-[t;,t;+1[(.) € & contre B par :
b n—1
|| Xete) dBe(e) i= T Ziw) (B (@) — B ().
a i=0

6/15
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Le mouvement brownien
ochastique

L’intégrale d'lt6

On définit I'intégrale de Xo = Y =4 Ziljy, +,.,((®) € E contre B par :

b n—1
| Xe(@) dBe(@) == 3 2i@) (B (@) ~ B (@)
g i=0

b
Soit X progressivement mesurable; on dit X € A*> & J X2 ds < oo ps.
a

6/15
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Le mouvement brownien C’est quoi ?

Intégration stochastique
Formule d’lté

L’intégrale d'lt6

On définit I'intégrale de Xo = ¥ o Zilig, 1., ((®) € € contre B par :

b n—1
|| Xst) dBeteo) i= 3 2i0) (Beya (@) ~ B ().
2 i=0

b

Soit X progressivement mesurable; on dit X € AN s J XS2 ds < oo ps.

a

Tout élément de A? est limite d'éléments de & ; on définit I'intégrale contre B
des éléments de A2 par densité.
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Le mouvement brownien C’est quoi ?
Intégration stochastique
Formule d’ltd

L’intégrale d'lt6

Soient X,Y € A2, on a :

b b b
° J ()LXS—f—yYS)dBS:/\J XSdBS—i—yJ Ys dBs ;
a a a
[ b b
et silE J XS2 ds| < oo etE J Y52 ds| < oo, alors
a a
b
o E J XsdBs| =0;
_3
b b b
o E J XsdBSJ YsdBs| = E J XsYsds|.
a a a
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Le mouvement brownien

Processus d'ltd, Calcul d'It6

On dit que X est un processus d’Ité si il existe a et b dans A2 tels que :

dXt = at dt aF bt dBt
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Le mouvement brownien

Processus d'ltd, Calcul d'It6

On dit que X est un processus d’Ité si il existe a et b dans A2 tels que :
dXt = at dt aF bt dBt

Proposition (Intégration par parties)

Si dX; = a} dt + bl dB; et dY; = a? dt + b? dBy, alors :

d(Xt Yt) = Xt dYt aF Yt dXt aF b%b? dt
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Le mouvement brownien

Processus d'ltd, Calcul d'It6

On dit que X est un processus d’Ité si il existe a et b dans A2 tels que :

dXt = at dt aF bt dBt

Proposition (Intégration par parties)

Si dX; = a} dt + bl dB; et dY; = a? dt + b? dBy, alors :

d(Xt Yt) = Xt dYt aF Yt dXt aF b%b? df

Théoréme (Formule d'Itd)

Si dX; = ar dt + by dB; et f € C12, alors :

df (t, Xp) = 0+F (t, X¢) dt + 9xf (t, Xz ) dX¢ + %aﬁxf(t, X¢)|be|? dt.

7/15
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Equations différentielles stochastiques

Ca ressemble a quoi une EDS?

Une ED, c’est ¢ca :

dXy = b(t, X¢)dt

Xo = x
On dit que la fonction X est une solution de I'ED sur l'intervalle | C R4
contenant 0 quand X est continue et :

t
Vtel, J b(s, Xs)ds est bien définie
0
t

Vtel, Xs :x+J b(s, Xs)ds
0
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Equations différentielles stochastiques

Ca ressemble a quoi une EDS?

Une EDS, c'est ¢a :

dXt = b(t,Xt) dt + U(t,Xt) dBt
Xo = x

On dit que le processus X est une solution de I'EDS sur I'intervalle | C Ry
contenant 0 quand X est continu, adapté a B et :

t t
Vtel, J |b(s, Xs)|ds +J lr(s, Xs)|? ds < oo ps
0 0
t t
Vtel, X¢ =x —I—J b(s, Xs)ds —|—J o(s, Xs)dBs ps
0 0
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Equations différentielles stochastiques

Ca ressemble a quoi une EDS?

Une EDS, c'est ¢a :
dXt = b(t,Xt) dt + (T(t,Xt) dBt
Xo = x

On dit que le processus X est une solution de I'EDS sur I'intervalle | C Ry
contenant 0 quand X est continu, adapté a B et :

t t

Vtel, J |b(s,X5)|ds+J lr(s, Xs)|? ds < oo ps

0 0

t t

Vtel, Xe = x—I—J b(s,Xs)ds—l—J o(s, Xs)dBs ps
0 0

Remarque : de facon sous-entendue, on autorise les fonctions b et ¢ 3 étre
aléatoires.
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Florian Lemonnier Du MB aux EDSR



Equations différentielles stochastiques

Résolution des EDS

Théoréme

Soient b,0 : Ry X R — R deux fonctions lipschitziennes en espace,
uniformément en temps (et en aléa si elles sont aléatoires). Alors I'équation

dXt = b(t,Xt) dt—i—o‘(t,Xt) dBt
Xo = x

admet une unique solution dans LP(Q),C([0, T],R)), pour tous p > 2 et T > 0.

9/15
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Equations différentielles stochastiques

Résolution des EDS

Théoréme

Soient b,0 : Ry X R — R deux fonctions lipschitziennes en espace,
uniformément en temps (et en aléa si elles sont aléatoires). Alors I'équation

dXt = b(t,Xt) dt—i—o‘(t,Xt) dBt
Xo = x

admet une unique solution dans LP(Q),C([0, T],R)), pour tous p > 2 et T > 0.

Démonstration.

Utilisation d'un théoréme de point fixe. O
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Florian Lemonnier Du MB aux EDSR



EDS rétrogrades

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Pour une EDSR, on aurait envie de poser :

dYt = f(t, Yt) dt+g(t, Yt) dBt
Yr=¢

avec ¢ une variable Fr-mesurable.

10/15
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EDS rétrogrades

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Exemple fondamental : résolvons

dY; =0
Yr=¢
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EDS rétrogrades

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Exemple fondamental : résolvons

dY; =0
Yr=2¢

On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T].

10/15
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EDS rétrogrades

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Exemple fondamental : résolvons

dYy =0
Yr=¢

On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T]. Ce n'est pas adapté! On pose
Y! = E[Z|F:]. Y’ est adapté, mais quelle EDSR vérifie-t-il ?

10/15
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bien posées

EDS rétrogrades of ement en temps long

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Exemple fondamental : résolvons

dY; =0
Yr=¢
On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T]. Ce n'est pas adapté! On pose

Y{ = E[¢|F:]. Y/ est adapté, mais quelle EDSR vérifie-t-il ?

Théoréme (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (Fy)-martingale issue de 0 telle que V't > 0, E [M?] < oco.
Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour
tout t >0 :

t t
E U |Zo[? ds} < oo et M, :J Zs dBs.
0 0

10/15
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Equations bien posées
A n a

EDS rétrogrades g nent en temps long

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Exemple fondamental : résolvons

dY; =0

Yr=¢
On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T]. Ce n'est pas adapté! On pose
Y! = E[Z|F:]. Y’ est adapté, mais quelle EDSR vérifie-t-il ?

Théoréme (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (Fy)-martingale issue de 0 telle que V't > 0, E [M?] < oco.
Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour
tout t >0 :

t t
E U |Zs[? ds} < oo et M; :J Zs dBs.
0 0
Quand E[|&l%] < oo, on a donc dY; = Z; dB;, pour un certain processus Z...

10/15
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EDS rétrogrades

Ca ressemble a quoi une EDS rétrograde ?

Une EDSR, c'est ca :

dyt = —f(t, Yt, Zt) dt+ Zt dBt
Yr=¢

avec ¢ une variable Fy-mesurable de carré intégrable.
On dit que le couple de processus (Y, Z) est solution de I'EDSR sur I'intervalle
[0, T] quand Y est continu adapté et Z progressivement mesurable et que :

T T
J |f(s,ys,zs)\ds+J 1Zs]2 ds < oo ps
0 0
T T

Yi :C+J f(s,Ys,Zs)ds—J ZsdBs ps

t t

11/15
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bien posées

EDS rétrogrades of ement en temps long

Théoréme fondamental de résolution des EDSR

Théoréme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)

On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en aléa et temps;

o E

-
| +J |f (s,0,0)[? ds] < o0,
0

Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.

12/15
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Equations bien posées
Appli E
EDS rétrogrades Comportement en temps long

Théoréme fondamental de résolution des EDSR

Théoréme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)
On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en aléa et temps;

o E

-
| +J |f (s,0,0)[? ds] < o0,
0

Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.

|

Démonstration

Utilisation d'un théoréme de point fixe dans |'espace de Banach

b
Y, Z prog. mes. et Y continu|E | sup \Y,;I2 +J |Zs|2 ds| < o0 p. O
0<t<T 0

12/15
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Aﬁplication aux‘EDP
EDS rétrogrades Comportement en temps

Solutions des EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :
S S
Xt =x—|—J b(r, X ) dr—l—J o(r,X¥*)dB,
t T t T
VX (X + [ A X v, 2y de- | 2 d,
s S
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Equa >
Application aux EDP
EDS rétrogrades Com ment en temps long

Solutions des EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :
S S
Xt =x—|—J b(r, X ) dr—l—J o(r,X¥*)dB,
t T t T
VX (X + [ A X v, 2y de- | 2 d,
s S

Quand b, o, f sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
t,x
u(t,x) ==Y,
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t T t T
VX (X + [ A X v, 2y de- | 2 d,
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Quand b, o, f sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t, x) == Y et par unicite Y™ = u(s, X&),
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EDS rétrogrades

Solutions des EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

Xst’xzx—l—f
t

S S

b(r, X})dr + J o(r,X¥*)dB,
T t T
F(r, XEX, Y%, Z65) dr — J ZtdB,

S

Ve =)+

s
Quand b, o, f sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t, x) := Y et par unicite Y& = u(s, X&), Et si b, o et f sont
suffisamment réguliéres, alors u est C12 et, par la formule d'It6 :

1
du(s, XF*) = 9,u(s, XF*) ds + 9 u(s, XI¥) dXI* + Eaixu(s, X))o (s, X)) ds
1
={0ru+ 0y u.b+ §aﬁxu.|o—\2}(s, XY ds + {0, u.0)(s, XE*) dBs
dYEX = —f(s, XI*, YIX, ZE¥) ds + Z2* dBs
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EDS rétrogrades

Solutions des EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

Xst’xzx—l—f
t

Ve =)+

s
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b(r, X})dr + J o(r,X¥*)dB,
T t T
F(r, XEX, Y%, Z65) dr — J ZtdB,
S
Quand b, o, f sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t, x) := Y et par unicite Y& = u(s, X&), Et si b, o et f sont
suffisamment réguliéres, alors u est C12 et, par la formule d'It6 :

1
du(s, XF*) = 9,u(s, XF*) ds + 9 u(s, XI¥) dXI* + Eaixu(s, X))o (s, X)) ds
1
={0ru+ 0y u.b+ §aﬁxu.|o—\2}(s, XY ds + {0, u.0)(s, XE*) dBs

dYEX = —f(s, X, YE¥, ZE%) ds + 22 dBs
Donc Z&* = 9,cu(s, X&) (s, XE)
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EDS rétrogrades

Solutions des EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

Xst’xzx—l—f
t

Ve =)+

s

S S

b(r, X})dr + J o(r,X¥*)dB,
T t T
F(r, XEX, Y%, Z65) dr — J ZtdB,
S
Quand b, o, f sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t, x) := Y et par unicite Y& = u(s, X&), Et si b, o et f sont
suffisamment réguliéres, alors u est C12 et, par la formule d'It6 :

1
du(s, XF*) = 9,u(s, XF*) ds + 9 u(s, XI¥) dXI* + Eaixu(s, X))o (s, X)) ds

1
={0ru+ 0y u.b+ §aﬁxu.|o—\2}(s, XY ds + {0, u.0)(s, XE*) dBs
dYEX = —f(s, XEX, YEX, ZE¥) ds + ZE dB,
Donc Z&% = 9,cu(s, X& )o (s, X&) et
1
f(t,x,u(t,x),0xu(t,x)o(t,x)) + deu(t,x) + {dxu.b+ §8>2<Xu.\(7|2}(t,x) =0
u(T,x) = g(x)
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EDS rétrogrades Comportement en temps long

Convergence vers une EDSR ergodique

On considére un processus X* satisfaisant

t t
X =x+J b(XsX)ds-i—J o(X) dBs, Ve € R,
0 0
en supposant notamment b et o Lipschitz, b faiblement dissipatif et
x = o(x) ! bornée.
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EDS rétrogrades Comportement en temps long

Convergence vers une EDSR ergodique

On considére un processus X* satisfaisant
t t
XtX:x—i-J b(XsX)ds—i-J o(Xy)dBs, Vt € Ry,
0 0
en supposant notamment b et o Lipschitz, b faiblement dissipatif et
x = o(x) ! bornée.
Soit I'EDSR d’horizon fini T :

T T
Y = g(X5) +J FXs,287) dS*J zJ*dBs, veelo, 7],

t
oil f est Lipschitzienne par rapport a (x,zo(x) 1) et f(e,0) et g a croissance
polynomiale.

t
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EDS rétrogrades ement en temps long

Convergence vers une EDSR ergodique

On considére un processus X* satisfaisant

t t
X =x+J b(XsX)ds-i—J o(X) dBs, Ve € R,
0 0
en supposant notamment b et o Lipschitz, b faiblement dissipatif et
x = o(x) ! bornée.
Soit I'EDSR d’horizon fini T :

"
VTR = g (x5 + |

i
F(XZ, 2T ds ,J ZT*dBs, veeo,T),
t

t

oil f est Lipschitzienne par rapport a (x,zo(x) 1) et f(e,0) et g a croissance
polynomiale.

Enfin, on définit 'EDSR ergodique d'inconnue (Y*,Z%,A) :

T T
Yy = Y§+J {f(XSX,ZSX)—/\}ds—J 7 dB,, WO<t< T < oo
t t
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EDS rétrogrades

Convergence vers une EDSR ergodique

t t

b(XZ) ds +J c(X)dBs,  VtER,,

Xf:x—i—J
0

0

;
F(XX,z]>)ds —J zJ > dB, vt e (o, T],

g
_
Y= g5 + | t

t

T T
vy = Y%—i—J {f(XSX,ZsX)—/\}ds—J 72 dB, WO<t< T < oo
t t

Théoréme (Hu, L. 17)

On dispose des comportements en temps long (i.e. quand T — oo) suivants :
T,x

o Ordre 1 : 2 — A uniformément sur tout compact de R ;
T T
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T,x

o Ordre 1 : 2 — A uniformément sur tout compact de R ;
T T

@ Ordre 2 : dL € R, Vx € R, YOT'X—)\T_Y(;( — L;
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@ Ordre 3 :

IPER[X], Ja >0, Vx ER, VT >0, |V *—AT - Y& —L < P(x)e*T. vojas



=]
EDS rétrogrades Comportement en temps long
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Merci pour votre attention.
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