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Introduction

nn+1)
. 2
formule de Gauss était bien stir connue des Pythagoriciens, au V¢ siecle avant Jésus-Christ. La somme
des carrés successifs était aussi connue pendant 1I’Antiquité.

On raconte que Gauss (1777-1855), alors écolier, découvrit la formule 1 +2 4 ... 4+ n = .La

Au XI®™€ siecle, Al-Karagi, découvrit I'identité remarquable de la somme des cubes. Ces formules
furent popularisées plus tard par Jacques Bernoulli (1654-1705) qui en obtint le crédit, mais c’est de
Moivre qui donna le nom de Bernoulli a la suite de nombres que nous allons présenter.

On pense souvent que "Bernoulli" ne désigne qu'une personne. En fait, il s’agit d'une famille entiere
de mathématiciens. Premier de la lignée de ces célebres mathématiciens suisses, Jacques (Jakob) étudie
les probabilités et les séries numériques, ce qui le pousse a définir les fameux nombres de Bernoulli dé-
crits plus tard.

Comment ont-ils été d’abord introduits ?

Quelles propriétés remarquables présentent-ils ?

Quels outils mathématiques utilise-t-on pour mieux les connaitre ?

Quelle utilité ont-ils dans les mathématiques ?

Quelles conjectures sont faites autour d’eux?

On tentera ici d’apporter des pistes de réponses a ces questions.



1 D’ou viennent-ils?

1.1 Construction

Définition 1 Sommes de Bernoulli
Soient p € IN*, n € IN*.

n—1
On définit les sommes de Bernoulli comme suit : S,(n) = ) _ kP
k=0

n(n—1)
2
nn—1)2n—-1)

On connait, par exemple : S;(n) = 0! + 11 + ...+ (n —1)! =

So(n) =0 +124+...+(n—1)>2=
nn—1)2n—1)(3n—1)
4! o

. Mais il n’en est rien!

On pressent alors que S3(1n) =

On peut calculer S; ainsi (méthode similaire pour S, avec p > 3 : utiliser le binome de Newton) :

n—1)* — n-2)* = 4n—-172 —-6(n—-12 +4(n-1) -1
n—-2*% — n-3)* = 4n-2)3 —6(n—2)2> +4(n—2) -1 2
) n*(n—1)
: Donc S3(n) = — 1
14 - 04 = 1
(n—1*% = 4S;3(n) —6Sy(n)  4+451(n) —(n—1)

Regardons le probleme sous un autre angle :

251(n) = 1n®> — 1n

35,(n) = 1n® — gnz

4S3(n) = 1n* — 21 2+ Oon Remarquons la régularité de

5 5, 3 ) 1 ce tableau, ne serait-ce que
554(n) = 1> - S no+ On® — 6" dans les signes des coeffi-
1 .
6Ss(n) = 1n® — 3nd nt + on® — inz + On clents.
7 7 1

7S¢(n) = 1n’7 — §n6 n® + on* — 6”3 + 0% + "

Mettons maintenant ce tableau en comparaison avec le triangle de Pascal :

1

-1

11 La colonne verte difféere d’un facteur ><7, la colonne orange
12 1 1

1 3 1 differe d’un facteur < —, la colonne rose d’un facteur x 30

14 4 1 11

1 5 10 5 1 En fait, ce sont ces nombres (1, S 0, 30 0, ) qu’on
Lo 20 1561 appelle "nombres de Bernoulli".

17 35 35 21 7 1

1.2 Preuve d’existence

Théoreme 1 Existence et définition des nombres de Bernoulli )
1 1
On peut écrire, pour tout couple (p, n) € (IN*)*: Syp(n) = P Y. (p _I|<— ) BynP 17k, ot1 les nombres By
k=0
sont indépendants de 7 et p.

,0...

-1 1
La suite (By),cp est la suite des nombres de Bernoulli, dont les premiers termes sont 1, 5




Démonstration 1 On va raisonner par récurrence.

e 1 & +1 B —1)P |
Notons (Qy,p) la propriété : S,(n) = mk;') (p ' >Bkn”+1 et B, = (p+)1 <p + k; (p L >(—1)k+1Bk
(résultat qui tombera tout seul dans 'hérédité).
1
On a bien : Z (i) Bi127¥ =1 x By 42 x B; = 0 = S1(1). Donc (Q1,1) est bien vraie.
k=0

Soit (1, p) € (IN*)?; supposons : Vj < n, Vk < g, (Q]k), pour démontrer (Qy11,) et (Qypt1)-

p
Z (P;:l) (- 1tk 1) (le)Bk[ (p“_k)ni]

k=0 j=0 ]
P p-j —
iz \ K ]
0 p—1
p+1 p+1—k p+1 p+1—k
:nPkZ;)( ¢ >Bk( . +;}nl ;; L By ;
= j= =0
p=1 [pj _
j=0 k=0 J
r=j p=i
p+1> (p—l—l—k) (p+1)! 1
Or B . = - —B
k_o( k)7 R YT ey T

p+ 1\ & pH1-j\,

-

p+1 ) . .,

= i (p+1—j)Sp—;(1) (par hypothése de récurrence)
=0
1 p+1 1k - ik
Donc Sy(n+1) = n? +Sy(n) = nP + —— P Byn? = Z Bk (n+1)F , par les
P+1k:o k=0

calculs qui précedent.
Donc (Qp41,p) est bien vraie. Démontrons désormais (Qy,p41)-

p+1

iy [ TR e

p—1
On a les égalités suivantes : (1 —1)P™1 — (n —2)P+1 = Y. <
k=0

p—1
_ p+1 _
(n—2)Pt1 — (n—3)P*1 = ;;:o: <k+ 1) (=1)k(n —2)PF 4 (—1)P*!

En sommant, on obtient donc :

P
=172 = L (P ]) (1 Spanslon + (17 )

(P 428+ ) (75 3) syt + (- -

=N



p+2 ) ) [4 )
(p+2)Sp41(n) = Z <pfz)(—1)1np+21 — Z <PJ72)(—1)P+115]-(71) — (=) (n—1)

j=0 ) j=1 )

_opra v (P2 gy opra L, (2
=nPt> 4+ )" i (—1)Yn +(p+2)(—1)P n+(-1)
j=1

- i (p + 2> (=1)PF2IS;(n) — (=1)PHn 4 (—1)PH

A (p+ 1)(_1>p+1n + i (P ‘|‘2> (_1)jnp+27j + i (P +2> (_1)p+27jsj(n)

j=1 ) j=1 J

p . .
=2 (p+ (=)t ) (” ]+ 2) (~1)inP 2
j=1

j e :
+ZZL(”ﬂyéw“]CIvmw1k<%wmhﬁ—@

=nPP2 4 (p+1)(—-1)Pn+ f (p + 2) (=1)/nP+2-i

P (p+2)! vamip, b
+;§)(p+2—]) G B

p ) . p | .
=Pt 4 (p+1)(-1)P*n +]; (p—}—Z) (—1)nPt277 4 (J; M(—l)”z]B]’) n

+2)! p+2-j nitl B
ZZ%]Z;(PH N — i)!(i+1)( 1)P*27IB;_n'*! (Posons k = p + 1 — i)

=nPt2 4 (—1)PT <p+ 1+ f (’“;2> (—1)1“13]-) n+ i (PTLz) (—=1)inP+2i

j=1 =1 )

3l D o : (1P 2B
P+2 k) j=p+1—k (P+2—j)!(j+k—}9)! I=r

=nPT2 4 (—1)PH1 (p +1+ i (pj].L2> (—1)7'“Bj> n—+ f <p +2> (=1)/nP+2-i

j=1 =1\ ]
SN CAEAWIEESL 11 ;
+Y P k.zm(fl) B; (Enposant! =j—p—1+k)
k=1 i=0 "
p ) p
=nPT2 4 (—1)PH1 (p +1+)° (pj].Q) (—1)7“Bj> n+ ) <p;:2) (—=1)knp+2=k
=1 k=1

+Z <P+2>np+2 K~ Zk—l+1(k>(_1)l+1Bl
= nPH2 4 (—1)PH (P +1+ Z (P;—2> (—1)7+1Bj> n

j=1
P k-1
P+2\ piok 4\k 1 K\, i
+) < ' )n (—1) 1+l§)7k_l+l ;) (=DTB

k=1




1 L 2
Donc, finalement, S, 1(n) = vi2 ) (P _]: ) Byn?*27k, en prenant, par construction,
k=0

—1)p+1 p )
By = i ;H)—?. (P+1+k_21 (p r )(_1)k+13k> :

Donc (Qy, p41) est bien vraie. La récurrence a réussi.



2 Comment les étudie-t-on et quelles sont leurs propriétés ?

2.1 Premieres propriétés des nombres de Bernoulli

Proposition 2 Relations de récurrence entre les nombres de Bernoulli

4
p+1>
Vp > 1, B, =0
p= kZO<k k

(-1)7 ( = <p+1> w1
Vp>1,B,= p+ (=1)"'B; | .
= p+1 k; k

Démonstration 2
La premiere propriété est donnée par le fait que S, (1) = 0 pour p > 1.
La seconde propriété découle de la démonstration précédente.

Proposition 3
A partir de B3, tous les nombres de Bernoulli de rang impair sont nuls.

Démonstration 3 Récurrence forte surk > 1: By, = 0.
On abien: B3 = 0.

—1 2k +2 - ~1 2k +2 ko 2k +2
Boks1 = 5 2k+1+Z( i )(—1)J+1Bj> T <2k+1+( ) )BH—Z(Zm )(—1)2m+132m>

j=1 m=1
-1 2k +2 ko 72k 42
=5 <2k+2+< ) >B1—mz_;0< - )B2m>

-1 2k +2 ko 2k +2 k=1 7ok 42
= |2k+2 -y =y B
k+ * +< ) = ( > = <2m+1) 2

=0, par hypothése

-1 2k +2 2k 2k +2 1 2 /242 1
~2%ki2 <2k+2+2< 1 )Bl_z( 1 )B’>2k+2§0( 1 )B12k+2x00

N
N

[\
N

1=0

2.2 Aspects arithmétiques, théoréme de Von Staudt-Clausen

Les nombres de Bernoulli sont rationnels. On peut factoriser leurs dénominateurs en facteurs pre-
miers. On trouve :

5

Bo=1 Bo=331

1
A L 691

2 Bo=935713
B—i 7
2723 Bu=5-3

1
_B, = o 3617

2'?'5 Bie =535 17
B — 43867

2:3-7 Bis =337 19
By g 283-617

2:3-5 0= 573.5.11

On voit que les dénominateurs obéissent a des régularités stupéfiantes !

7



En premier lieu, ils sont tous pairs sauf le premier, et ils sont tous divisibles par 3, sauf les deux premiers.
On remarque ensuite que les dénominateurs de By, Bg, Bis ... sont tous divisibles par 5, et que ceux de
Be, B12, B1s ... sont divisibles par 7.

On pourrait conjecturer qu'un nombre premier g divise les dénominateurs de tous nombres de Bernoulli
By—1, By(g—1), B3(4—1) --- et seulement ceux-la.

De plus que g* ne divise aucun de ces dénominateurs.

Cela donne une regle pour calculer le dénominateur de B;,. On commence par faire la liste des diviseurs
de 2p augmentés d"une unité ; on élimine ensuite de cette liste tous les nombres qui ne sont pas premiers ;
le dénominateur de By, est alors le produit des éléments restants.

Par exemple, les diviseurs de 10 augmentés d"une unité sont : 2, 3, 6 et 11. Les nombres premiers de cette
liste sont : 2, 3 et 11. Le dénominateur de Bjy est donc2 -3 - 11.

Un résultat encore plus précis a été obtenu par Von Staudt et Clausen en 1840 : la somme B, + ).

q premier,
q-1lp

1
q

est un nombre entier. Nous allons le démontrer en quelques étapes.

Définition 2 Les nombres g-entiers
On dit qu'un nombre rationnel est g-entier si, sous forme irréductible, son dénominateur ne contient pas
g dans sa décomposition en facteurs premiers.

Définition 3 Congruences sur 'anneau Z,;
Grace a la théorie sur I'anneau Z,; des nombres g-entiers, on définit la congruence modulo q pour les

rationnels : .

_ moom .
Soient m, w, m’, w' € Z tels que — et — soient irréductibles, on a :
w o w

/ !/ /! !
—=—[gle —=— +q9— oum”,w" € Z et — estirréductible avec g { w".
w o w w o w w w

Proposition 4
Soit p > 2 et g un nombre premier. On a les congruences suivantes :

Si (g—1)fp alors S,(q)=0/]q]
Si (q—1)|p alors S,(q) =

Démonstration 4 .
-
Par définition, S, (q) = ) k.
k=0
Casl:(q—1)1p

Soit g une racine primitive modulo g (ie un générateur de Z/;z").
Alors: g1 1 =1[q]etg? #1][q].

q—1 q—1 q-2 1—gl—rp
Onadonc:Sp(q) =Y kP =) kP =) ¢ = ——— =01ql.
k=0 k=1 70 1-g

Cas2:(g—1)|p
Pour1 <k < g—1, ona, grice au petit théoreme de Fermat : kP =1 [g].

q—1
Etdonc Sy(q) =) 1=q-1=—-1[q].
k=1



Proposition 5

Soit p > 2 et g un nombre premier.

Si (g —1) 1 p, alors By, est g-entier (et 4B, est également g-entier).
Si (g —1) | p, alors gB,, est g-entier et 4B, = —1 [g].

Démonstration 5 On procéde par récurrence forte sur p > 2.

1

Sip=2etq=2:1|2et2B, = 3 ne contient pas 2 au dénominateur.
1

g=3:2|2et3B; = 5 ne contient pas 3 au dénominateur.

1
g>5:(g—1)t2etBy, = 553 e contient pas g au dénominateur.

Soit désormais p > 2, on suppose la proposition vraie pour toutk < p — 1.

p—1
On part de la formule : (p +1)S,(q) = (p +1)4Bp + Z <P : 1) quF"H_k,
k=0

p—1
On la réécrit : B, = S,(q) — L pil (p —;{_ 1> qBrg" k.

On veut montrer que tous les termes figurant dans la somme sont des nombres g-entiers et sont divisibles par g (ie
présentent g au numérateur mais pas au dénominateur).
Par hypotheése de récurrence, qBy pour k < p — 1 est g-entier.

1 (p+1
p+1 < k
que By, soit nul quand p est impair différent de 1).

Regardons dans la somme le terme C; = >qp ~k pour k entier pair inférieur 2 p — 1 (on utilise le fait

Sig = 2:Comme p + 1 est impair, et (P z 1) 2P~k est entier, Cy est 2-entier et divisible par 2 (car k < p — 1).
—-1)...(k+1) p—k

(p—k+1)!

Le nombre g figure dans la décomposition en facteurs premiers de (p — k + 1)! avec ’exposant
Lp-k+1 Wp-k+1 —-k+1 1 —k+1 —k+1
ZVZ—FJ<ZP z'+ <t u 1:p : <t i Sp-—k+l1-1=p—k
q i=1 q q 1- g q— 1 2

(Cette suite d’inégalités étant vraiecarg > 3etp —k+1 > 2))

Sig>2:c, = P

i=1

.. p—k , L . . o c . B
Ainsi, 4 (et Cx) n'a pas g au dénominateur, il est g-entier et divisible par g car p — k > 1.

1
(p—k+1)
La formule écrite plus haut nous montre que gB, est g-entier car S,(q) est entier donc g-entier et le terme de la
somme est également g-entier.

De la récurrence, on a montré que By pour k < p est g-entier. De plus, on a 4B, = S,(q) [q]. Par la proposition
précédente,

Si(q—1)1p,alors qB, = 0][q], ie B, est g-entier (car qBy = q% otiqgt n)

Si(q—1)|p,alorsgB, = —1][q].
La récurrence est ainsi vérifiée.

Théoréme 6 Von Staudt-Clausen

La somme B, + Z — est un nombre entier.
q premier,
q-1lp

Démonstration 6 On va montrer que cette quantité est ¢’-entiere pour tout 4’ premier.

Si (¢ —1) 1 p, By est q’-entier (d’apres la proposition précédente), et tous les termes de la somme sont également
/ .

q'-entiers.

Si(q'—1)|p, apart %, tous les termes de la somme sont ¢’-entiers. Or, on a aussi 4'B, = —1[q'], ie B, = ;—/1 + 2

m
ot w n’est pas divisible par g’ (donc p q —entier).



Ainsi, les termes en % s’annulent et notre quantité se résume a 2 qui est g'-entiere.
B, + L est donc ¢'-entiere pour tout g’ premier.
P 9
q premier,
q-1lp
Son dénominateur ne contient donc aucun nombre premier, il vaut 1 et notre quantité est entiere.

2.3 Fonction génératrice

Proposition 7 Fonction génératrice

La série entiere Z —"1x” converge vers la fonction g : x — —
n! et —

n>0
Espérons pour I'instant que R > 0, on le déterminera plus précisément plus tard.

1 avec un rayon de convergence R.

Démonstration 7
Soitx €] — R,R[.Ona:
xm+1

o p Too k4l to B teo m o p 1 +o0 m4+1

e" —1 —x" | = — —x" | = A ( )Bk.

@0 (E %) - (Earm) (E3) - EL b - LE (" ) oimrn
m 0

Regardons ) (m;—l) By :pourm =0, ) (i) Bi=By=1
k=0 k=0

o (m+1
pourm;éO,kgo( P )Bk:O.

t® B, X B,
Donc (e* —1) | ) —x" | =x+0=x.Doncsur] —R,R[, g(x) = —= =) —a".
= n! er—1 ‘= mn!
24 Polyndémes de Bernoulli
Théoréeme 8 Les polyndmes de Bernoulli
Ap=1

vn €N, A, =nA,_

Il existe une unique suite de polynémes (A;), o de R[X] telle que : 4 :
Vn €N, / An(t)dt =0
0

Démonstration 8
Par récurrence, I'initialisation étant triviale, montrons que A, existe et est unique, en supposant la suite construite
jusqu’a A,_1.

X
A, ayant pour dérivée le polyndme nA,_j,ona: A,(x) =n / A,_1(t)dt + C,, ot C,, est une constante.
0

1 1t 1t
Il reste a satisfaire la Condition/ Ap(H)dt =0« n/ / An1(s)dsdt+C,=0<C, = —n/ / Ap_1(s)dsdt.
0 0 Jo 0o Jo

Cette constante étant parfaitement déterminée, le polyndéme A, ainsi construit est unique.

Donnons les premiers polyndmes de Bernoulli :

1
Ag=1 A4:X4—2X3+X2—%
1
Ay =X~ x5Oy 5ys 1y
> As =X =X+ 2X — o
1
Ay =X2 =X+ 6 oxd g Iy b
G Ag =X =3X7 + X+ X2+
3., 1
3 2
Az =X"— X"+ 35X A7:X7—%X6+%X5—ZX3+%X

10



Proposition 9

Démonstration 9 . )
An(1) — A(0) :/ A;(t)dt:n/ Ay () dt=0
0 0

Proposition 10
VneN, A,(X) = (-1)"A,(1 - X)

Démonstration 10

Onnote Q, = (—1)"A,(1 —X).

On peut montrer que (Qy ),y Vérifie les trois propriétés qui entrent dans la définition des polyndmes de Bernoulli.
Comme ils sont uniques, on en déduit : Q, = Aj.

Proposition 11
VP € N*, A2P+1 (0) = A2P+1(1) =0

Démonstration 11

D’apres les deux propositions qui précedent, on a, pour p > 1:
Aspi1(1) = Agp11(0) et Agp i1 (1) = (=1)P T Az, 11 (0) = —Agp41(0).
On en déduit : A2p+1 (1) = AZP-H(O) =0.

Théoréme 12 Les nombres de Bernoulli apparaissent dans les polynémes de Bernoulli

On a la relation suivante entre les nombres et les polyndmes : Vp € IN, B, = A,(0).

Cela revient a dire qu’on aurait pu introduire les nombres de Bernoulli uniquement a 1’aide de ces poly-
nomes.

Démonstration 12 Notons B, = A,(0).

La proposition précédente nous donne immédiatement que B’

2p+1:0désquep21.

I
Par une récurrence immédiate, on a, pour n € IN : A,(lk) = ¢ i Al Ay, car A, = nA,_ 1.
!
On en déduit : Vnn € N, Yk € [0,n], AX (0) = o f‘k), B _,.
n
En regardant le développement de Taylor de A, en0,ona: A, = Z (Z) B;kak.
k=0

2p ZP 2p 2}7 2p—1 2}7
Du coup, on obtient, pour p > 0: By, = Ag,(0) = Ayy(1) = ) ( H )Bép_k =) ( ' )B,’( =By, + ), ( . )B,’c
k=0

k=0 k=0
2p—1 2
Donc 2 < kp) B,’( =0.
k=0

Ainsi les suites (By),,cn €t (B,),cn Tépondent aux mémes relations de récurrence et By = By ; elles sont égales.

11



3 A quoi servent-ils ?

3.1 Liens avec la fonction { et conséquences

Définition 4 La fonction {

pac |
On définit ( telle que pour tout s € C de partie réelle strictement supérieurea 1: {(s) =

n=1
Cette fonction peut-étre prolongée analytiquement a C\{1} (mais on ne traitera pas ici de la fagon dont
on la prolonge).

ns’

Théoreme 13 Lien entre {(29) et By,
On dispose d"une formule simple déterminant { aux entiers pairs positifs, faisant intervenir les nombres
de Bernoulli.

2
En effet, pour tout g > 1:((29) = (271)

(—1)171 x 2 x (29)!

Bag.

Démonstration 13
On définit la suite ( fq)q>1 par: Vx € (0,27, fy(x) = Az, ( 5 ) fq étant 27r-périodique.

fq coincide avec un polyndme sur [0, 277[ donc y est continue.
Et lign fa(x) = Azq(1) = A24(0) = f5(0) = f;(27r) donc f; est continue en 277.
X—27T

Par 27t-périodicité, f, est continue sur IR. Par construction, elle est également de classe C! par morceaux.
La série de Fourier de f; converge donc uniformément vers f;.
Aussi, soitx € R; 3k € Z, Jy € [0,27], y = x + 2k

Ainsi f5(x) = f(y) = Az (Zy ) = (- 1)27A2q (1 - ZL) fq(2m —y) = fy(—x) donc f; est paire.
Onadonc:Vg>1,Vx €R, fy(x) = T’q + Z ay, 5 cos(kx).

) 1 [2m
Sik =0, a0, = ;/0 fu8) tf2/ Poy (1) dut = 0.

Siqzletk#O:akJ:E/ A cos(kt)dt:%/onAz (2’;) cos(kt)dt:%/on (z;;_ziﬁé) cos(kt) dt
{[(47#_ 2) sinlikt)}:_/o” (2;2_21n> sinlgkt) dt}
{ (1) sin(kt) df :%{{(21) _Coks(ld)}:/on;;cos(kt)dt}

- 1 1 [sin(kt)]™ 1
T+ Tc "cos(i) dt} T e PR [ k ]

~ 2K
o %k

12



1
Sig#letk#0:a, = l ; fzq( ) cos(kt) dt = 2/0 Azg(u) cos(2rku) du
sin(27tku) ]! 1 sin(27tku
=2 { [AW) i ] - quzq_l(M)(an)du}
an/ Agg—1(u) sin(27tku) du
Zq — cos(27tku) 1 — cos(27tku)
2ok { {Aqu(”znk]o - [y 20 DAz =75

_Z(Zq()z(i?{l/ Agy 2(u) cos(2mtku)du  car Agg— 1(1 ):Azq—l(o)

(29)(29-1) 1(29) x(29—1) x...x4x3
= ka1 = () = ()T 1
_ (29)!
= (_1)!7 12 (27.;]7()211
+o0 1
Donc f;(x) = )| (—1)1712 (2(27{)) cos(kx).

g—1 |+ —1)9-1 ! i
(1)(2)22;2‘7) X ki'i donc By, = Wé(%)r d'o {(29) = (_1;2711)2(261)!qu~

En particulier, f;(0) =

Proposition 14 Signe des nombres de Bernoulli de rang pair
Soit g > 1. Si g est impair, alors By, est positif. Au contraire, si g est pair, alors By, est négatif.

Démonstration 14
(=1)7"12(2¢)!

2 {(2q) dans la démonstration précédente, et pour s > 1, {(s) est clairement

Onavulaformule By; =

positif.

Théoréme 15 Equivalent en l'infini de | Bag|

2
En l'infini, on a I'équivalent suivant : |By,| ~ 4./71q (%)

Démonstration 15
—+00

Ona: Z por est une série normalement (donc uniformément) convergente sur [2, +ool.
n=1
1
= = > =
Comme hrJrrl00 p =0pourn >2(etlpourn =1),ona: 1_1)r41_1w C(x) =
Dongc, par la formule précédente et par Stirling :

2 (24)! 2029)0 2 201\ 20 )
1By = (2(7;)12)‘7 ¢a) ~ (2(7;)12‘7 " en)m Vi (e?) =4/ (nie) ‘7

Théoréeme 16 Rayon de convergence de la série génératrice
+o© B,
La série génératrice précédemment définie : 2 —'x” a 27t pour rayon de convergence.
n!
n=0

Démonstration 16
. . B, o x By,
Comme les termes de rang impair (excepté By) sont tous nuls, on a ; PR -5 + = 29)! x

2q
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On applique d’Alembert a cette derniére série (en prenant x # 0) :

2q+2

X
By x2q (217 + 2)! }B2q| (2!] + 1)(2!] + 2) 4\/7'[7‘] (%)2‘7 4q2

(29)!
1 (g+1) (q+1\¥ , 1 1\"\? , T 22 X \?
4g2 (7e)? q T 1+q T et (271) '

Le rayon de convergence est alors clairement 271.

| g Bl 1 WEEED(%W)T L 1 [galge )i ,
q

3.2 Développements en série entiére

+oo k
A . . P . X X
A partir de la fonction génératrice, g(x) = 1 k;:) By 717 @Vec un rayon de convergence valant 277,

on peut obtenir le développement en série entiere d’autres fonctions.

Proposition 17 Développement en série entiére de th et tan

. 7T
Avec un rayon de convergence qui vaut —,
2

4
3

x2n—1

th(x) = ¥ (2% —22")B,, @

n

Il
—_

4
3

x2n71

tan(x) = Y (2% — 22")|By,| @)1

1

=
Il

Démonstration 17
Ona: xth(x) = g(4x) — g(2x) + x.

4
En effet, g(4x) — g(2x) +x = x(e4x — = gt 1).
1 1

et —1  (e2¥ —1)(e?* 4+ 1)
On met au méme dénominateur :

42— o(22) 4+ 3 — 422 —24 e —1 M _2e2 41 (e —1)2 e —1
e = 3 - sl . 3 i Sl o by e S
Cette relation donne directement le développement de th.

A partir de ce développement, on pose x = iz et on a celui de tan.
Les deux rayons de convergence s’obtiennent de la méme facon que dans le théoréeme 16.

Or:

= xth(x)

Proposition 18
Les nombres de Bernoulli permettent d’obtenir d’autres développements en série . ..
Par exemple,

1 1 +o0 . x2n—1
G = +nz_1(2 —2)B2n7(2n)!,pour0 <l|lx|<m
1 1 +o x2n—1
= + Z:l (22 —2)|an’7(2n)!,pour0 <|x|<m
n=

Démonstration 18
Comme précédemment, il s’agit de trouver une relation entre la fonction et la génératrice (on peut regarder la

tité : 2 — g(2x)), puis de déterminer 1 d d .
quantité : 2¢(x) — g(2x)), puis de déterminer le rayon de convergence de snx oy
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Conclusion

Le titre de ce document attribuait aux nombres de Bernoulli I’adjectif "fascinants". Comme vous avez
pu le lire tout au long du dossier, ils apparaissent 1a o1 on ne les attend pas : le développement en série
entiere d’une fonction rationnelle faisant intervenir 1’exponentielle, une famille de polynémes (qui n’ont
a priori rien a voir!), la fonction ¢ de Riemann. ..

Pourtant, ils sont apparus trés tot dans leur histoire (bien que non dénommés ainsi) de part leur
définition assez simple : ils interviennent, de maniére assez étrange a premiere vue, dans une somme
parfaitement banale. Ils obéissent a des propriétés incroyables de régularité (nullité des termes impairs
de rang supérieur a 3, alternance du signe des termes de rang pair, dénominateurs aujourd’hui donnés
par une formule ...) Non seulement sont-ils fascinants, mais leurs utilités sont nombreuses (¢, dévelop-
pements en série ...) : il aurait été impossible d’étre exhaustif a leur propos.

Encore aujourd’hui, certains problémes autour des nombres de Bernoulli restent ouverts ; citons, en
guise d’exemple, la conjecture d’Agoh-Giuga (deuxiéeme moitié du XX siecle) :

Un entier p serait premier, si, et seulement si, pB,_; = —1 [p].

Qui sait quels secrets ces nombres nous réservent-ils encore ?
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