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Algebre - Géométrie

— 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
— JAutomorphismes de 5,
— Decomposition de bruhaf
— 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racines de I'unité. Applica-
tions.
— Ml heoreme de Iirichlet taibld
— Morphismes continus de 57 dans GL, (IR)
— 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de
groupes quotients. Applications.
— bOU3 et les quaterniong
— JAutomorphismes de S,
— 104 : Groupes finis. Exemples et applications.
— [lsometries du cube et coloriagdq
— JAutomorphismes de S,
— 105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
— Decomposition de Bruhaf
— JAutomorphismes de S,
— 106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de
GL(FE). Applications.
— [Decomposition de bruhaf
— Morphismes continus de (S, x) dans (GL,(R), x)
— 108 : Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
— BbU3 et les quaterniong
— JAutomorphismes de S,
— 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.

— W heareme de I hirichlet taibld

— |l heoreme chinois : cas general
— 121 : Nombres premiers. Applications.
— UWheareme de [ hirichlet taibld
— Nombres premiers de forme p = x° + 3y]
— 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.
— Nombres premiers de forme p = x° 4 3y]
— [BForme normale de Smithl
— 123 : Corps finis. Applications.
— Lemme de Fitting et cardinal du cone nilpotent
— [PDenombrement des polynomes irreductibles sur [t}
— 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.
— |l heoreme de Springer
— [Dénombrement des polynomes irreductibles sur [t}
— 126 : Exemples d’équations en arithmétique.
— Nombres premiers de forme p = x° + 3y]
— |l héoreme chinois : cas general
— 141 : Polyndémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples
et applications.
— [Dénombrement des polynomes irreductibles sur i}
— |l heoreme de Springer
— 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.




— |[Forme normale de Smithl

— [Lheoreme chinois : cas generaj

144 : Racines d’un polyndme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et
applications.

— [Dénombrement des polynomes irreductibles sur [}

— l[bormes de Hankel

148 : Exemples de décomposition de matrices. Applications.

— [Homeéomorphisme exp : 5,(R) — ST (R) et décomposition polairg

— Decomposition de Bruhaf

149 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchées d’éléments
propres. Applications.

— Determinant circulant et suite de polygoney

— Morphismes continus de (S*, x) dans (GL,(R), x)

151 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie).
Rang. Exemples et applications.

— l[bormes de Hankel

— [reduction de Jordan par la dualitq

152 : Déterminant. Exemples et applications.

— |l heoreme de Sylvestey

— [Determinant circulant et suite de polygonesg

153 : Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomor-
phisme en dimension finie. Applications.

— Lemme de Fitting et cardinal du cone nilpotent

— Determinant circulant et suite de polygoneg

154 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphisme
en dimension finie. Applications.

— Lemme de Fitting et cardinal du cone nilpotent|

— [heduction de Jordan par la dualitdg

155 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— Determinant circulant et suite de polygoned

— Morphismes continus de (S*, x) dans (GL,, (R), x)

156 : Exponentielle de matrices. Applications.

— [Homéomorphisme exp : 5, (R) — ST (IR) et décomposition polaird

— Morphismes continus de (S*, x) dans (GL,(R), x)

157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

— [Lemme de Fitting et cardinal du cone nilpotent|

— [reduction de Jordan par la dualitq

158 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— Homéomorphisme exp : S, (R) — ST (R) et décomposition polaird

— |l heoreme de Sylvestey

159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

— [Eaormes de Hankel

— [reduction de Jordan par la dualitq

160 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension
finie).

— Homeéomorphisme exp : 5,(R) — 577 (R) et décomposition polaird

— pOU3 et les quaternionsg

161 : Distances dans un espace affine euclidien. Isométries.

— pbUj et les quaterniong




— [sometries du cube et coloriagd
— 162 : Systemes d’équations linéaires; opérations élémentaires, aspects algorith-
miques et conséquences théoriques.
— Decomposition de Bruhaf
— [Forme normale de Smithl
— 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogona-
lité, isotropie.
— |l heoreme de Springer
— [Formes de Hankel
— 171 : Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.
— |l heoreme de Sylvestey
— [Formes de Hankel

— 181 : Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Appli-
cations.

— 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
— JAutomorphismes de S,
— [Denombrement des polynomes irreductibles sur [t}
— 191 : Exemples d’utilisation de techniques d’algébre en géomeétrie.
— pbU3 et les quaterniong
— [Determinant circulant et suite de polygoneq

Analyse

— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
— |heprésentation des fonctions lipschitzienneyd
— |l heoreme de hiesz-Frechet-Kolmogoroy
— 203 : Utilisation de la notion de compacité.
— |L’heoreme du point nxe de brouwer|
— [Lheoreme de hiesz-Frechet-Kolmogorov
— 204 : Connexité. Exemples et applications.
— |l heoreme du point fixe de brouwei|
— |l heoreme d’Hadamard-Levy|
— 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
— |Representation des ronctions lipschitziennes
— [Lheoreme de Stampacchial
— 206 : Exemples d’utilisation de la notion de dimension finie en analyse.
— |l heoreme du point fixe de brouwel|
— WU heoreme de Kaorovkin
— 208 : Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples
— |heprésentation des tonctions lipschitzienney
— |l heoreme de Stampacchid
— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions régulieres. Exemples et
applications.
— Wheoreme de Koravkin
— [Lheoreme de Riesz-Frechet-Kolmogorow
— 213 : Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
— Uptimisation dans un Hilberq




— |l heoreme de Stampacchial

214 :Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples et
applications en analyse et en géométrie.

— [Lheoreme d’Hadamard-l.evy]

— [Lheoreme du point nxe de brouwey

215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de RY. Exemples et ap-
plications.

— [Algorithme de descente de gradient

— [Lheoreme du point nxe de brouwey

219 : Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
— Uptimisation dans un Hilbert

— JAlgorithme de descente de gradient]

220 : Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de
solutions en dimension 1 et 2.

— [Lheoreme d’Hadamard-lL.evy]

— |[Equation de Bessel

221 : Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles li-
néaires. Exemples et applications.

— |[Resolution de —u” + v = j sur le cerclg

— [Equation de Bessel

223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applica-
tions.

— |[Equivalent d’une suite définie par récurrencd

— [Methode de Newton pour les polynomesy

224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

— [Equivalent d’une suite définie par récurrenced

— DMethode de Newton pour les polynomey

226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u,,; =
f(u,). Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.

— [Methode de Newton pour les polynomey

— [Algorithme de descente de gradient|

228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples
et applications.

— [hepresentation des fonctions lipschitzienney

— [Methode de Newton pour les polynomesy

229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

— Uptimisation dans un Hilbert

— JAlgorithme de descente de gradient]

230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des
sommes partielles des séries numériques. Exemples

— [Equivalent d’une suite définie par récurrencd

— [Methode de Newton pour les polynomeg

234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables

— [Lheoreme de hiesz-Frechet-Kolmogorow

— [hepresentation des fonctions lipschitzienney

235 : Problémes d’interversion en analyse.

— [Frolongement de la tonction Gamma et rormule de Welerstrasg

— Lalcul de 'integrale de Dirichlet

236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonc-




tions d’une ou plusieurs variables.

— [Erolongement de la tonction (amma et formule de Weilerstrasg

— Lalcul de 'integrale de Dirichlet]

239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parameétre. Exemples
et applications.

— [Frolongement de la tonction Gamma et tormule de Welerstrasg

— Lalcul de 'integrale de Dirichlet]

241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples

— WU heoreme de Kaorovkin

— lEormule sommatoire de Poisson ef tormule de Shannon

243 : Séries entiéres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
— [Indecomposabilite de la o1 de FPoisson

— [Equation de Bessel

245 : Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications.

— |Prolongement de la tonction Gamma et tormule de Welerstrasg

— [Indecomposabilite de la [o1 de FPoisson

246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

— [Formiille sommatoire de Poisson ef tormille de Shannon

— |resolution de —u” +u = J sur le cercld

250 : Transformation de Fourier. Applications.

— [Eormule sommatoire de Poisson et tormule de Shannon

— [Lheoreme de Levy et 1 CLJ

253 : Utilisation de la notion de convexité en analyse.

— Uptimisation dans un Hilbert]

— |Algorithme de descente de gradient]

261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
— [néegalite de Hoending et applicationsg

— |Lheoreme de Levy et 1 Cl]

262 :Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples
et applications.

— [negalite de Hoeliding et applicationg

— [Lheoreme de Levy et 1 ClJ

264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.

— [negalite de Hoeltding et applicationg

— [ndecomposabilite de la lo1 de Foisson|

265 : Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.
— [Frolongement de la tonction Gamma et tormule de Welerstrasg

— [Equation de Bessel

266 : Illustration de la notion d’indépendance en probabilités.

— [negalite de Hoeliding et applicationg

— [Indecomposabilite de la lo1 de Foisson|

267 : Exemples d’utilisation de courbes en dimension 2 ou supérieure.




Automorphisme de S,

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quo-
tients.

— 104 : Groupes finis. Exemples et applications.

— 105 : Groupes de permutation d’un ensemble fini.

— 108 : Exemples de parties génératrices d'un groupe.

— 190 : Méthodes combinatoires, probleme de dénombrement.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Pour n # 6, tout automorphisme de S,, est intérieur.

Idée générale : Un automorphisme de S,, préserve seulement les propriétés algebriques (ordre d’un
élément, commutation) mais pas forcément les propriétés géométriques liées a 'action naturelle sur
{1,...,n}. Pour des raisons de cardinal, quand n # 6, les propriétés géométriques seront également
conserveées.

Lemme 1. Soit p € Aut(S,,), si ¢ transforme toute transposition en transposition alors ¢ est
intérieur.

Preuve du lemme : Soit ¢ un tel automorphisme,

Sy, est engendré par les transpositions (7;)c2,n] avec pour tout i > 2,7, = (114).
Comme les 7; ne commutent pas, il en va de méme pour les ¢(7;) donc le support des transpositions
©(7;) ne sont pas deux a deux disjoints.

Notons ¢(12) = (a1 ag), alors ¢(73) est de la forme p(73) = (a1 a3) et de méme pour ¢ > 3, ¢(7;)
ne commute pas avec les ¢(7;) pour j < i donc ¢(7;) est de la forme p(7;) = (g o).
Les «a; sont deux a deux disjoints donc {ay,...,a,} = [1,n] et a : i — a; est une permutation
vérifiant pour tout i € [1,n], an,a™ = (a1 a;) = ¢(7;) donc ¢ est un automorphisme intérieur. [

Soit ¢ un automorphisme de S, il envoie les classes de conjugaison sur des classes de conjugai-
son donc il envoie les transpositions sur une classe de conjugaison constitué¢ d’éléments d’ordre 2.
Dénombrons le cardinal de chaque classe de conjugaison :



Lemme 2. Soit ) une classe de conjugaison de S, et o € ), supposons que la décomposition
en cycle a support disjoint de o posséde k; cycle de longeur i, alors

|
Card(Q) = -~

n

11 %:li*

=1

Preuve du lemme : Le groupe S, agit transitivement sur {2 par conjugaison donc

B Card(Sn)
Card(Q2) = Card(Stab(o))

Or, comme 7(a; ...a;)7 ' = (7(a1) ...7(a;)), T € Stab(o) si et seulement si
— 7 permute les cycles de méme longueur : k;! possibilités.
— 7 réalise une permutation cyclique sur chaque cycle donc il y a : ¢ X -- - x i possibilités = ¢
——
k; fois
possibilités
n
Donc Card(Stab(c)) = [] k:!i" d’ou le résultat. O
i=1
Preuve du théoréme : Les classes de conjugaison constituées d’éléménts d’ordre 2 sont les classes
de conjugaison de produit de k tranpositions.
Par I’absurde, si ¢ est un automorphisme non intérieur, il existe k > 2 tel que le cardinal de I’ensemble

des transpositions est égal au cardinal de ’ensemble des produits de k transpositions. D’ou d’apres

le lemme 2 :
n\y n!
2)  2kk!(n — 2k)!
Or,
nt n! — (n —2)! -
2(n —2)!  2kk!(n — 2k)! 2k=1kl(n — 2k)!
(53)(2k —2)! .,
2k—1! B
(5i%) 2k =3)(2k —5) 1
: -

— Si k> 3, on a 2k — 3 > k donc absurde.
— Sik=2ona %(";2) <= (n—2)(n—3) =4 ce qui est absurde car deux entiers consécutifs
ne peuvent étre pairs tous les deux.
— Sisz,("f) =1 donc n = 6.
O

Remarque 1. On peut montrer qu’il existe bien des automorphismes non intérieurs dans Sg.



Critere de Sylvester pour la signature

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 152 : Déterminant. Exemples et applications.

— 158 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— 171 : Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit A une matrice symétrique (de mineurs non nuls) de taille n. Notons Ay le
mineur principal de taille k de M.
(i) M est définie positive <= Vk € [1,n],Ar >0
(i) En posant
— & = ﬁ (signe de Ay)
— op = = € {£1} (changement de signe entre A1 et Ay)

k—1
La signature de M est (r,s) ou r est le nombre de 1 et s est le nombre de -1 de la suite

(%)

Preuve :

(i) On note (ey,...,e,) la base canonique de R™ et ¢ la forme quadratique associé & M : on a pour
tout X € R", g (X) ="' XMX.
(<=) Si q est définie positive, il en est de méme que Gvect(es,....,) POUr tout k € [1,n]. Or, la
matrice extraite My obtenue en extrayant les k£ premieres lignes et les k& premieres colonnes est
la matrice de cette restriction, donc Ay > 0.
(=) : On procede par récurrence sur n,
— Le résultat est vrai pour n =1,
— Supposons n > 2, tel que Vk € [1,n], Ay > 0, par hypothese de récurrence, Q|Vect(e1,.en—_1)
est définie positive.
Soit G = F+,
Comme ¢ est non dégénérée (car det M = A,, > 0), sa dimension est 1.

I
Six e FNG, x est isotrope donc nul car ¢ est définie positive sur F', d'ou R" = FF & G.

Soit (€],...,€l,_;) une base orthonormale de F' pour ¢ et &, un vecteur non nul de G. En
notant P la matrice de passage des e; aux ¢;, matrice de ¢y dans (eq,...,¢&,),
1 (0)
'PMP = '
1
(0) a



En appliquant le déterminant & cette relation, on a a = (det P)?(det M) = (det P)A,, > 0
donc ¢4 est définie positive donc M est définie positive.

(ii) On procede par récurrence sur n,

— Pour n =1, on a M = (A;) donc oy = signe(A;) d’ou sgn(M) = (1,0) ou sgn(M) = (0,1)
selon le signe de M.

— Soit n € N, supposons le résultat vrai jusqu’a 'ordre n — 1,
La sous-matrice M,,_; est symétrique de signature (r,_1, $,—1). Considérons H = Vect(ey, ...

I
Il existe P,y € GL,_1(R) telle que *P, 1M, 1P, 1 = < ”6‘1 _[O ) et donc on a
Sn—1
En—1 = (_1)87171
Avec (€},...,€),_;) la base orthonormalisée de H, comme A,_; est non nul, gz est non
dégénérée d’ou R" = H @ Re/, d’ot la matrice de ¢ dans la base (e}, ..., €!) est de la forme :
I

Tn—1

[Tn—l

_ISn—1 = tQ _Isn_1 Q
q(er) €n

Tn—1

avec () = I, et avec &, le signe de ¢(e!,) (non nul).

Vénalel)

Ainsi la matrice est congruente a -1 de Sylvester donc de déterminant de

€n
(_1)3"71571 = &n

d’ou g, 1§, = &, et &, = 6, d’ou le résultat.

méme signe que A,

Application. S;'"(R) est un ouvert de S,(R)

Preuve : Ona S/ *( ﬂ ALY (RT*) avec Ay application donnant mineur de taille & qui est

continue par continuité du determlnant. Ainsi, S;F(R) est un ouvert de S,,(R) en tant qu’intersection
finie d’ouverts de S, (R) O

7en71)7



Décomposition de Bruhat

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— 105 : Groupe de permutations d’'un ensemble fini. Applications.

— 106 : Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes de GL(E).
Applications.

— Systeme d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences

théoriques.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme. Soit A € GL,(K), il existe Ty, Ty triangulaires supérieures et un unique o € S,
tel que A =T\ P, T5.

Preuve :

Existence de la décomposition de Bruhat

Notons (E;;) la base canonique, Tg l'ensemble des matrices triangulaire supérieures de M, (K).
Pour tout ¢ < j dans [1,n], A € K, a # 0 on définit :

— T;ij(N) =1, + \E;; € Ts
Soit A € GL,(K),
Soit iy = max{k € [1,n]|ar; # 0} (existe car A € GL,,(K)).

(i) Vk < iy, on multiplie & gauche par

Tk,il <_ ak,l) (Lk — Ly — %Lil) aip1 (%)

ai 1 i1 0

(ii) On multiplie a gauche par

10



1 1 6
Di, () (Liy = —Li))| 1 (9
Qi1 1,1 0
6
(iii) Vk € [2,n], on multiplie & droite par
0
i
T,-Jc(—ail,k) (Ck <— Ck — ail’kC’l) 60 ...... 0

6

On iteére cet algorithme aux autres colonnes et on construit alors une suite (i1, ...,,) avec j — i;

injective de [1,n] dans [1,n] donc bijective.
Soit o € S, la permutation telle que Vk € [1,n], o(k) = i) et on lui associe la matrice de permutation
P,. On a donc par construction P, = T AT, d’ou 'existence.

Unicité de la décomposition

Soit A =T,P, T, = T| P, T} avec 0,7 deux permutations de S,, et 11,15, 1], T5 € Ts.
On a
P (T P, = T,T5
~—— N——
=T =T
Par I'absurde si o # 7, il existe i € [1,n] tel que o(i) < 7(7),
(%)
Lo i),0()
0

La o(i)-éme colonne de T est alors . 5 donc 0 #£ T, = T i),00:) = 0.
(i), (i)
0

Absurde, donc o = 7. ’

11



Application. Soit A € GL,(K) et d = (Fu, ..., F,) un drapeau de K.

Alors A -d := (A(Fp), ..., A(F,)) est également un drapeau et définit une action de GL,(K)
sur l’ensemble D des drapeauzx. On peut définir de méme une action de A sur les couples de
drapeau par A - (d,d") = (A-d, A-d).

Le nombre d’orbite de l’action sur les couples de drapeau est n!.

Etape 1 : Montrons que D ~ GL,(K)/T

Montrons que cette action est transitive,
Soit (e1,...,e,) la base canonique de K™ et ¢ le drapeau formé des (Vect(es, ..., ex))rcfon]-
Pour d = (Fp,. .., F,) un drapeau quelconque, on peut trouver une base (fi, ..., f,) de K" telle que
VEk € [1,n],(f1,..., fr) est une base de Fy.
L’unique matrice A vérifiant Ae; = f; est inversible et vérifie A -9 = d.

Comme l'action est transitive, D est en bijection avec GL,(K)/Gs avec Gy le stabilisateur de 9.
Or, on a pour A € GL,(K) A-0 = 0 <= A est triangulaire supérieure, d’'ou Gs = Ts et
D ~ GL,(K)/Ts.

Etape 2 : Identifions une action de GL,(K) sur GL, (K)/Ts x GL, (K)/Ts

Pour d € D, B € GL,(K), tel que d = B - §, en identifiant d avec B de G/Ts, pour A €
GL,(K), on a A- B = AB qui s’identifie &8 AB-§ = A -d. On définit une action de GL,(K) sur
GL,(K)/Ts x GL,,(K)/Ts se traduit sur les couples de drapeaux par 'action A-(d,d") = (A-d, A-d').

Etape 3 : Dénombrons le nombre d’orbite en montrant que chaque orbite contient un
unique élément de la forme (I, P,)

Soit X,Y € GL,(K), on a (X,Y) = X (I,, X"1Y).
Donc en considérant la décomposition de Bruhat de X 'Y ona X 'Y = T, P, T, et comme T}, T, € Tg
on a:

(T, X-Y) = T\(T7 L, P,Ty) = (1, F,)

Dot (X,Y) = XT\(I,, P,). Toute orbite contient donc un élément de la forme (I,,, P,) avec o défini
de maniére unique car §'il existe A € GL,(K) tel que (I, P,) = A(I,,P;) = (A, AP;) donc A € Tg
et il existe T' € Tg tel que AP, = P, T d’ou ¢ = 7 par unicité de la décomposition de Bruhat.

Il y a donc autant d’orbite que d’éléments de S,, donc il y a n! orbites.

12



Dénombrement des polynomes irréductibles sur [F,

Geoftrey Deperle

Lecons associées :
— 123 : Corps finis. Applications.
— 125 : Extension de corps. Exemples et applications.
— 141 : Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
— 144 : Racines d'un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.
— 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. On note P,(d) l’ensemble des polynomes irréductibles de degré d sur F, (¢ = p*

est une puissance d’un nombre premier). Si I(q,d) désigne le cardinal de P,(d), on a pour

n € N*, .
n
I(g.d) = Zu() q*
n i d

Preuve :

Lemme 3. Pourne N*, X" — X =] [ PX).
din PEP,(d)

Preuve : Soit P € P,(d), 'anneau K = F,[X]/(P) est un corps (car F,[X] est principal) de
cardinal ¢¢ donc isomorphe & 4, ainsi Vo € K, ——
Or, sin = dk, on a 27" = 29" = (2¢")4"**¢" donc par récurrence 24" = x donc X7" — X =0 et P
divise X7 — X dans F,[X]. Comme les éléments de P,(d) sont irréductibles, le produit [[ [ P(X)

dln PEPy(d)

divise X" — X.
Réciproquement, soit P un facteur irréductible de degré d de X ¢ _ X dans F,[X],
Comme Fn est un corps de décomposition de X" — X, P est scindé sur Fn,
Si = est une racine de P, on a [Fy» : F,] = n, par multiplicativité des degrés, [Fyn : F,(2)][Fy(z) :
F,] = n. Or, comme P est irréductible, F,(x) est un corps de rupture de P de degré d sur F, donc
d|n.
Montrons que X9 — X n’admet pas de facteur double (ou plus), s’il existe un tel facteur, alors
X7 — X admet une racine double dans un corps de décomposition.
Or, (X?" — X) =¢"X7" "1 —1 = —1 car K (car caractéristique p) donc X?" — X n’a pas de racine
double dans un corps de décomposition. O
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Lemme 4 (Inversion de Mébius). Soit g : N* — C, soit G(n) = > _ g(d), on a
d|

vn e N*, g(n) = 3" u(d)G (Z)

din

ou i est la fonction de Mobius

Preuve : Soit n > 2,

Soit p1,...,p, les diviseurs de n, (on a r > 2),
" (r
Sud = > (=X ( )(—1)8 =(1-1)"=0
dln 1] s=0 \¥
Donc
0 sin>?2
d) = -
%:”M ) {1 sin=1

Sin €N dnet d|% <= d|netdlF, donc

S (G (5) = X ald) X g(d) = X X pldg(d)

dn e din &'
= Z|: lZ u(d)g(d')
= Eljg(d’) dou(d)  =g(n)
&'[n d|n

=0 sauf pour d'=n

Passons a la preuve du théoréme, on a

deg(X"" = X)=¢" =Y > deg(P)=Y dI(q,d)

dln PePy(d) dn
D’ou par inversion de Mobius,

(g, d) = iZu(Z) q’

d|n

14



Annexe

n

Application. On a I(q,n) ~ i

n—-+oo n

Preuve : En posant r, = Z W <Z> ¢, on a

d|n
d<n

]
Il <> ¢t <
d| d

d<n

w3

J
¢’
0

glzlt1 —1

qg—1

Donc r,, = —>O+ (¢"), comme I(q,d) = qn% on a le résultat.

Application. Pour tout n € N*, il existe un polynome irréductible sur F, de degré n.

Preuve : Comme ¢" =) _dI(q,d),
dn
Donc pour tout d € N*, ¢¢ > dI(q,d) d’ou

nl(q,n) =q" — Z dI(q,d)
d|

d#n
> =3¢
dln
d#n
n—1 n—1 __ 1
N
d=1 q-

Quelques polynémes irréductibles

— Sur Fy, on a
— Po(1) ={X, X +1} = I(2,1) =2
— P(2) ={X?+ X +1} = 1(2,2)=1
— P3)={X}+ X+ 1, X34+ X?+1} = 1(2,3)=2
— Sur F3, on a
— Ps(1)={X, X +1,X+2} - 1(3,1)=3
— P3(2) ={X*+1, X2+ X +2,X?+2X +2} — I(3,2) = 3

15



Déterminant circulant et suite de polygones

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racines de I'unité. Applications.

— 149 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments propres. Ap-
plications.

— 152 : Déterminant. Exemples et applications.

— 153 : Polyndémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’'un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

— 155 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— 181 : Barycentre dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

s s . - 2im
Théoreme. Soit ag,...,a,1 € C" et w=¢€""n , alors
Qo a ... Qp—1
a a .. a n—1n—1
-1 Qo : -2 -
: =T Y o
2 SO 0 =0 k=0
ay as ... ao
Preuve : Soit B = (eq, ..., e,) la base canonique de C", J la matrice de 'unique endomorphisme

qui a e; associe a e;_1 si ¢ > 2 et qui associe e; a e,. On a

0 apparait k fois
N

0 1 O 0
0 1 (0)
Pt T & : 0
J = et Vk e N, J" =
- 0 1
0 o1 .
10 0 (0)
(0) 1
n—1
donc en notant A la matrice dont on cherche le déterminant, on a A = Z arJ*.
k=0
Diagonalisons A en diagonalisant .J.
n—1
Comme A = P(J) avec P = Zaka, si Q € C[X] tel que @ # 0 et deg@ < n, Q(J) # 0 (par
i=0

16



lecture des coefficients sur la matrice).

Donc le polynéme minimal de J vérifie degm; > n. Or, J* — I, = 0 donc 7w; = X™ — 1.
n—1

Or, 7; divise le polynéme caractéristique x; de J donc x; = X" —1 = H (X —wh).
k=0

Donc J est diagonalisable et il existe @) € GL,(C) telle que

1 (0)
QJQ =
(()) wn—l
P(1) (0)
X P(w)
D'oi Q1JQ = P(Q1JQ) =
(0) Plw™™)
D’ou
n—1 ) n—1 /n—1 )
det(A) = [[ P(w’) = 1 ( akw]k>
i=0 =0 \k=0
O
Application. Soit P un polygone du plan complexe dont les sommets sont {z1,...,2z,}. On
définit par récurrence la suite de polygone (Py)ren avec Py = P et pour tout k € N, les sommets
de P11 sont les milieux des arétes de Pj.
La suite (Py) converge vers l'isobarycentre de {z1,...,z,}.
Preuve :
Etape 1 : Montrons la convergence de la suite (P)
4
On représente le polygone P, par le vecteur Z;, = | : |, la relation de récurrence s’écrit alors
2
11
. 5 5 0 ...0
2] erZQ O . . 2
a1 = : =AZ, avec A= | : 0] et Zy=
zptey 1 Zn
: SR
5 0 ... 0 3

Ainsi, on a Vk € N, Z;, = A¥Z,. 11 suffit de montrer que la suite (A*) converge pour n’importe quelle
norme. On a

X-1 -1 o .. 0

o

xa(X)=| o0




Puisque les HT“ sont distincts deux a deux, y 4 est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

Il existe Q@ € GL,(C) tel que A = QDQ™! avec D = diag(X, ..., \,_1) avec pour tout j € [0,n —
1+

1 =5

Or, Vj € [1,n — 1],

Ainsi, pour tout j € [0,n — 1], A} = 0.
—+00

Par conséquent, la suite (A¥) converge vers B := Qdiag(1,0,...,0)Q L.
Posons Z,, = BZy, on a Z, ﬁ Zso (on a Zy = AZ,,). Or, espace propre associé a 1 contient
—+00

1+w?
2

= | cos (%) <1

1
le vecteur | : [ et est de dimension 1 (car x4 possede n racines distinctes).
1
1
Donc il existe a € C tel que Zo, = a | : | c’est-a-dire (P;) converge vers a.
1

Etape 2 : Montrons que la limite est l’isobarycentre de P

Montrons que les P, ont méme isobarycentre.
Soit g 'isobarycentre de Py, on a pour k € N,

13 Ry R R 1
wn = Lt = (BT ) = e

n\i3

Ainsi, par continuité de la fonction qui & n points du plan associe son isobarycentre, (gx) converge
vers l'isobarycentre du polygone {a,...,a} qui est a. O
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Forme normale de Smith

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.
— 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.
— 162 : Systemes d’équations linéaires, opérations élémentaires, aspects algorithmiques et consé-
quences théoriques.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit A un anneau euclidien, 6 un stathme euclidien de A et m,n € N* et
M e M, .(A).
fi (0)
(P, Q) € GLyn(A) X GLy(A)/PMQ = L
(0) 0
avec fi,..., fr € A tels que fi]...|f, avec unicité modulo les inversibles de A.

Preuve :

f10..0
Etape 1 : Montrons qu’il existe f; € A et P,Q tel que PMQ = (0 ) tel que pour
R 4
0
tout (Zu]) € [[Lm - 1ﬂ X [[Ln - 1]]7f1“/;j
Si M =0, alors f; = 0 convient.
Sinon, considérons X la classe des matrices équivalentes a M et considérons

fi= {ngd(Mij)> (Zaj) € Hlamﬂ X Hlvn]]’M € X}

On a alors 0(f1) < d(u;j) pour tout (z,7) € [1,m] x [1,n], M € X. Considérons la matrice M tel que
f1 est un coefficient de M. Quitte a permuter les colonnes et les lignes, on peut supposer que f; se
situe en haut a gauche de M :

fl Uz ... Ulp
U21

M =
Upl -+ oo Upn
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On effectue la division euclidienne pour Cf :
Vi € [2,m],3q;,r; € AJun = q;ifr + 1 avec §(r;) < 6(f1)

f1
T2 (%)

(Li — L — qiLl)

Tm

Par minimalité de fj,onary=---=r, =0.

De méme pour L, :
V] c [[2,71]], E|q]',7”j c A/ulj = q]'fl + T; avec (S(Tj) < 5<f1)

f1 7o ) Tn
0 *
(€ Cj=¢C) | |
0
fi 0 . 0
. . . Ve 7’ . \ O
Par minimalité de f;,onary =---=r, =0. Donc M est équivalente a | . v
0
Montrons alors que Vi, j, f1|Vij.
fl ‘/iQ szn

Pour i € [2,m], on effectue Ly < Ly + L;
0
On réalise la division euclidienne pour L,
Vi € [2,n],3q;,r; € A/Vij = q;f1 +1r; avec 0(r;) < O(f1) et de méme par minimalité de f; :
ro=--- =1, =0donc Vj e [2,n],V;; = ¢ fr dou Vi, j, f1|V;.
Etape 2 : Montrons le théoréme par récurrence sur m +n € N\ {0, 1}
— Initialisation : Pour m +n =2, M € M;(A) ok

— Hérédité : Soit n,m € N* tels que m +n > 3. Supposons le résultat vrai pour tout p,q € N*
hiy

tel que p+¢q =m+n—1 pour tout N € M, ,(A), N est équivalente & s 0 avec
0

hal ... |hs.

Sim =n =1, le résultat est acquis.
fi0 0
0

Sinon, par ce qui précede, M est équivalente a ( . ) et par hypothese de récurrence
. fiM’

5

M’ est équivalente a R avec fi|...|fl.

)
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Soit f; = fifj, ona fi|...|f, et M est équivalente a

S

fr

Etape 3 : Montrons ’unicité modulo les inversibles

Soit k € [1,min(m,n)], I(M) 'idéal engendré par le déterminants des mineurs de taille k£ de
taille M.
Montrons que VP, Q € GL,,(A) x GL,(A), [,(M) = I,(PMQ).
Par multilinéarité du déterminant (*) du déterminant, les mineurs de taille k& de PM sont des
combinaisons linéaires de mineurs de taille k£ de M d’ou I (PM) C I (M) et de méme a droite
I (M'Q) C Ix(M') pour toute matrice M'.
D’ou en notant S une forme normale de Smith de M, on a

Vk € [1,min(m,n)], (M) = I(S) = {<f1,...,fk> sike[l,r]

0 sinon
Ainsi, soit S, 5" deux formes de Smith de M de facteurs invariantes respectifs fi,..., fr et fi,..., fi.
On aVk e [1,r],{(f1,--, fx) = {f1,- -\ fr)-
fi = uy f1
D’ou [ : : avec uq, ..., u, inversibles car le pged est unique a inversible pres.

fioo i =uwfi f;
D’ou de proche en proche

vj € [1,7], 3u; € A/ f = u;f;

D’ou l'unicité a inversible pres. O
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Annexe

Lemme 5 (*). Soit M € M,,,(A), P € GL,,(A), les mineurs de taille k de PM sont
combinaisons linéaires des mineurs de taille k de M a coefficients dans A.

Preuve : Soit M, la matrice extraite de M en gardant I = {iy,...,ix} lignes de M et J =
{j1,---,jx} colonnes de M.

Notons (C;) les colonnes de M, M = (01 Cn> et My = (CI,]-I C’I,j5>.
Si P = (pij)(j)ein2, on a MP = <Zpi10i Zp,-nCi). D’ou :
i=1 i=1

(MP)IJ = <Zpilcl,j1 meCI,jk>

i=1 i=1

Par multilinéarité du déterminant, on a det((M P);. ) est combinaison linéaire des mineurs My ; ou
J est un ensemble de k—indice.
U
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Formes de Hankel

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 144 : Racines d'un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.
— 151 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.
— 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.
— 171 : Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et application.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoreme. Soit P un polynome réel de degré n unitaire, soit x1,...,x; ses racines distinctes
avec xy, de multiplicité my € N. En notant s, = mia®% + - - +ma® les sommes de Newton. La
forme quadratique o : (29,...,2,-1) — Z Si+j2i%; définit une forme quadratique sur R
0<i,j<n—1
; t+r t—r
de signature ( e ) avec

— r le nombre de racines réelles de P
— t le nombre de racines distinctes de P
Ainsi en notant sgn(ogr) = (p,q), on ar=p—q.

Preuve : o¢ est un polynéme homogene de degré 2 sur C donc définit une forme quadratique sur
C. De plus, les s; sont des polynomes symétriques en les n-racines (avec multiplicité) de P donc ce
sont des combinaisons Z-linéaires des fonctions symétriques élémentaires en les racines. Or, comme
P est unitaire, les fonctions symétriques élémentaires sont au signe pres les coefficients de P sont
sont réelles.
Ainsi, o¢ définit une forme quadratique og sur R™. Notons (p, q) sa signature.

Etape 1 : Montrons que le rang de oy est t, le nombre de racines distinctes de P.

Décomposons o selon une base bien choisie.
Soit ¢y la forme linéaire sur C* donnée par :

2 n—1
Ok(20y - oy 2n1) = 20 + k21 + Tize + -+ XL 2o

Montrons que les (¢ )req,q sont libres sur C :

% * n—1_x : * *
On a ¢ = e+ xpel + -+ e ;. Donc la matrice des ¢, dans la base duale (ef, ... el ;) est
. |
ZLo L
rh coooapt
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C’est une matrice extraite d’'une matrice de Vandermonde inversible car les x; sont distincts donc
elle est de rang ¢ donc les ¢y, sont libres.

t t
. > 2myaiay = 2mymy” =28 sii#
. 2 k=1 k=1
De plus, le coefficient de z;z; dans kagok vaut {3
k=1 Z METE = Si1; sii=7
k=1
D’ou ,
2
o= Z mEPy,

k=1
Ainsi, rgeo = t car les ¢, sont indépendants. Or, par invariance du rang par extension de
corps, le rang de la matrice (complexe) de o est le méme rang que la matrice (réelle) de og donc
rgpo =t =p+q.

Etape 2 : Calculons la signature og

En décomposant selon les racines réelles et non réelles :
o= mppp + Y mpp}
keER kel
avec R ={k € [1,t],zx € R} et I =[1,¢] \ R.
Or, si xj, est racine de P non réelle, Ty, est racine de P avec la méme multiplicité donc si J est une
partie de I tel que |J| = %‘,

o= Z mepy, + (Z miey + Z mkSOkQ)

kER keJ ke
Or, Vz € C, 22 + 2% = 2Re(2)? — 2Im(2)?,
o= mpi +2) mp(Re(pr)” + Im(px)?)
kER keJ

Cette décomposition constitue une décomposition de ogr comme combinaison linéaire des carrés de t
formes réelles oy, k € R, Re(py), Im(¢), k € J. Montrons que ces formes linéaires sont indépendantes.

Quitte a ré-ordonner, supposons x1,...,z, les racines réelles de P et x,1,..., 2,44 les racines non
réelles de P. La matrice de la famille (¢, k € R, Re(py), Im(py), k € J) dans la base duale est
1 ... 1 1 e 1 0 e 0
T ... @y Re(z,41) ... Re(zyps) Im(z,11) ... Im(z,y)
o "1 Re(zp1n-1) ... Re(xppgn—1) Im(xppn1) ... Im(z,pgn-1)

Donc en effectuant pour tout j € [r+ 1,7 + s], C; <= C; 4+ iCj1,, on obtient la matrice

1 . 1 1 . 1 0 co 0
2 T A N o Im(z,yq) ... Im(z,4s)
! " w2 Im(zggeer) L. Im( )

La matrice extraite en extrayant les ¢ premieres colonnes et les ¢t premieres lignes est une ma-
trice extraite d’'une matrice de Vandermonde associé a la famille x1,...,z; distincts donc le rang
(complexe) de cette famille est ¢ donc par invariance du rang par extension de corps, la famille
(pr, k € R, Re(pr), Im(pg), k € J) est de rang ¢ donc indépendante.

Comme les my, sont strictement positifs, sgn(og) = (|R| + |J|,|J|). Comme |J| = 5=, on obtient le
résultat. U
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Annexe

Pour mettre en pratique cette méthode de dénombrement de racines :

— On calcule les sommes de Newton algorithmiquement grace a la formule les reliant aux fonction
symétriques élémentaires donc aux coefficients de P (sans avoir a calculer les racines).

— On dispose de deux méthodes pour calculer la signature : I'algorithme de Gauss et le critere
de Sylvester.

Application pour les polynémes de degré 2

Soit P =aX?+bX +c=a(X?+ 2X + £) de racines complexes a, as.

—b b2—2
Onasoz1—|—1,51:a1—|—a2:7,32:0ﬁ+a%:(a1+a2)2—2a1a2:T“C.

) ) 2 —b
Donc la matrice de la forme quadratique est H = ( b b2“26>.
a a?
On peut calculer la signature avec le critere de Sylvester. En notant A; et Ay les deux mineurs

principaux de H, on a : A; =2, Ay = 2b2;22ac — 2—2 = %
(2,0) <= b —4ac>0

Dot sgn(H) =4 (1,1) <= b*—4ac<0.
(1,0) <= b*—4ac=0

25



Groupe d’isométries du cube et coloriage

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
— 104 : Groupes finis. Exemples et applications.
— 105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
— 161 : Distances dans un espace affine euclidien. Isométries.
— 191 : Exemples d’utilisation de techniques d’algebre en géométrie.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Les groupes d’isométrie du cube sont

Isom™ (Cg) ~ Sy Isom(Cs) ~ Sy x Z/27Z

Preuve : On consideére ’ensemble des 4 grandes diagonales du cube D = (D, Do, D3, Dy), elles
sont conservées par les isométries (car ce sont les plus grandes distances entre deux points du cube).

Az As
M/
: \
\
Al & — Ay
~. o /
S TN /
- s
~ O/
~3
AR J
/ \ ~ o
yd \ T~
B' \ Bl
\ .
\\ N
\
By Bs

On fait agir Isom™ (Cg) sur D avec
¢ : Isom™(Cs) — S(D)~S,
g = 9o
Surjectivité :

Soit M le milieu de [A;, As] et N le milieu de [By, By, la transposition (D; Ds) est réalisée par le
retournement d’axe (M N). Donc (Dy Dy) € Imyp. De méme toutes les transpositions appartiennent
a Imy. Comme les transpositions engendrent Sy, ¢ est surjective.
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Injectivité :

Soit g € Isom™(Cp) tel que ¢(g) = idjp. On a lalternative suivante :

g(Ai) = A g(Ai) =B,
Vie[1,4],9(Bi;) =B ou {g(B;)) =A;
(%) (%)

Supposons qu'il existe i € [1,4] tel que (xx).

Sans perte de généralité, supposons g(A;) = Bj.

9(A2) € {As, By}
9(A1)g(As) = A1 A,
méme on a (kk) pour tout ¢ € [1,4] donc g coincide avec sp sur un repere affine donc ¢ = sq.
Absurde car g € Isom™ (Cg).

D’ou Vi € [1,4],g(A;) = A; et g(B;) = B; donc g = id car coincide avec id sur un repere affine.

Comme g conserve les distances et on a nécessairement g(As) = By donc de

Ainsi, Isom™ (Cg) =~ Sy, comme [Isom(Cs) : Isom™ (Cg)] = 2 on a par théoréme d’isomorphisme la
suite exacte
1 — Isom™ (Cg) — Isom(Cg) — {id, sp} — 1

D’ou Isom(Cs) ~ Sy x Z/2Z. Or, so est central car commute avec toutes les transpositions donc
{id, so} <Isom(Cs) donc le produit est direct :

ISOH](C6> ~ 54 X Z/QZ

Application. Il y a 57 maniéres de colorier un cube avec au plus 3 couleurs.

Preuve : Soit ¢ I’ensemble des faces du cube,
Soit C' un ensemble de couleurs (notons n son cardinal),
Un coloriage est une fonction f € F(¢,C),

On fait agir le groupe d’isométrie direct G sur F(¢,C) par (g,f) — (xz — f(g7'z)) et on
s’'intéresse aux orbites de cette action.
D’apres la formule de Burnside, le nombre d’orbite est :

=@ZMWM

geG

k

Or, f € Fix(g9) <= Vr € ¢, f(¢g 'x) = f(x) (f est invariant par g).

Dénombrant alors les coloriages invariant sous 'action de g. Il est clair que ce nombre est constant
sur la classe de conjugaison de g. Nous allons donc dénombrer |Fix(g)| pour ¢g dans chaque classe de
conjugaison.
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Transpositions (6  élé-
ments) : Il s’agit d'une

Il suffit de choisir une couleur
pour chaque face latéral, une

rotation d’angle © d’axe la / om couleur pour la face de devant
droite passant par le milieu des / et la face de dessous et une
arétes reliant les diagonales. 7 couleur pour la face du dessus

/ et la face opposée. Il y a n* pos-

1 sibilités.

/l
3-cycle (8 éléments) : Il 11 faut et il suffit que les trois
s’agit d’une rotation autour de faces qui s’intersectent soient
la diagonale D; qui n’intervient \ de la méme couleur. Il y a n?
pas dans . possibilités.
62

4-cycle (6 éléments) : 1l
s’agit d’une rotation d’angle
autour de 'axe passant par le
centre de deux faces opposées.

Il faut et il suffit choisir une
couleur pour la face du haut,
une couleur sur la face du bas
et une couleur pour les faces la-
térales. Il y a n? possibilités.

O
Double transpositions (3 Il faut et il suffit choisir une
éléments) : Il s’agit d’une | couleur pour la face du haut,
rotation d’angle m autour de la face du bas et une couleur
I’axe passant par le centre de ! pour la face lateral avant et la
deux faces opposées. 1 face latéral arriere, et une cou-

3 leur pour les faces latérales des

Oi - cotes. 11y a n* possibilités.
\

1
D’ou le nombre de coloriage est & = 2—4(716 + 6n* + 8n? + 6n® + 3n*). Pour n = 3, on obtient

k= 57. U

Conseil de présentation 1. Lors d’'une présentation a 'oral en 15 minutes, on pourra au préalable
retenir le nombre d’éléments dans chaque de conjugaison (colonne 1) et expliquer a 'oral uniquement
avec des dessins comment obtenir |Fix(g)| pour g dans chaque classe de conjugaison (colonne 3).

28



Homéomorphisme exp : S,(R) — ST (R) et
décomposition polaire

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 156 : Exponentielle de matrices. Applications.
— 158 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
— 160 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoreme. L’application

est un homéomorphisme

Preuve : Soit S € 5,(R),
Par théoréme spectrale, il existe Aj,..., A, € R tel que S = Pdiag(\y,...,\,) P! avec P € O,(R).
D’ott exp(S) = Pdiag(eM, ..., eM)P~! € STH(R) car Vi € [1,n],e > 0.

Etape 1 : Montrons la surjectivité de exp

Soit B € SSH(R), on a B = Pdiag(uy, ..., u,)P~" avec u; > 0.
Donc B = exp(S) avec S = Pdiag(In(u1), ..., In(u,)) P! qui est symétrique, d’ou la surjectivité.

Etape 2 : Montrons Pinjectivité de exp

Soit A, A" € S,,(R) tel que exp(A) = exp(A’).
Soit @ un polyndme interpolateur de Lagrange tel que Vi € [1,n], Q(e) = \;. On a Q(exp(A)) = A.
A" commute avec Q(exp(A’)) = Q(exp(A)) = A donc comme A’ et A sont diagonalisables, A et A’
sont co-diagonalisables.
En notant A, ..., N les valeurs propres de A’, il existe P € O, (R) tel que

Pdiag(exl, ce e’\;l)P*1 = Pdiag(e™, ..., eM)P!
— diag(eM, ..., eM) = diag(e™, ..., M)
<= Vi€ [1,n],\; = \] par injectivité de expg

donc A = A'.

29



Etape 3 : Montrons la bicontinuité de exp

L’application exp est continue, montrons la continuité de la réciproque.
Soit (B,)pen = (exp(A,))pen une suite de S (R) qui converge vers B = exp(A) € S} (R). Montrons
que (A,) converge vers A.

Comme (B,) converge, (B,) est bornée pour ||.|||2.

Donc par continuité de A — A~' on a B! — B! car B est inversible donc est également
p—>+00

borné pour |||.|||2-

Or, pour M € SF*(R),

1Mz = /p(* M M)

= \/p(M?)

= p(M)

Donc le spectre des B, est majoré par une constante C' et de méme le spectre des B, ! sont ma-
joré par une constante % Ainsi, toutes les valeurs propres de B, sont contenues dans le compact
K =[C",C] C]0,+o0l.

Donc les valeurs propres des A, sont incluses dans [In C’,In C]. Donc (A,) est bornés pour |||.]||2.
Or, la suite (A,) possede une unique valeur d’adhérence,

En effet, soit (A4,,) une sous-suite de (A,) qui converge vers A’ alors exp(A4,,) = By, — Bon a
exp(A’) = B = exp(A) d'ou A = A’ par injectivité de exp sur S, (R).

Ainsi, comme dans un espace vectoriel de dimension finie, une suite bornée qui n’a qu’une seule

valeur d’adhérence converge vers cette valeur d’adhérence, la suite (A4,) converge vers A. U
Corollaire 1. L’application
Sit(R) — S;T(R)
S = Sz
est un homéomorphisme
Preuve : On a pour S € ST (R),
(8% =5
1 _
exp 1((S2)?) = exp (S)
1
Sz = exp(5 exp ' (9))
Donc S +— S2 est un homéomorphisme par composition. O

Corollaire 2 (Décomposition polaire). Les applications suivantes :

¢ © On(R) xSH*(R) — GL,(R) _ ¥ : GLi(R) —  Ou(R)xSi*(R)
(0, 5) -~ 0s ¢ M = (M(MM)™3,(tMM)3)

sont des homéomorphismes inverses 'un de [’autre.

Preuve : ¢ est bien définie et est continue.
Pour M € GL,(R), on a ‘MM € S} (R) et

MEMM) 2 (M(CMM)™2) = M(CMM) 2 (*MM) " 2'M = M('MM)™""M = MMM~V M =1,
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Donc M (*MM)~2 € O,(R).

De plus, pour M € GL,(R), M(*MM)~2(*MM)z = M donc p(p(M)) = M

Pour (0, S) € O,(R) x STH(R), ((F0S)0S)z = (5'008)2 = S donc ¢(p(0, 5)) = (0, S).
@ et Y sont donc réciproques I'une de 'autre.
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Lemme de Fitting et cardinal du cone nilpotent

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 123 : Corps finis. Applications.
— 151 : Dimension d'un espace vectoriel. Rang. Exemples et applications.
— 153 : Polynémes d’endomorphismes en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
dimension finie.
— 154 : Sous-espaces stables par un endomorphisme en dimension finie. Applications.
— 157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(F), il existe p € N tel que

FE = Kerv? @ Imu?

Preuve : Soit P un polynéme annulateur de u et p la multiplicité de 0 comme racine de P.
Notons @ le polynéme tel que Q(0) # 0 et P(X) = XPQ(X).

D’apres le lemme des noyaux : F = Keru? @ ImuP.

Montrons que Ker@Q(u) = Imu?,
Comme KerQ(u) est stable par u? et Keru” N KerQ(u) = {0}, 'endomorphisme induit ug,, ¢/, est
injectif donc réalise un isomorphisme de Ker@(u) dans Ker@Q(u).
D’ou KerQ(u) = vP(Ker@(u)) C Imu? et par théoréme du rang, dim Imu? = dim E' — dim Keru? =
dim KerQ(u).
D’ou KerQ(u) = Imu”. O

Corollaire 3. Toute matrice M de M,,(K) est semblable a une matrice de la forme (J(\][ g)

ou N est une matrice nilpotente et C' est une matrice carrée inversible.

Preuve : Soit u 'endomorphisme canoniquement associé & M € M,,(K), on a
K" = Keru” @& Imu”

Comme les espaces Keru? et Imu? sont stables par u (car pour z € Keru?, u(r) € KeruP™ C Keru?
et si y € ImuP, alors il existe x € K™ tel que y = v?(x) donc u(y) = uP(u(x)) € ImuP).

La matrice de u dans la base obtenue par concaténation d’une base de Keru? et Imu? est de la

forme
N 0
0 C
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Avec
— Ukeryr st nilpotente d’indice p donc N est nilpotente.

— Uppe (ImuP) = Imu? donce upy,» est surjective donc bijective donc C' est inversible.
O

Application. Soit ng le cardinal de [’ensemble des matrices nilpotente de taille d sur F, alors

ng = ¢@D

Preuve : D’apres le théoreme de décomposition de Fitting, a chaque endomorphisme u € L(FE),
on peut associer la donnée ((F,G), v, w) avec

— (F,G) = (Keru™, Imu™) est un couple de sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

— U = UKeryno €St un endomorphisme nilpotent de Keru

— W = Umyro un automorphisme de Imwu™.

Réciproquement, on peut montrer qu'une telle donnée détermine un élément de L£(E).

Notons my 4 le nombre de couples de sous-espaces (F, G) de K? tel que dim F' = k et dim F &G =
K%, notons ny le nombre de matrices nilpotentes sur F, et gp = |GL,,(F,)|. On a

d
|£(E)‘ = Z M dNk9d—k
N—— k=0

2
:qd

Or, comme GL,(K) agit transitivement sur les (F,G) tel que F' © G = F} avec

Stab((F, G)) ~ GLg(F}) X GLy,—i(F})

e |GL4(F,)| 9d
Par transitivité, my q = = )
|GLk(Fq) x GLg-(Fg)|  grga—s
d d? d
n
D’ou qd2 = Z Ja NgGa—r d’ou 4 _ k.
k=0 Jk9d—k 9d =0 9k
_ 12
Donc en soustrayant 1’égalité entre d et d — 1, qgid — q;ddi_ll) = % d’ott ng = ¢* — gg—flq(d’l)Q.
d
d(d—1) .
_ v 9d __ ,d—1/.d ) N
Or, comme gg = ¢~ 2 H(q 1), on a =g (¢" — 1) d’ou

=1

2 _ _1)2
ng = (]d o qd 1(qd . 1>q(d 1)
d? d2—2d+1+d—1(qd N 1)

= —dq

2 _
_ (]d . qd(d 1)(qd o 1)
_ qd(d—l)
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Morphismes continus de (S!, x) dans (GL,(R), x)

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racine de I'unité. Applications.
— 149 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments propres. Ap-
plications.
— 155 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
— 156 : Exponentielle de matrices. Applications.
— 157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Les morphismes continus ¢ de (S*, x) vers (GL,(R), xX) sont de la forme

Rtkl
Y et Q B, 1 Q_l
1
i} cosf —sinf
av@cQEGLn(R>,TEN, kl?"'7k7‘EZ €tV¢9€R,R0: sin 6 cosf )’
Preuve :
Analyse :

Soit ¢ : S — GL,(R) un morphisme de groupe continu.

Etape 1 : Montrons qu’il existe A € GL,(R) tel que Vt € R, p(e) = ¢4 (relévement)

Soit ¥ : t — ¢(e™), ¥ est un morphisme de groupe continu de (R, +) dans (GL,(R), X).
Montrons que ¢ est dérivable.
Soit F': x> / Y(t)dt, F € CH(R) car ¢ est continue et F'(0) = I, d’ott 1 F(t) e I,.
0 —
Comme GL,(R) est ouvert, 1 F'(¢) est inversible pour ¢ assez petit. Soit a > 0 tel que 2F(a) € GL,(R)
on a F(a) € GL,(R). En intégrant la relation ¢(x + t) 5 Y(z)Y(t) on a

xr+a

/Oa¢(x ) dt = ¢(x) /Daw) dt don p(z) = F(a)—l/ b(t) di

T
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Donc 9 est dérivable, donc en dérivant (), on a ¢'(x +t) = ¢'(t)y(x) et prenant ¢ = 0, on obtient
v =AY
(0

Vo € R,¢'(z) = ¢'(0)y(z). D’ott en posant A = ¢'(0), on a ©0) =I

dou Vt € R, ¢(t) = 4

par caractérisation de ’exponentielle de matrice.

Etape 2 : Montrons que A est diagonalisable sur C.

Comme ) est 2r—périodique, et = etAT2mA = 4274 qop 24 = |,

Or, Sp(e?™) = {e2™ X € Sp(A)} d’ou VA € Sp(4), e>™ =1 et donc A € iZ.
Soit A = D + N la décomposition de Dunford de A dans M,,(C), comme D et N commutent, on a

In — 6271'A — 627rD€27rN

Or, D est diagonalisable avec les mémes valeurs propres que A donc e?™”

propres {e*™ X\ € Sp(A4)} = {1}.

donc ™ =T, et ™V =1,..

Par I'absurde, si N # 0, alors soit X € KerN?\ KerN (# () car 'indice de nilpotence de N est > 1).
Onae™X =X +2rNX # X donc *™ # I,,. Contradiction. D’ou N = 0.

Ainsi, A = D donc A est diagonalisable sur C.

est diagonalisable de valeurs

Etape 3 : Conclusion

A est diagonalisable dans C et ses valeurs propres sont conjugués et a valeurs dans ¢Z, donc il
existe ki,...,k, € Z* et P € GL,(C) tels que A = Pdiag(iky, —iky, ..., ik,, —ik,,0,...,0)P~! d’ou
pour tout t € R,

et = Pdiag(e™* e7 ™ et 7R 1 1P
¢ 0 i 1\, (i1
Or,ona(o 0] =11 Ry 1 il
Donc il existe @ € GL,(C) tel que
Rtkl
R
tA _ thy -1
€ - Q 1 Q

1

Comme les deux matrices sont réelles et semblables dans M,,(C) alors elles sont semblables dans
M., (R) donc on peut choisir @ € M, (R).

Synthese :

Soit ¢ : e > 1(t), p est bien définie car Ry, ne dépend que de ¢ modulo 27. De plus, c’est un
morphisme car Vk € Z, R4y, = Ry Ry et est continue par continuité de cos et sin. ]
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Nombres premiers de forme p = 22 + 3y?

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 121 : Nombres premiers. Applications.
— 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.
— 126 : Exemples d’équations en arithmétique.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Un nombre premier p se décompose sous la forme p = x* + 3y* avec x,y € 7 si
et seulement si p =3 ou p = 1[3]

Preuve :
(<) Si p = 2% + 3y? alors p est un carré modulo 3.
Or les carrés modulo 3 sont 0 et 1 donc p = 1[3] ou 3|p d’ott p = 3 car p premier.

(=) Si p = 3, alors le couple (0,1) convient.
Supposons maintenant p = 1[3],

Etape 1 : Montrons que X° — 1 est scindé dans F, <= p=3oup=1[3

Comme 0 n’est pas racine de X2 —1, on se ramene a ’équation dans F* cyclique et donc isomorphe
) p

a Z/(p — 1)Z. Cela revient a résoudre 1'équation 3z = 0 dans Z/(p — 1)Z. Or, comme p = 1[3], les
2(p=1)

entiers 0, %, =5 sont trois solutions distinctes et il n’y a pas d’autre (question de degré).

Etape 2 : Montrons que ’on a Z[j]/(p) ~ F,[X]/(X? + X + 1) avec j = _1%“/3

B ev;
pZ[X] (X2+X+1)Z[X] )
Fp [ X] Z[X] Z[5]

¢
PEIXH(X2XGDZIX] pZIX]H(X2+ X +1)Z[X]

(X24+X+1)Fp[X]

Fp[X]/(X? + X +1) Z[j1/(p)
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On construit les différents morphismes du diagramme (dont on note les noyaux respectifs en dessous)

Tous les morphismes sont surjectifs de noyau :

— Ker(ev;) = (X?+ X +1)

— Ker(r) = pz[j]
Calculons Ker(¢),
Soit P € Z[X], on effectue la division euclidienne de P par le polyndéme unitaire X? + X + 1 : il
existe A, B € Z[X] tel que P = (X?+ X + 1)A(X) + B(X).

P e Ker(¢) <= m(evj(P)) =0
> n(B(j)) =0
— plBG)
<= B e pZ[X]

donc Ker(¢) = pZ[X] + (X? + X + 1)Z[X].
De méme,
— Ker(B) = pZ[X]
— Ker(7) = (X? 4+ X + 1)F,[X]
et de méme Ker(¢)) = pZ[X] + (X? + X + 1)Z[X].
Comme 9 et ¢ sont surjectifs,

Fp[X]/(X? + X +1) = Z[X]/Ker(v) = Z[X]/Ker(¢) = Z[5]/ (p)

Etape 3 : Montrons qu’il existe un élément o € Z[j] de norme p

Ainsi, comme p = 1[3], X® — 1 posséde 3 racines sur F, et donc X*+ X + 1 possede deux racines
sur F, d’ott X?+ X +1 n’est pas irréductible sur F, et "anneau F,[X]/(X?+ X +1) n’est pas intégre
donc 'anneau Z[j]/(p) n’est pas intégre et p n’est pas premier dans Z[j].

Comme Z[j] est factoriel, p est irréductible :
Il existe a, B non inversible (donc de norme > 1) dans Z[j] tels que p = af.
Ainsi, p? = N(a)N(8) et comme N(a) € N, N(a) = p.

—1+z‘\/§]

Etape 4 : Montrons qu’en multipliant par un inversible, il existe un élément o € L=

de norme p

Montrons qu’il existe un représentant de o modulo les inversibles de Z[j] se trouvant dans Z[iv/3].
a € Z[j] donc Ja,b € Z/a = a + bj. Comme j = _HT“/E, on a a € Z[i\/3] si et seulement si b est
pair.
Or, si b est impair :

— Si a est impair, on a j(a +bj) =aj —b(1+j) = —b+ (a—b)j € Z[i\/3]

— Si a est pair, j2(a +bj) =b—a(l+j)=b—a—aj € Z[i\/3]
Ainsi, quitte & multiplier par un inversible (de norme 1), on a o € Z[iv/3].
Donc avec ce o = z 4+ iyv/3 et p= N (a) = 2 + 3y* donnant une décomposition de p sous la forme
voulue. U
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Réduction de Jordan par la dualité

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 151 : Dimension d'un espace vectoriel. Rang. Exemples et applications.
— 154 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.
— 157 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
— 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

P
Théoréme. Soit u € L(E) de polynome caractéristique scindé x, = [[(X — M), avec
k=1
ap > 1, )\, € K deuz d deux distincts. Il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u
J1
est de la forme ot
Jp
Ak (0)
vke [Lpl, = |2 € Mo, (K) et e, € {0,1}
(O) 6]670% )\k
Lemme 6. Soit u € L(E) nilpotent d’indice ¢ > 1, il existe p € E*, x € E tel que les espaces
— F = Vect(z,...,u?(x))
— G = H* avec H = Vect(ip,'u(p), ..., ((u)T(p))
sont stables par v et E=F & G.

Preuve du lemme : Comme (‘u)® = !(u*) pour tout k € N, 'endomorphisme ‘u : E* — E* est
nilpotent d’indice ¢, donc il existe ¢ € E* tel que la famille (¢, ‘u(p), ..., ('u)?"'(p)) est libre.
Comme poud™! = 0, il existe z € FE tel que o(u?'(z)) # 0 et ui™'(x) # 0 donc (z,u(z),...,ui " (x))
est libre.

Notons H et F les espaces engendrés et notons G = H*.

F est clairement stable par .

Montrons que G est stable par u :

Soit y € G, montrons que u(y) € H*, or pour k € [0,q — 1], (*u)*(¢)(u(y)) = (‘u)**(¢)(y) = 0 car
y € G.
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Montrons que £ = F & G
On a déja dimG +dimF =n—qg+q¢=n=dimFE.
Montrons & présent que F' NG = {0},

q—1
Soit y = > A" (z) € FNG,u’'(y) € G car G est stable par w.

k=0
Dot 0 = p(u?=(y)) = Ao p(u?(z)) donc Ay = 0.
—_— —
£0
q—1
De méme, en supposant A\g = -+ = A\; = Opouwr 0 < j < ¢g—2,onay = 3, MeuF () et
k=j+1
0= p(ul%(y)) = \jr1 ¢(u?(z)) donc A\j1; =0. Dot E=F @ G. O
£0

Lemme 7. Soit uw € L(FE) nilpotent d’indice ¢ > 1,il existe une base E = By U ---U B, telle
que chaque espace E; = Vect(B;) sont stables par u et la matrice I'endomorphisme induit par
u sur E; est

avec q; = dim(E;)

Preuve du lemme : On procede par récurrence sur n = dim F,
— Pour n =1, on a u =0 et le résultat est acquis.
— Soit n € N*, supposons le résultat acquis pour les espaces vectoriels de dimension strictement

inférieur & n, considérons F et G telle le lemme 1, on a en notant By = (z,u(x),...,u?(z)),
0 (0)
1 .
l\/l[gat(up) = o e M,(K)

(0) 1 (0)
Si g = n, le résultat est acquis. Sinon, on complete cette base par une base Bg une base de
J; 0
0 A,
Comme A,,_, € M,,_,(K) est nilpotente d’indice de nilpotence < ¢, on applique I'hypothese
de récurrence pour obtenir une base idoine.

G, la matrice de u dans la base B = B; U Bg est A = ) car (G est stable par u.

O
Passons a présent au cas trigonalisable,

Preuve du théoréme : Pour k € {1,2,...,p}, notons N, = Ker(u— A\xid)*, on a par théoreme
P
de Cayley-Hamilton, £ = @ Ny.

k=1
Chaque Ny, est un espace stable de dimension oy, et uy, a pour unique valeur propre A, et uy, — Agid
est nilpotente d’indice B < ay.
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Donc d’apres le lemme 2, il existe une base By de N dans laquelle Mat(uy, — Agid) est de la forme

0 (0)
Ek1
(0) Ek,ay 0
Dans la réunion de ces bases, la matrice de u est de la forme indiquée. O
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SO3(RR) et les quaternions

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quo-
tients.
— 108 : Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Applications.
— 160 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
— 161 : Distances dans un espace affine euclidien. Isométries.
— 191 : Exemples d’utilisation de techniques d’algebre en géométrie.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit H = {a +1ib+ jc+ kd, (a,b,c,d) € R*} lalgébre des quaternions sur R. On
identifie H avec R* muni de la topologie euclidienne.
En notant G le sous-groupe de H* formé des quaternions de norme 1. On a la suite exacte :

1 —{£1} - G—SO3(R) =1

Preuve :

Etape 1 : Construisons un morphisme S : G — Os3(R)

Considérons la conjugaison pour q € G :

Sq - H — H
T = qrg ' =qxg

S est une bijection d’inverse S,-1. Considérons alors la représentation :

S : G — GL(R') =~ GL4(R)
q = Sy

Cette application est bien définie car S est un morphisme de groupe et pour tout ¢ € G, S est linéaire.

De plus, en notant ||.|| la norme euclidienne de R*, pour tout q € G,

[1S(@)Il = llgzq™"]]
= llqllll][llq
= ||z|| car g € G

l
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doncona S:G — O(H).

Soit N = {bi+cj+dk, (b, c,d) € R3} I'espace des quaternions purs, on a N = (R.1)* I'orthogonal
de R.1 dans H.
De plus, pour tout ¢ € G,z € R, Sy(z) = = car R est central donc R.1 est stable par S,.
Comme S, € O(H), N est stable par 5.
Notons S, = S, on a S, € O(N) ~ O3(R) et notons

N2

Os(R)

S : G 3
q Sq|N

_>
'_)
le morphisme associé.

Etape 2 : Calculons KerS
Soit ¢ € G,

q€KaS < ¢eGnZN)
<— qeGNR
— ¢ e {£1}

Etape 3 : Montrons que ImS C SO3(R)

Les coefficients de S*q sont polynomiales en les coordonnées de ¢ donc S est continue.
Comme det : O5(R) — {#1} est continue, alors det oS est continue.
De plus, G ~ S? est connexe, on a donc (det 0S)(G) C {1} ou (det 0S)(G) C {—1}.
Or, det(S;) = det(id) = 1 donc on a S(G) C SO3(R).

Etape 4 : Montrons que SO3(R) C Im3

Comme SO3 (]1%) est engendré par les retournements, il suffit de montrer que ceux-ci sont atteints.
Soit p € NN G, S,(p) = ppp = p donc S, fixe p.
De plus, comme p € G, p = —p donc §p2 = §p2 = S_; = id donc §p est une involution : c’est un
retournement d’axe Vect(p).
Comme ceci est vrai pour tout p € GN N ~ S? tous les renversements de SO3(R) sont atteints.

Conclusion

Par théoreme d’isomorphisme, on dispose de la factorisation suivante

G SN SO3(R)

d’ou SO3(R) ~ G/{£1} O

42



Application.
SU,(C)/{£ 1} ~ SO4(R)

Preuve : Comme C C H, une base de H comme C—espace vectoriel est donnée par (1,7) : un
quaternion ¢ = a + ib + jc + dk peut étre écrit comme g = (a + ib) + j(z — ik).
On considere 'action de G sur H par multiplication a gauche :

qx :=T,(z) =qx
donc le morphisme de groupe G — GLy(C) a valeurs dans Uy(C) car ¢ est de norme 1.

Sig=AN+jp€ H onal, = (2 —,u) € Uy(C). Or, 1 = ||ql| = |N* + |u|* = det(T},) donc

A
T, € SU(C).
Donc G ~ SU,(C) (Papplication est alors injective et surjective)
0
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Théoreme chinois : Cas général

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.
— 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Soit m,n € N, on dispose de la décomposition

Z/ppem(m, n)Z <> Z/mZ x Z/nZ — Z/pged(m,n)Z

avec o un morphisme injectif et 1 un morphisme surjectif tel que Im¢p = Ker.

Preuve : Notons pour la suite § = pged(m,n) et p = ppcem(m,n).

Etape 1 : Construction de ¢

Qo L — Z/mLxZL/nL

Posons _
A (Tom, Tn))

, © est un morphisme de groupe de noyau :

Kerp = {z € Z| T, =0 et T, = 0} = {x € Z|m|x et n|z}

Donc Kerg = ppem(m,n)Z.

72— ImZxT/nT

s

Z/ppem(m, n)7Z

™

En passant au quotient, il existe ¢ : Z/uZ — Z/mZ x Z/nZ tel que

¢ est un morphisme de Z/uZ — Z./mZ x Z/nZ
@ est injectif
Imp = Im@
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Etape 2 : Construction de ¢
v o ZL/mLXZ/nl — ZL[OZ

Posons o "7 . Montrons qu’il s’agit d’'un morphisme :
(xmv yn) = X5 — Ys
Comme d|m, mZ C §Z donc par passage au quotient du morphisme de projection Z — Z/67Z par
. 4 — Z1JOZ
mZ., on obtient un morphisme - / _ est bien définie.

Ty Ts
Ainsi, Ts est bien définie. De méme 75 est bien définie. Comme les applications T, — T5 et ¥, — Ts
définissent des morphismes. v est bien définie et définie un morphisme d’anneaux.
Montrons la surjectivité de v,
Soit Ty € Z/67Z, on a (T, 0) = Ty d’ou la surjectivité.

Etape 3 : Montrons que Kery = Imep

Soit (T, T,) € Imy avec x € Z, alors Y(T,,,T,) = Ts — Ty = 0. Donc Imp C Kery.
De plus,

mn
[lm| = |Z/pZ| = ppem(m, n) pacd(m.n)
_|Z/mZ x Z/nZ|
- |Z/6Z|
= |Kery|
d’ou I'égalité entre les ensembles. 0

Application. Soit x,a,b € Z, m,n € N, en posant 6 = pged(m,n),

Le systéme (5) : {x - Z[[n]l] admet une solution si et seulement si @z = bs
r = n

Preuve :
Soit a, b tel que @5 # bs alors si (S) admet une solution x, on a @(z) = (T, T) = (@, by) et

(@, by) € Imp = Keryp d’ott ¥((@pr, by)) = @5 — bs = 0. Absurde.

Supposons & présent que a, b est telle que a@; = by, alors il existe k € Z tel que a = b + kd.
Soit u,v € Z tel que um + vn = 9§, et posons xy = %(avn + bum) € Z.
On a zg = $((b+ kd)vn + bum) = b4 Ly,
D’ou g = b|[n].
De méme x = ;(avn + (a — kd)um) = 2L — fym.
D’ott g = a[m] donc xq est solution.

Soit 2 une autre solution de (.5), alors varphi(x) = varphi(zy) d’ott —xy € Kerg = ppem(m, n)Z.
L’ensemble des solution est {zg + kppcm(m,n),k € Z}. O
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Théoreme de Dirichlet faible

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 102 : Groupes des nombres complexes de module 1. Racines de 'unité. Applications.
— 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.
— 121 : Nombres premiers. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Soit n > 1, un entier fixé. Il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1
modulo n.

Commencons par présenter un lemme qui permet de reformuler le probleme.

Lemme 8. Soit n > 1, s’il existe a € Z, p premier tel que
o p’¢n<a)
— Vd <n,d|n,p f¢a(a)

avec ¢, le n-iéme polynome cyclotomique, alors p = 1[n].

Preuve du lemme : Soit a € Z, p premier vérifiant les hypotheses,
Comme ¢,|X™ — 1, on a ¢,(a)|a™ — 1 d’ou p|la™ — 1 donc 'ordre de @ divise n dans (Z/pZ)*.
Montrons que 'ordre de @ est exactement n.
Soit d un diviseur strict de n, d’apres la décomposition

X' —1=T] ¢

d'|d

On a Gd —1= Hgbd/(a).
&'|d
Pour d € N tel que d'|d, on a d'|n donc par hypothese, p ne divise aucun ¢q(a) pour d'|d donc

¢a(a) # 0. Comme Z/pZ est un corps, c’est un anneau intégre donc [[ ¢ (a) # 0 d'on @ — 1 # 0.
&'|d

Ainsi, l'ordre de @ est n d’ott n|p—1 d’apres le théoréeme de Lagrange donc p est de la forme p = An+1

avec \ € Z. O

Passons a la preuve du théoreme.

Preuve du théoreme : Supposons qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congrus a
1 modulo n noté {p,...,p,}
Il faut trouver un entier p premier différent de py, ..., p, congruent a 1 modulo n.
Nous allons utiliser le lemme avec N = np; ...p, car si p = 1[N] alors p ¢ {p1,...,p,} et p = 1[n].
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Soit B= ][ ¢, il suffit de trouver a € Z, p premier tel que p|¢q4(a) et p [B(a).

d|N,d<N
B est premier avec ¢y dans C[X]| car n’ont pas de racine complexe en commun donc ne sont pas
premiers entre eux dans Q[X| par invariance du pged par extension de corps ('algorithme d’Euclide
est le méme dans C[X] et Q[X]).
D’apres le théoreme de Bézout,

(U,V) € QIX]>/Udy + VB =1

Soit @ un multiple du ppcm des dénominateurs des coefficients de U,V que I'on peut supposer tel
que ¢n(a) # 0 et py(a) =+ 1 (possible car il y a une infinité de choix pour a).

U =aU € Z[X]
En posant < -
V =aV

La relation de Bézout peut s’écrire a = Udy + VB d’ott a = U(a)on(a) + V(a)B(a).

Soit p un nombre premier divisant ¢y (a) alors pla? — 1 car ¢ divise XV — 1 dans Z[X] donc dans
Z./pZ, @™ = 1 donc @ est inversible et donc a est premier avec p.

Si p divisait B(a), alors p diviserait a ce qui est exclu.

Ainsi, d’apres le lemme p = 1[N] et on a donc construit un nombre premier p tel que p ¢ {p1,...,p,}
et p = 1[n| d’ou la contradiction. O
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Théoreme de Springer

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 125 : Extension de corps. Exemples et applications.
— 141 : Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
— 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie.
Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit K un corps et L une extension de degré m impair sur K. Soit ¢ une forme
quadratique sur K™ et on note aussi g son prolongement naturel sur IL™. St q posséde un vecteur
isotrope sur L™ alors q possede un vecteur isotrope dans K.

Preuve : On procede par récurrence sur m.
Pour m = 1, le résultat et clair.

On fixe m > 1 impair et on suppose la propriété vraie jusqu’au rang m — 2.
Soit IL une extension de K, ¢ une forme quadratique sur K" et v € L™ un vecteur isotrope.

Si L est une tour d’extension L = Klay,...,ax] avec chaque étage de degré impair, il suffit de
considérer un étage intermédiaire (extension de degré < m) et appliquer deux fois I'hypothese de
récurrence.

Supposons alors que L est une extension monogene . = K[a|, Soit 1 € K[X] le polynéme minimal
de a, soit v = (vy,...,v,) € L™ isotrope non nul.

On a pour tout i € [1,n],v; € K[a] = K+ aK + - -+ +a™ 'K donc v; = g;() avec g; € K,,,_1[X].
Donc ¢q(g1(@), ..., gn(@)) = 0 dans K[a] ~ K[X]/(x) donc ¢(g1, ..., gn) = ph avec h € K[X].

Etape 1 : Montrons que ’on peut supposer les ¢; sont premiers entre eux

Supposons que ce n’est pas le cas, soit § = pged(gi,...,gn), On a (52q(%1, %) = ph car g
homogene de degré 2 donc §2|uh
Or p f§ car sinon on aurait (¢i(«),...,gn(a)) =0 donc v = 0. Absurde car v est supposé non nul.
Ainsi, comme g est irréductible, par théoréeme de Gauss on a §2|h.
Ainsi, q(%,..., %) = H(;% et les % sont premiers entre eux. Par conséquent, quitte a diviser les g;
par 0, on peut supposer les g; premiers entre eux.
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Etape 2 : Raisonnons sur le degré de h
Supposons h =0

Soit € K, il existe i € [1,n],gi(x) # 0 car sinon X — z|g; pour tout j et les polyndémes ne
seraient pas premiers entre eux.
Le vecteur (g1(x),...,ga(x)) € K" et q(g1(x), ..., gn(z)) = 0.

Supposons h # 0

Comme ¢(g1,...,9,) = ph et que ¢ est un polyndéme homogene de degré 2, q(g1,...,g,) est de
degré pair, comme deg(g;) < m pour tout i € [1,n], deg(q(g1,-..,gn)) < 2m.
Donc deg(uh) < 2m et par conséquent deg h est impair et < m.
Ainsi, comme deg(h) est impair et que K[X] est factoriel, h admet une décomposition en produit
d’irréductible et h admet un facteur hy de degré impair.
Posons Ly = K[X]/(ho) ~ K[f] avec = X.
Comme deg(hg) < deg(h) < m, [Lo : K] < [L : K] et comme [ annule hg, on a ¢(g1(5), ..., gn.(3)) = 0.
I1 reste alors a montrer que (g1(8), ..., g,(3)) est non nul.
On a Vi€ [1,n],9:;(8) =0 = hglg; (polynéme minimal divise le polynéme annulateur).
Or, les g; sont premiers entre eux. Contradiction.

Etape 3 : Conclusion

Le vecteur (g1(5),...,gn(8)) est donc un nouveau vecteur isotrope dans une extension de degré
strictement inférieur & m impaire (de degré deg(hy)).
On applique 'hypothese de récurrence pour obtenir un vecteur isotrope dans K”. 0
Remarques

Remarque 2. Si I'extension est de degré pair, le resultat n’est plus vrai : 22 + 42 est anisotrope sur R
mais pas sur C en prenant le vecteur (1,1).

Remarque 3. Sur un corps fini, en dimension > 3 et caractéristique # 2, toutes les formes quadratiques

n n
sont isotropes car si ¢(z) = > a7, ona ¢(z) =0 <= a2? +ard = - a;x}.
i=1 i=3
Dot avec 73 # 0,24 = 0,...,2, =0, on a a;7% + a,r3 = —az et cette équation admet une solution.

En dimension 1, s’il existe un vecteur isotrope, alors ¢ = 0
En dimension 2, on a deux classes d’équivalences :
— q((x,y)) = 2% + y?, q est isotrope si et seulement si —1 est un carré.
— q((z,y)) = 2% + ay® avec « non carré et la forme quadratique est isotrope si et seulement si
—a est un carré.
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Calcul de l'intégrale de Dirichlet

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 235 : Problemes d’interversion en analyse
— 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables
— 239 : Fonction définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme.

Preuve :

Etape 1 : Justifions la convergence de cette intégrale

On a % py 1 et pour X > 1, on a en intégrant par parties,
%

t t 12

/X sin(t) |, _ [_ COS(t)r ~ / Y eoslt) o,

cos(t)

et t — 2

est intégrable sur [1,+oo[ car

csl) — O (L) donc l'intégrale entre 1 et X admet

t? t—+o00 t?
+oo sin(¢ oo cos(t
une limite finie lorsque X — 400 d’ou 'intégrale / ®) dt = cos(1) — / t2( ) dt est bien

o 1 t 1
définie.

Etape 2 : Etudions la transformée de Laplace de sinc

) ‘oo sin(t) ) )
Introduisons F : x +— / e~ ""——=dt la transformée de Laplace de sinc,
0 —xtsin(t)
¢

F est bien définie sur R™ car pour 2 > 0, on a e~=52t) — (t%) donct—e

: 0 est intégrable

pour x > 0.

F(z) est définie pour x > 0 et est définie pour x = 0 d’apres précédemment.

Montrons que F est de classe C! sur R,

Soit f: (z,t) € RT x R™* — e*zt%7 [ est de classe C* sur (R™)? avec 0, f(x,t) = —e *sin(t).
Soit a > 0, pour tout x > a et t > 0, |0.f(x,t)] = e *|sin(t)] < e et t — e~ est intégrable sur
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R™, donc par théoréme de dérivation sous le signe somme, F' est de classe C' sur ]a, +oc[ donc sur
R*™ avec pour tout x > 0,

/ _ too —zt _ +oo —(z—1i)t
F'(x)=— e "sin(t)dt = —Im e dt
0 0

1 1
i—x 1+ 22

Donc il existe ¢ € R tel que Vo > 0, F'(x) = ¢ — arctan(z). Or, comme

+o00 1
IF(2)] < / et =~ — 0
0

€r T—+o0o
On a donc ¢ = 7 et Vo > 0, F(x) = § — arctan(z).
Pour montrer que F'(0) = 0, il faut étudier la continuité de F' en 0.
Etape 3 : Montrons la continuité de F en 0

Remarque 4. 11 n’est pas possible d’utiliser le théoreme de continuité sous le signe somme en 1’état
car ¢ — S0 1 egt pas intégrable sur R
: )

1 in(t
Fi(x) :/ extsmt()dt
0
+o0 in(t
Fi(x) :/ emtsmt() dt
1

La fonction Fy est de classe C* sur R car on dispose de la domination |9, f(x,t)| = e *|sin(t)| < 1
et la constante 1 est intégrable sur |0, 1].

Posons de sorte que F' = Fi + F5.

+00 g~ (z—1i)t

Montrons la continuité de F5 = ImG avec G : © — / ; dt.
1
Pour X > 1,
X —(z—i)t 1 e—(@-it]X 1 X —(z—i)t
/ ‘ dt = |—¢ T / ‘ dt
1 t i—x t . i—xh 12
Comme 6_(:2_i)t < t%, la fonction t — e_(;_i)t est intégrable et
el 1 +o0 e—(x—i)t
Gla)= "+ - / ¢
(z) r—1 1—x)1 12
Or, (z,t) — ef(:;)t est continue sur RT x [1, +o0] et on dispose de la domination 67(:;‘” < % donc
G est continue sur R™ donc F, et I le sont.
+oo gin(t)
On a donc F(O):/ ; dt O
0
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Descente de gradient

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.
— 223 : Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence uni1 = f(uy).
Exemples. Applications.
— 229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
— 253 : Utilisation de la notion de convexité en analyse.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit G : R — R de classe C? et a > 0 tels que pour tout x,y € R,
Q
Gly) = G(x) 2 (VG(@),y — ) + Sy — 2|

G admet une borne inférieure sur R™ et la suite () définie par :

Xo € R”™
Vk € N’karl =T+ )\kVG(QZk)

ot \i, est tel que xy + \,VG(xy) est un minimum de G sur la droite xy + RVG(zy).
La suite (xy) converge vers cette borne inférieure.

Preuve :

Etape 1 : Montrons ’existence de inf G

Pour x =0, et y € R™, 'hypothese donne
Q o
Gly) = G(0) + (VG(0),y) + S lyll* = SIlll” + O(llyll)

donc lim G(y) = +o0 et G est coercive.
llyll=+o0

Rappelons les arguments justifiant qu'une fonction coercive sur R" admet un minimum global :

Il existe A > 0 tel que pour ||z|| > A, G(x) > G(0). Comme R" est de dimension finie, la boule de
centre 0 et de rayon A est un compact sur lequel G est continue donc borné et atteint son minimum
en un point a.
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Pour tout ||z|| > A, on a G(x) > G(0) > G(a) donc G admet un minimum global sur R” en a.
Ce point est nécessairement un point critique donc VG(a) = 0. Ainsi, pour y # a, on a

Gly) = Gla) + Slly - all” > Gla)

donc G admet son minimum uniquement en a.

Ce minimum est caractérisé par la condition VG(a) = 0. En effet, soit € R" tel que VG(z) = 0,
alors G(a) — G(z) > §|la — z||* ot G(z) < G(a) — §||la — z||* donc comme le minimum de G est
atteint en un unique point a, on a ||la — z||* = 0 d’ou = = a.

Etape 2 : Montrons que Vz € R, t — G(z + tVG(z)) atteint son minimum en un unique
point
Soit ¢, : t — G(x + tVG(2)), ¢, est C! et par composition des limites, ¢, (1) P +00o donc

¢, posseéde un minimum en un point 7 vérifiant ¢’ (1) = 0.
Or,
ol (1) =dG(x + 7VG(2)).VG(z) = (VG(xz + TVG(2)), VG (2))

donc VG(z + 7VG(x)) L VG(x) car ¢, (1) = 0.
Montrons 'unicité, soit t € R™, si t # 7, on a

pu(t) = Gz +tVG (@) > Gla + TVG (@) + (VG(z + tVG (@), (r — H)VG(z)) + %\T — 2| VG()]]?

> @4(7)

donc ¢, atteint son minimum en un unique point.

Etape 3 : Montrons la convergence de (z;)

On a Vk € N, VG(zy) L VG(x41).
Si 'un des xp = a, alors la suite est stationnaire et est égale a a donc le résultat est acquis.
Sinon, la suite (G(xx)) est décroissante par construction et minorée par G(a) donc elle converge vers
un réel | donc en particulier G(z) — G(241) PR 0. De plus,

e}
G(zr) — G(@rs1) > (VG (Ths1), Tp — Tpy1) + §||l’k — Tppa|]?
8}
= M(VG(2p41), VG (1)) + §|ka — Tpp1|]?
(074
= §||l’k — Tjp1)?

donc (z — xx41) converge également vers 0 par théoréme d’encadrement.

Comme il existe A > 0 tel que si ||z|| > A, G(z) > G(xy), par décroissance de (G(zy)), on a
nécessairement pour tout k € N, x, € B(0, A).
Ainsi, comme (xj) est une suite définie sur un espace de dimension finie, d’apres le théoreme de
Bolzano-Weierstrass, (xy) possede une valeur d’adhérence : il existe ¢ : N — N strictement croissante
et € R™ tel que lim xy4k) = @ et par continuité de VG, on a VG(xyx)) —— VG(x).

k—+o00 k—4o0

Or, (zgr)+1) converge vers x car |[Tom)11 — T || < %(G(%(k)ﬂ) — G(xgm)))-
D’ou

0 = (Glagryr), Glaom)) —— VG|

d’ou VG(z) =0 et z = a.
Donc la suite (z;) admet une unique valeur d’adhérence, donc la suite (xy) converge vers a. O
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Equation de Bessel

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 220 : Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de solutions en
dimension 1 et 2.

— 221 : Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples
et applications.

— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

— 243 : Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

— 265 : Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

00 —1)
Théoreme. La fonction Jo : x — Z (4n ?2 2" est bien définie sur R et est lunique solution
= 4™n!

de ’équation différentielle
(B):ay" +y +2y=0

développable en série entiere vérifiant Jy(0) = 1

Preuve : Procédons par analyse-synthese :

Analyse :
Soit f une solution développable en série entiére au voisinage de 0, Il existe une suite (a,)nen et
+oo
R > 0 tel que pour tout z €] — R, R[, f(z) = ) _ a,z". On a

n=0

“+o00 “+00
xf(x) = Z a,x" "t = Z Qp1 2"
n=0 n=1

+00 +oo
zf"(z) =Y n(n—1a2"" =Y nn+1)a12"
n=0 n=1
—+00 +oo
D'ou (F) «— Z(n +1)2a, 10" + Z ap_12" = 0.
n=0 n=1

Par unicité du développement en série entiere, on a

a; = 0
Vn e N* (n+ 1)2a,41 = —ap_y
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(e (1)
(2n)?(2n —2)%2...22  4npl?

d’ou Vn € N, as,11 =0 et as, = ap. Donc

D

4”71‘2

Vz €] — R, R], OZ

Synthese :
La série ainsi obtenue a un rayon de convergence infini . En effet, d’apres le critere de d’Alembert,

(_1>n+14nn!2 o ]32

Ve €R _ . 0
TEN a0 | T A+ 1)E ot

donc f définit une fonction développable en série entiere dont les coefficients vérifient la récurrence
létablie : f est donc solution de I’équation différentielle.
Comme f(0) = ay, il existe une unique solution développable en série entiere et vérifiant f(0) = 1
400 (_1>n
/ . _ 2n
définie par f(z) =) TE

n=0

O

Lemme 9. Soit Jy la solution développable en série entiére tel que Jo(0) = 1 et f une solution
de Uéquation sur un intervalle |0,a[, (f,Jo) est libre si et seulement si f n'est pas borné au
voisinage de 0.

Preuve du lemme : Si (f, Jy) est liée, comme Jy est bornée au voisinage de 0, f est bornée au
voisinage de 0.

Supposons (f,Jy) libre, sur ]0,a[, 'ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel de

dimension 2 dont (f, Jy) est une base. Considérons le Wronskien W = f.Jj— Jo f* de la famille (f, .Jp).
On a Vz €]0,a[, W (z) = =W (z) donc

3C € R,Vx €]0,af, W(z) = Ce™ 0@ =

8]Q

Comme (f, Jy) est libre, on a C' # 0, donc Va €]0,al, f(z )Jé(x) — Jo(z)f'(z) =€
Jo(x) —

Si f est borné au voisinage de 0, comme e ) =0 On a f'(z) ~ s donc pour b €]0,al,
z—
comme r — —= garde un signe constant sur |0, b et n est pas intégrable sur ]0,b[, par intégration

des relations de comparaison

:A%ﬁmﬁwcéw?z—am@—m@)

d’ou f(x) ~ —C'In(z) d’on ilg(l) f(z) = +oo ce qui contredit ’hypothese f borné. D’ou I’équivalence,
U

Application.
Ve e R 1 /7T cos(zsinf)df = io (D" an
"7 Jo 4nn)!

n=0
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Preuve : La fonction (z,6) — Lcos(zsin(f)) est de classe C* donc en posant g : z

L= . L .
— / cos(x sin 0)d#, par dérivation sous le signe somme :
m Jo

1 s
Ve e R, ¢'(x) = —;/ sin(z sin 6) sin 6d6
0

1 ™
g"(z) = ——/ cos(z sin 0) sin? 6df
7 Jo

donc
1

zg" () + ¢ (z) + zg(x) = - /OW[(J: cos(x sin 6) cos? #) — sin(x sin ) sin §]d6

1
= [sin(x sin @) cos 0]

Donc g est solution de (E) et est bornée sur R donc (Jo, g) est liée sur |0, +o00[, comme Jy(0) = ¢(0),
il y a égalité sur R et sur R par parité. 0
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Equivalent d’une suite définie par récurrence

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.
— 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.
— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u,,1 = f(uy).
Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.
— 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou de sommes partielles
des séries numériques. Exemples.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit ¢ > 0 et f:[0,c] — [0,c|] une fonction continue, admettant en 0 un dévelop-
pement asymptotique de la forme f(x) = x — ax® 4+ o(z®) ot a >0 et a > 1.
Pour ug assez petit, la suite (u,) définit par u,.1 = f(u,) pour tout n € N converge vers 0 et
on a

1

up ~ (na(a —1))7=

Preuve :

Etape 1 : Montrons la convergence de (u,)

Par continuité de f, on a f(0) = 0 et avec le développement asymptotique, il existe n > 0 tel
que pour tout x €]0,7], f(x) < x. Si uy €]0, 7], la suite (u,) est décroissante et positive donc par
théoreme de convergence monotone, la suite (u,) converge vers 'unique point fixe sur [0, ¢] donc
converge vers 0.

Etape 2 : Montrons 1’équivalence de (u,,)

Déterminons 3 tel que (u?,, — uf) ait une limite non nulle. Comme o > 1, on a

_ B a—1 a—1 o a+8-1
= 2"[-afz .9, ) o ~T

En prenant 3 =1—a, on a f(z)° — 2° — ala—1).
x—

En particulier, comme la suite (u,) converge vers 0, on a u,;§ — ul=® — ala —1).
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Par théoreme de Cesaro, on a ul™® ~ ul™@ —ul=* ~ na(a—1). Dou
) n n n
n—-+oo n—-+oo

_1
Un ™~ (na(a — 1))

U

Application. Soit (u,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N,u, 1 = In(1 + u,). On
a
2 21 1
Up = — + a(n) + o n(n)
n 3n? n—+oo \  n2

Preuve : Comme In(1+z) =z — % + 00($2) donc en appliquant le théoreme précédent avec
T—r

Pour aller plus loin, poussons le développement asymptotique :

1 1 -1
Uyt —uy = (un — 5“3‘ + gui + n_&@(ui)) — )t

=, ((1 - 1un + 1u2 + o (u2) - 1)>

2 3 n n—4o0o
1 1 1
= (2“” — gttt nﬁmwi))
e o )=ttt o (u)
Donc en posant z,, = u;}rl — u;l — %, on a x, _:r —% n _}r\jr —Gin,

1
Z 6 diverge

Comme , on a par sommation des relations de comparaison,
(6%) est de signe constant
" 1K1 1
2 Do T 2 e T
D’ou . )
B n— n n—
unl—ull—ZukJrl T —+Za¢k—5—71n(n)+n_>0+oo(ln(n))
k=1 k=0
D’ou

(1 6ln;n) _— (hlfln)))l
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Formule sommatoire de Poisson et formule de Shannon

Geoftrey Deperle

Lecons associées :
— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.
— 250 : Transformation de Fourier. Applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Soit f € S(R) alors pour tout réel t, on a

S F(t+ 2kn) = ;ﬁ Y Fn)e

keZ nez

Preuve :

Etape 1 : Montrons la convergence de ¢ : z — > f(x + 2km) et de sa dérivée sur tout

keZ
compact

Soit K un compact de R inclus dans un intervalle de la forme [—«, o], a > 0.
Comme z?f(x) —=0 il existe a > 0 tel que |z f(z)| < 1 pour |z| > a, pour |z| < a et k € Z, on
a |z + 2kw| > [2kw| — |x| > 2|k|7T — a dou |z + 2kw| > a si k| > %2
1

2
Pour [k| > <3¢, f(z + 2km) < (w+21k7r)2 < @)

Comme » | T —a) est convergente, la série Y f(- 4 2k7) converge uniformément sur [—a, a].
T—a«

De plus, f’ vérifie la méme hypothese que f d’ou Y f'(- + 2km) converge uniformément sur tout
intervalle [—a, a].

Par théoreme de dérivation des série de fonctions, ¢ : x + Yz f(x + 2k7) est de classe C! sur
[—1%,&}
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Etape 2 : Développons ¢ en série de Fourier

Comme ¢ est 2r—périodique, notons ¢, (¢) ses coefficients de Fourier, on a pour tout n € N;

1

21 .
%/ p(r)e™"™* dx

- Z / (z + 2km)e” ™ dx  par convergence uniforme

Cn(‘P) =

nEZ
1 2(k+1)m Cine
= o Z /2k fx)e
nez 4
1 , , 1
= %/ f(z)e™™*  Tintégrale a un sens car |f(z)e™ " | = |f(x)| = o(ﬁ) au voisinage de 00

Comme ¢ est C' est 2r—périodique, le théoréme de convergence normale de Dirichlet assure que
pour tout réel x,

oa) = T enle)e™ = T (o [ S0 ) = 3 e

neL nez nez

Théoréme. Supposons que le support de f est inclus dans [—F, F] avec F € R**,
S0 < F <, alors pour tout t € R,

sm —t)m)

=2 flr t)7r

ne”L

Preuve : En appliquant la formule sommatoire de Poisson & f € S(R) (car f € S(R)), on a

VEER, S F(E+ 2kn) = —Zf )ens

keZ nGZ

Or, par formule d’inversion de Fourier, f(n) = 2rf(—n). Dol

VEER, S F(E+2km) = f(—n)e™

kEZ nez

Comme 2F < 2, on a pour tout k& non nul, f(2k:7r + .) est nul en dehors de [—m, 7| donc :

f_]]'[ﬂ’ﬂ]szkTr—i_ —,7] Zf e

keZ ne’l

Et en ré-appliquant la formule d’inversion de Fourier, on a

=5 ( (&) X F(- mf) 'St

nez
1 /W<_Z f 26(t+n)> de¢
=g [ 3 slmescmag
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Or, la série m)e’t=™) converge absolument donc uniformément sur [—, 7| car
) )
meZ

vm € Z, || f(m)e" ™ || = | f(m)] et 7 |f(m)]| converge

D’ou

F) =3 flm) x5 [ eomag
" 1 [ eiét—=m) 7

S g )

1 sin(w(t —m))

- Z Fm) x 2 it

meZ - m)
B . sin((n — t)m)
B % J(n) (n—1t)m

Application (Equation fonctionnelle de ©). Soit © la fonction de Jacobi définit par

© : ]0,400][ — R

T — Z 6—7rn2x

nez

Ve >0,0(z) = \/15@ <i_>

Preuve : En appliquant la formule sommatoire de Poisson & f : t — e~ € S (R) de transformée
-~ T 2
de Fourier f: ¢+ ,/—e 4. On a:
!

_ 2 1 T 2
Z e a(t+2km)? _ 27 Z e
kez Trez ¥ @
Donc en évaluant en 0,
2,2 1 T _ k2
s owra - Ly [Tt
kEZ 2m eV @
Avec x = 2am, on a
S oy e
kEZ =/
D’ou le résultat. [l
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Indécomposabilité de la loi de Poisson

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 243 : Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
— 245 : Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications.
— 261 : Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
— 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.
— 266 : Illustration de la notion d’indépendance.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi de poisson de paramétre X\ > 0 et
soient X et'Y deuz variables indépendantes a valeurs dans N telles que Z = X +Y alors X
et Y suivent des loi de Poisson.

Preuve : Soit Gz, (resp. Gx, Gy) la série génératrice de Z (resp. X, Y). On a par indépendance
de X et Y, la décomposition V|z| < 1, Gz(2) = Gx(2)Gy(z).
On a pour tout s € C,

+oo
Gz(s) =>_ P(Z =n)s"
n=0
400 P +oo

n! = nl
Nous allons identifions la loi de X et Y en identifiant les fonctions génératrices Gx et Gy.

Etape 1 : Montrons qu’il existe F,G des fonctions entiéres tel que Gy = e et Gy = €°.

Gx et Gy se développement en série entiere a coefficients positifs.
On a par indépendance de X et Y, ¥n € N,P(X = n)P(Y =0) < P(Z =n) = e 2} avec de plus

P(X = 0)P(Y = 0) = P(Z = 0) # 0, donc P(Y = 0) # 0 donc P(X =n) < N

“PY =0)n!
Donc, par comparaison, Gx (et de méme Gy ) est somme de série entiere de rayon de convergence
infini.

Par le principe du prolongement analytique, I'identité valable pour |z| < 1, se prolonge sur C :

Vz € C,Gx(2)Gy(z) = X7V

Ainsi, Gx et Gy ne s’annulent pas, donc il existe F, G analytique sur C tel que {
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Etape 2 : Identifions F et G.

Si|z| =7 > 1, alors |Gx(z)| < Gx(|z|) = Gx(r) car les coefficients de la série entiere définissant
G x sont positifs.
De plus, P(Y = 0)Gx(r) < Gx(r)Gy(r) = XY,
Donc, |Gx(2)] = |exp(F(2))| < CeX=Y avee C = ;215
—_———
=exp(Re(F(2)))
Donc, Re(F(2)) <InC + A(|z| — 1).

Afin de conclure, nous allons utiliser le lemme suivant.

+o0
Lemme 10. Soit f = u~+iv, f(z) = Y _ a,2" une fonction entiére, alors si A(r) = sup Ref(z),
n=0 |z|=r

on a
1. V> 1,r>0,la,| < 240740
2. 8id>0 et A(r) = O(r?) alors f est une fonction polynomiale de degré < d.

+00
Preuve : Soit r > 0, la série 0 — Z a,r"e™ converge uniformément vers 6 +— f(re?) donc
n=0
L 2m 0\ —ind
a,r" = —/ f(re®)e™7df Ly o
217T 09 o . Donc en effectuant L; 4+ Lo, on a
0 = 2—/ f(re®)e™do L,
T Jo

1 27 0
apr’t = — / u( re®)e=m0d0
0

™

Lo 0\ —inb 12 —ind
- /O(u(re) A(r))e d9+7r/0 A(r)ein0dg

T

1 2m 4
Dot [anr™| = |an|r™ < f/ (A(r) — u(re®))dd.

1 27 .
Or, aor’ —/ f(re®ydd = £(0) donc u(0) = 2—/ u(re®®)df d’ott 'inégalité |a,| < QM.
m Jo
De plus, si A(r) = O(r?), alors en passant a la limite n — +oo dans I'inégalité, on a a,, = 0 pour
n > d donc f est une fonction polynomiale de degré < d. 0

Le lemme s’applique & la fonction F' et d = 1, F est donc de la forme F(z) = az + a.
Or, Gx (1) =1 donc e®e® = 1 donc Gx(z) = e*=71,
400

Comme G’y (z) = e~ on a G (1) = a. Comme Gy (1) = > nP(X =n) > 1, onaa € R

n=0
Donc X ~ P(a).
De méme, Y suit une loi de Poisson de parametre 5 € RT tel que o + 8 = . [l

63



Inégalité de Hoeflding et applications

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
— 262 : Convergences d’'une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et appli-
cations.
— 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.
— 266 : Illustration de la notion d’indépendance en probabilités.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Lemme 11. Soit X une variable réelle, centrée, bornée par 1 presque surement alors

2
Wt € R™, Elexp(tX)] < exp (g)

Preuve : Pour z € [-1,1] et t € R, on a { 2 ~ donc 15%(—t) + 4%t = tx est une

combinaison convexe de —t et t.

Par convexité de exp,
1l—=z 14+=x
exp(—t) + 5

Pour v € R, uX est bornée p.s. donc exp(uX) est bornée p.s. donc intégrable. Donc pour t € R,

exp(t)

Vi € R, exp(tx) <

L (t) = Elexp(tX)

< ;E[(l — X)exp(—t)] + ;E[(l +X) exp(t)]
< ;(exp(—t) +exp(t)) carE[X]|=0
< cosh(t)

Or, comme Vk € N* 28kl =2 x 4 x 6 x - -+ x 2(k — 1) x 2k < (2k)!.
Donc pour tout t € R,

+oo t2k +o00 t2k t2
cosh(t) = <Y —— =exp ()
,;) (2k)! ,; 2k;! 2

d’ou le résultat. O
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Théoréme. Soit (X,,)nen une suite de variable aléatoires réelles indépendantes, centrées, bor-
nées p.s. : Vn € N de, > 0/ X5] < cp.
Soit Sp, = Y -1 X, alors

g2 )
VneNe>0,P(|S,| >¢) <2exp | =
(150 = ¢) p(zz“cz

Preuve : Soit n € N, t € R™™,

Etape 1 : Donnons une majoration de Elexp(tS,,)]

La variable aléatoire % est bornée p.s. par 1 et centrée, donc d’apres le lemme
n

Xn t/2
vt € RY Elexp (t’)] < exp <2>
Cn
Avec t' = te,, on a donc Elexp(tX,,)] < exp (%ci) Ainsi,

Elexp(tS,,) Elexp(tXy)] car les exp(tX,) sont indépendantes

il

Etape 2 : Etablissons I'inégalité avec I'inégalité de Markov

Soit ¢ > 0, la fonction = +— exp(tx) est strictement croissante donc [S, > €] = [exp(tS,) >
exp(te)] d’on

P(S, > ) < P(exp(tS,) > exp(te))

< Elexp(tS,)]
~  exp(te)
t2
< exp (2 Z e — ts)
k=1
Etape 3 : Optimisons ’inégalité
En posant a = >_}_, ¢}, la fonction ¢ — %t* — et atteint son minimum en ’2—22 pour t = £ > (. Par

croissance de I’exponentielle, on a donc

2
P(Sn > 8) S exXp (2272012>
=1

Conclusion

Ona [|S,]| >¢e] =[S, >e]U[-S, >¢],on a

g2 )
VneNe>0,P(|S, >¢) <2exp | =7
15,0 > 2) (QZ“Cz
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Intéressons nous a trois applications.

Application ((261, 264)). Soit (X;)icp,n) des variables aléatoires iid de loi X, ~ B(p) avec
p €]0,1] et « €]0,1[, alors un intervalle de confiance par excés de niveau 1 — v de paramétre

p est
1 2 2\ 1 2 2
Lo, 2 (®) L5+ i ()]
n n al’'n n !
Preuve : On applique l'inégalité de Hoeffding a (X,, — p) qui est borné par 1

1 2.2
}P’<‘Sn—p‘>5>:IP’< >n5)§2exp<—n€>
n = 2n

> Xi—p
k=1

I o=

2 2 /
Soit ¢’ = 4/—1In () tel que a = 2exp(—”§—2) d’ou
n \«a

1 1
P(’Sn—p’<€’):1—]P’(‘Sn—p‘>€> >1—a
n n

d’ou le résultat. O

Application ((261, 266)). Soit I = [0,1]? muni de la mesure de Lebesgue, soit f une fonction
intégrable et bornée sur I.
Soit (Y,,) une suite de variable aléatoire iid de loi uniforme sur I. On a

. ne?
W,P(‘nkz::lf(yk)—/lf >5) < Aoy <_8||f\|§o>

Preuve : Posons pour n € N, X, = f(Y,,) — / f.

I

On a E[X,,] = 0 d’apres la formule de transfert et | X,,| < 2||f||e donc d’apres I'inégalité de Hoeffding
avec ¢, = 2| f]]oo-

Pour tout € > 0,

n

> Xk

>e) =p ([ x| > oc)

<9 < n252 )
Sz2€XP |\ = o
2 5= 4115

<9 ne?
ex
= 2P

P(';if(%)—/ff

k=1

O

Application ((262)). Soit o > 0, s'il existe 3 > 0 tel que pour tout n € N*,> ¢ < n** 77,

k=1
alors s
n n—-+oo
L g
n< p-s.
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Preuve : Soit ¢ > 0, par inégalité de Hoeffding, on a

2a€2

n

QZci

k=1

P(|S,| > n%) < 2exp | —

n
Or comme Y 2 <n® " ona
k=1

P(|S,| > n%) < 2exp(—en?)

Or, comme Y _ exp(—en”) converge, la série de terme général P(|S,| > n®e) converge. Donc d’apres
le lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup,[|S,| > n%]) = 0.

Or, comme QT est dénombrable, on a P | | limsup||S,| > nae]) = 0.
seQt* "
Donc en passant au complémentaire, on a

P ( (N lim inf[]S,[ > no‘a}) =1

seQt=

Donc la suite (%) converge presque stirement vers 0. 0]
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Méthode de Newton pour les polynémes

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

— 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation u, 11 = f(u,). Exemples. Applica-
tions a la résolution approchée d’équations.

— 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applica-
tions.

— 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles
des séries numériques. Exemples.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

‘s
Théoréeme. Soit & < & < --- < &, des réels, m; des entiers non nuls et P = H(X — &)™,

i=1
Considérons

To > fr
VneN 2,1 =x, — 715((2’;))

La suite (x,) est strictement décroissante et converge vers &,.

— Sim, =1 alors Ve > 0, |z, — & | = THQFOO(C") (convergence surlinéaire)

— Sim, > 1 alors 3¢ # 0, |z, — & | L€ <1 — ) (convergence linéaire)
n o mr

/ T

/ m;
. est la dérivée logarithmique de P, on a donc — = :

O
P P i=1 xn_gi na

Preuve : La fonction

r

-1

m; .

donc Vn € N, z,,41 =z, — (Z - ’5 ) donc si x,, > &, alors x,11 < T,.
i=1"n " St

Etape 1 : Montrons la convergence de la suite (z,,)

D’apres la remarque préliminaire, (x,) est décroissante. Montrons qu’elle est minorée par &,.
On a déja xg > &,.
Supposons que pour un n € N, x,, > &, montrons que x, 11 > &,.

Soit f:x—x — 15((?)’ f se prolonge par continuité sur [, +oo[ en posant f(§,) = &, .

On a Vr €]¢,, +ool, f'(z) %};’)’2@)7 D’apres le théoréme de Rolle (ou de Gauss-Lucas), les zéros de

P’ sont dans [£1, &,], de méme pour P” donc P, P' et P” sont strictement positives sur |¢,, +oo[ donc
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f" > 0et f est croissante sur cet intervalle.
Comme z,, > &, on a par croissance, & = (&) < f(zn) = Tpy1.
Ainsi, par récurrence, on a Vn € N, z,, > &,.

() est décroissante, minorée par &, donc converge vers un réel ot -

b
7 8 annule donc vers &,.

Etape 2 : Déterminons la vitesse de convergence

Pl($) T
On a donc en dérivant, on a
Pa) 7§
P"(x)P(z) — P'(x)? L m;
P(x)? i=1 (x —&)?

Donc

fl(x) = W =1- (Z mTfig)_Q (Z (zvilé‘)?)

=1 =1

~ (w—¢&r)2
IA)ET TTLT

~ my
z—E&p (z— 57“)2

Donc hmf( y=1--"1.

z—Er mr
Deux cas de figure se présentent alors,
Supposons m, =1

On a f/(&.) = 0, d’apres 'égalité des accroissements finis,

Elyn €]£T,$n[/l'n+1 - fr = f(xn) - f(£r> = (zn - £r>f/(yn)

Soit ¢ > 0, comme z,, — &, il existe ng € N tel que Yn > ng, | f'(y,)] < c.
n o

Pour n > ng, |z, — & | < c|xn &-| d’ou par récurrence, et donc par récurrence, pour n > ng,
|J7n - £r| S Cn7n0|xno §T| - (Cn)

n—>+oo

En prenant ¢ < ¢, ona x, — &, = (¢™) pour tout ¢ > 0.
n—>+oo

Supposons m, > 1

On a alors f/'(§,) =1 — m% et de méme,

Fyn €&, Tl [ Tn1 — & = f(2n) = f(&) = (20 — &) f (Un)

Donc (In(zp41 — &) — In(x, — &) converge vers In f/(¢,) # 0 donc par sommation des relations de
comparaison dans le cas divergent (ou théoreme de Césaro), on a

ln(xn - 57“) n—:\—&J-oo nln f/(gr)

Précisons le développement asymptotique en montrant que la suite (In(x,, —&,)—nlIn f/(¢,.)) converge.
Par Taylor-Lagrange, il existe z, €|, z,[ tel que

f"(zn)

2 (:En - §T)2

Tpy1 — 57’ - f/(&’)(xn - gr) +
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y . Tn41 — gr I o
R TR I
Comme In(x,, — &) ~ nln f'(&,.),

Il existe une suite (o) tel que oy, — 1 et tel que In(z,, — &) = na, In f/(&,) donc
n (o.¢]

|xn - §r| = eanf/(gr)n

donc en choisissant ¢ dans l'intervalle | f/(£,.),1[ on a |z, — &, | = —>O+ (") d’on
In(zp1 — &) —In(z, — &) —In f'(§) =In(l +¢,) = nﬁqm(cn)

et la série > ¢" converge donc par sommation des relations de comparaison, (In(z, —&) —nln f'(§,))
converge vers un réel \ et

Ty — &~ eAf/(&)n
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Optimisation dans un Hilbert

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 213 : Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
— 219 : Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
— 229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
— 253 : Utilisation de la notion de convexité.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit H un espace Hilbert et J : H — R convezxe, continue et coercive (ie telle que

J(z) ——— 400). Il existe o tel que J(a) = inf J(x).
||| =00 1

Preuve : L’idée de la preuve est de montrer et exploiter la compacité faible de la boule unité
dans un Hilbert.

Soit (zx) une suite de H telle que J(xy) — inf J(x).
k—+oco xzcH

Etape 1 : Montrons que la suite (z;) est bornée.

Par l'absurde, si (x) est non bornée, il existe ¢ : N — N strictement croissante tel que
||| o oo Par coercivité, on a J(z,u)) o oo ce qui contredit la définition de
— 400 —+00

(x) d’ou il existe C' > 0, tel que pour tout k € N, ||xy|| < C.

Etape 2 : Montrons que I’on peut extraire de (rr) une sous-suite faiblement convergente.

La suite ({xq,xr))ren est une suite réelle et bornée par inégalité de Cauchy-Schwarz, donc par
théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe ¢y : N — N strictement croissante telle que la suite
({0, Tyo(k))) converge.

Par récurrence, pour ¢ € N, supposons avoir construit ¢y, ..., ¢; : N — N strictement croissante
tel que Vp € [0, 4], ((Zp, Tpgo-op,(k))) cONVerge.
La suite ({Zi1, Tpgo-0p,(k))) €st bornée d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz donc il existe ;1 :
N — N strictement croissante telle que ((i41, Zpgo-ops1(k)))-
v N — N
k- — wgo---op(k
On a pour tout p € N, ((x,, Yx) )ken converge.

On pose ) (procédé d’extraction diagonale) et yi = Tyk).-

Considérons F' = Vect(z,,p € N),
On a pour tout 0 € F, ((0,yx)) converge.
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Comme H est un espace de Hilbert, par théoréme du supplémentaire orthogonal on a H = F @ F*.
Montrons alors que pour tout u € H, ((u,yx)) converge.

Soit u € H, &€ > 0, décomposons u comme u = v +w avec v € F et w € F*. 1l existe © € F tel que
lv— o] <e.

On a pour tout k,l € N,

|(ws e — y)| = 10, ye — )|
(v =0, 96 — )| + {0, ye — )|
v — 2| ||lye — wil| +1{0, yr — wi)|
———— —— —

<e <2C

<
<

De plus, ({0, yx)) converge donc est de Cauchy donc il existe N € N tel que [(0,yx — y;)| < & pour
k0> N,douk,l > N, |(u,yp —uy)| <2Ce+¢e=2C+ 1)e.
La suite ((u,yx)) est donc de Cauchy dans R complet donc converge.

Etape 3 : Construisons a avec le théoréme de Riesz

H — R

On pose uw o lim (u,yg
k—+o00

) f est linéaire et continue par inégalité de Cauchy-Schwarz.

D’apres le théoreme de représentation de Riesz,
do € HVu € H, f(u) = (u,q)
Montrons que « convient,
Soit 3 > inlf{ J(z), soit Cy = {x € H, J(z) < B}.
xe
Cj est convexe (épigraphe d'une fonction convexe), fermé (en tant qu’image réciproque d’un fermé
par une fonction continue), non vide.

Soit p : H — H l'opérateur de projection sur Cj.

Comme J(y;) — inf J(z), yx € Cs a partir d'un certain rang. D’ou :
k—+oco zeH

N € N,Vk > N, (yx — p(a),a —p(a)) <0

D’ott pour k — +00, ||a — p(a)|> <0 dott a = p(a) et a € Cs.
D’ou Vj > 12}5 J(x), J(a) < B done J(a) = 12}5 J(z). O
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Prolongement de la fonction Gamma et formule de
Weierstrass

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.
— 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.
— 245 : Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications.
— 265 : Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

+oo
Théoréme. La fonction T : z +— / t*"te7tdt est holomorphe sur Qo = {R > 0}. Elle se

0
prolonge méromorphiquement a C avec des poles simples aux entiers —n, n € N avec comme
s . -1
résidu %

Preuve :

Etape 1 : Montrons que I' est holomorphe sur Q.

Soit K C €y un compact, il existe 0 < a < b tel que R(K) C [a,b]. On utilise le théoreme
d’holomorphie sous le signe somme :

— Vz € Qy,t >0+ t*"tet est continue.

— Vt >0,z € Qy+— t*"Le7! est holomorphe sur K

et St <1
tle t  sit>1

Sit>0,z€ K, alors [t~ le™| = ") 1let < {

=¢p(t)
¢ est intégrable sur |0, +oo[ car a > 0 donc par théoreme d’holomorphie sous le signe somme, I' est

holomorphe sur K donc I' est holomorphe sur €.

Etape 2 : On prolonge I' 2 C\ N—

Pour z € )y, on a par intégration par parties :

F(z+1):/

+oo “+o0 +oo
te " dt = [—tze_t} + Z/ 7 letdt = 2I(2) (%)
Jo 0 0

En notant pour n > 1,Q, = {R > -n}\{0,-1,...,—(n—1)}
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Si z € Qp, par itération de (%), ona '(z+n) = (z+n—1)...(2+ 1)I'(2). D’'ou

['(z) =

Le terme de droite définit une fonction holomorphe sur €2,,. On définit I sur §2,, par cette formule.

I'(z+n)
(z+n—-1)...(z4+ 1)z

Sim > n > 1, alors les prolongements obtenues sur {2, coincident par prolongement analytique
(les deux valent I' sur I'ouvert non vide €y). En effectuant cela pour tout n > 1, on prolonge I' sur
tout C \ N~ de fagon holomorphe.

On a pour n > 0,

r 1 I'(1 -1
(z+n)D(z) = (ztnt1) , (L) _ =D
(z+n—-1)...(z4+1) z==—n (=1)...(—n+1)(—n) n!
Donc —n est un pole simple de I" de résidu Resp(—n) = (_nl!)". O

Théoréme. % est une fonction entiére vérifiant

Preuve : Soit x > 0 réel, par convergence dominée,

N £\
[(x) = Nl—ig—loo/() ot (1 - N) dt

=In(z)

Y t
Car on dispose de la domination (1 — N) = exp (N In <1 — N)) < exp (NN> =e '

Trouvons une autre expression de Iy(z) :

t” MY NN t\N 1IN (N AN
o= [T - L5 0 - B e
v(@) [x( N)]O oz N P v) @

En réitérant on a

IN 1 N-—1 (¥ t\N !
= t”l(l—) dt

I - o -
e TSI Tl N

NN (N (N=1) N v t°

_AWM$+D“(m+N—1LAt+ @_) dt
N! N#+

:Mx(aﬁ+1)...(w+N—1)x+N
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o (o) = (3 1 (1+2))

N
D’ou comme I'(z) > 0, ﬁ = lim (9[;]\7m 11 (1 + ))

N—+o00 1
Or, N™% = exp(—zIn(N)) = exp(—xHy) exp(x(Hy — In(N))) o Hy est la somme partielle de la
série harmonique, comme Hy — In(N) oo ona
—+00

['(x) it n
s z p
Or, la fonction z +— ze’* H (1 + ) e n est une fonction entiere d’apres le critere d’holomorphie
n
n=1

d’un produit de fonctions holomorphes.
En effet, pour R > 0 et |z| < R,

(1+3)ei=(1+3)(1-2+ 9 (2)):1+ 0 (12)
n n n n—+oo \ N n—+oo \ n

+oo
z z
Comme les deux fonctions v et z — ze”* [ (1 + > e~ coincident sur |0, 400}, elles coincident sur
n
n=1
C. O
Remarque 5. En connaissant les zéros d’un tel produit, on obtient les zéros de % : ce sont les —n avec
n > 0, on retrouve ainsi les poles de la fonction I'.
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Représentation des fonctions lipschitziennes

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
— 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
— 208 : Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
— 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d'une variable réelle. Exemples et applica-
tions.
— 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme. Une application f : R — R est lipschitzienne si et seulement s’il existe une
fonction g € L>*(R) telle que

Va,y €R, f(y) — f(z) = [ gyt

Preuve : Le sens récriproque est immédiat, montrons le sens direct. On note D(R) = C>°(R) et

T : DR) —
on considere la dérivée distributionnelle 7" de f : ,
o o —— /7
Etape 1 : On prolonge T sur L!
Montrons que 7' est une forme linéaire continue sur (D(R), ||.||1), pour cela, montrons que pour
¢ € D(R),
h
ngﬁ—hm/f oz + ¢()dx
h—0

Soit M > 0 tel que |[z| > M = ¢(x) =0.On a:
() v e B j(0) =00 )

h h—0
(ii) Par inégalité des accroissements finis,

Vo e R VI <1, |f<m>¢<“”" TR Z 0D ) 1 oo L orrsar s (=) € L'(R)

h

D’ou le résultat par théoreme de convergence dominée. On a alors par linéarité et changement de
variable,

¥6 € D), (7,0 = [ LI I 00,
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Soit. L une constante de Lipschitz de f, on a alors
V¢ € D(R), (T, ¢)| < L|¢l|x

Par théoréeme de prolongement des applications uniformément continues sur une partie dense, T
admet un unique prolongement toujours noté 7' en une forme linéaire continue sur (L*(R), ||.||1) i.e.
un élément de L'(R) avec ||T||; < L.

Etape 2 : On construit ¢ grace au théoréme de Riesz

Soit n > 1, on dispose des injections suivantes :
L*(—n,n) = L'(—n,n) — L'(R)

La premiere injection est continue par théoreme de Cauchy-Schwarz et le second prolongement s’ef-

fectue en posant ¢ = 0 sur [—n, n]”. Notons ¢ un tel prolongement.
T, : L*(—n,n) — R

o o (4= [ f@)d@)de

D’apres le théoréme de Riesz, il existe un unique g, € L?(—n,n) telle que

Posons

¥o € L(—n,n), (T,6) = [ gu(2)o(a)

Si k > n, par unicité du théoreme de Riesz, on a g, = g, presque partout sur [—n, n]. Posons alors
g = liminf g, mesurable, on a Vn € N, gj—n.n] = G-

Montrons que g € L*(R),

Par 'absurde, si A = {z € R, |g(z)| > L} n'est pas négligeable, comme A = | J (AN [-n,n]), i

neN
existe N € N tel que A\(Ay) > 0.

En posant u = signe(g) € {—1,1} afin d’avoir |g| = ug. Posons ¢ = ul 4, € L*(—n,n) et

(.00 = [ o) lay (@) de = [ o)l de > LA(Ay) = L]l

N

ce qui contredit ||T||; < L. D'ou T = f' = g € L=(R).

Etape 3 : Conclusion

G : R — R

Soit R / r gty dt qui est continue par théoreme de convergence dominée.

On a d’apres le théoréme? de Fubini, G’ = g au sens des distributions ().

D'oit (G, 6) = fi (£)(t) dt = (T 6) done G/ = f'

Donc il existe une constante ¢ € R, tel que f — G = ¢ au sens des distributions (%). L’injection
Li .(R) dans D'(R) assure que pour presque tout =, f(x)—G(x) = c¢. Comme de plus, les applications
sont continues, le résultat est vraie pour tout z € R, d’ou

Jy) = f(a) = Gly) ~ Gla) = [ gt)at
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Annexe

G :
Lemme 12 (*). Soit / ,on a G' =g au sens des distributions .
T t)dt

Preuve : Pour ¢ € D(R),

_/Rg(xw(g;)dm:/(;/ ¢/ () dtdx—/Jm/ ¢ (z)g(t) dt d

Soit M tel que ¢(z) =0 si |z| > M.
Pour presque tout (£, z) on a [g(t)¢'(2)[Ly<ico < Ilgllocl[¢/llocT_wrosi<o € LH(R™ x R™). Donc par
théoreme de Fubini-Lebesgue

“+o0o “+oo
// dxdt—/ / z) de dt

= [ st dt

Lemme 13 (**). Soit T une distribution telle que T" = 0, alors T' est constant.

Preuve : Les élemens de D(R) d’intégrale nulle sont exactement les dérivées des fonctions tests :
En effet, si ¢ est la dérivée d’une fonction test ¢ alors / 1 = 0 car Supp(¢) borné.

Réciproquement, soit 1 d’intégrale nulle, alors ¢(x) = [*__(t) dt, ¢ est de classe C* (car Supp(v))
+00
est bornée car / Y (x)dx) et convient.

—00

Notons E l'ensemble des éléments de D(R) d’intégrale nulle,
Soit # € D(R) telle que /RG = 1.
Pour ¢ € D(R), on écrit
+ (/ gb(:c)d:c)& avec ) € F

(M) = (T + ([ ¢) (1.0 =~ [v) + ([ o) (1.6)

Donc en posant C' = (T',0), on a

= [ pla)de = (C,¢)

Done T' = C au sens des distributions. O
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Résolution de —u” 4+ u = f sur le cercle

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

Le

— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
— 220 : Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de solutions en

dimension 1 et 2.
— 221 : Equations différentielles linéaires. Systemes d’équations différentielles linéaires. Exemples

et applications.
— 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme. Notons HY(T) I’ensemble des fonctions de L*((0,27)) 2n—périodique de dérivée
appartenant a L*((0,2m)). Soit f € H(T), une fonction uw € H'(T) est solution faible de

—u"+u=f (%)
u(0) = u(27)
2 2T
(c’est-a-dire une fonction uw € H(T) vérifie Vo € Hl(T),/ uo + up = / fo) si et
0 0
! 1ch(x)

627r _

seulement si u est de la forme u = ex f avec Va € |0, 27],e(x) = §e_|x| +

Preuve :

Etape 1 : Montrons que u € H'(T) est solution faible de (*) si et seulement si u = K % f
ou K est une fonction a déterminer.

Analyse :

Soit u une solution faible de (*), On a

o 2 2T o 2T
v¢eH1(T),/O u'e +up= | f¢d’oﬁ/0 T +us = [ f3

Comme les fonctions considérées sont dans L?((0,27)) d’apres la formule de Parseval on a :

> W) (@) Fea(uen(d) =D el f)en(d)
nez ﬂ?c;?u/) :ﬁ nez
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car Vn € Z, c,(u') = inc,(u).

Dot > |[(14n%)en(u) = ca(f)] ea(d) = 0.

nez
, c
Comme 1’égalité est vraie pour tout ¢ € H'(T), avec ¢, :  — €™ on a Vn € Z,c,(u) = 17if)2
n
c
d’ott u est déterminée par u = » . :—(f)2 e, (limite L? de la suite des sommes partielles).
n

neL

Synthese :

La fonction v : x — Z

C:_(f)ze”w est bien définie car L2l < W2 ot r c 12((0,27)) d’ou
n

1 1+n2 — 1+4n2
nez
c
Z m < 400 donc u est bien définie et est continue (comme limite uniforme d’une suite de
n
nez
fonctions continues).
De plus,

[NIE
[NIE

nez neEL

it (s(2)) (5o e

donc u est de classe C' et u € HY(T).

inT
e

14+ n2

Ainsi, u est solution de (*) si et seulement si u est de la forme u = K f avec K : z — % >
nez

Etape 2 : Cherchons une expression explicite de K en résolvant I’équation au sens des
distributions

Chercher les solutions faibles d’une équation différentielles revient a chercher les solutions au sens
des distributions. Cherchons alors a résoudre 1'équation —7" + T = T} au sens des distributions.
Soit e une solution élémentaire, c’est-a-dire une solution au sens des distributions de 1’équation

‘—IW,+-71:Id}
Sur R** et sur R™*, on a —¢” + e = 0 donc
ae® + Be ™  siz e R

Jo, B, N\, p € RV € Rye(x) = {/\el’ C e sizeR

Or, d’apres la formule des sauts, on a
¢ ={e"} + (e(07) — e(07))d + (€'(07) — €'(07))dg
=—e+(a+B8-A—p)dy+(a—3—=X+p)d

d’ou on doit avoir

a+B—-A—pu =0 a—A =-—3 A
<~ <~

a—F+A+p =1 B—p = B

ae” +pe " + 1 sizeRT

donc e(z) = . _
ae’ + pemt + et sixzeR™
Par changement de variable, on peut ré-écrire e(z) sous la forme e(z) = 1e7I"I+a cosh(z) 4 bsinh(z).

+_
+_

N N =

@
0

N =

d'ott e(z) = e ol + ae® 4 pe.
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Ainsi e est une fonction continue (et non plus seulement une distribution).
Comme e est une solution élémentaire, on a Vf € C°((0,27)), e x f est solution de —T" + T = T} au
sens des distributions donc est solution faible de I’équation —u” 4+ u = f.

Etape 3 : Conclusion

Montrons que e x f € HY(T),

— ex f est 2w-périodique car f l'est.

— llex fll2 < [lel[al[f]]2 < +oo car e € CO((0, 27)).

— llex Y1l = llex f'll2 =< [lelh[[f'll2 < +o00 car f € HY(T).
donc e x f € HY(T), d’apres ce qui précede, c,(ex f) = c,(K % f) et par injectivité des coefficients
de Fourier, on a ex f = K % f.
Comme 1'égalité est vrai pour tout f € HY(T), on a e = K (il suffit de tester I'égalité sur des
fonctions tests)
Ainsi, pour tout = € R, e(z) = 1e7I"l + acosh(z) = K(z) donc e est une fonction paire (car K Dest),

donc b =0 d’ou 6(1‘) est de la forme %6 | + acosh(ac).
1 _—27 1
= — = 1

De plus, comme ¢(0) = e(27), on a 5 +a = 3¢~ " + acosh(27) d’ott a = C()Q;(%T) _2 1 e _ 1

O
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Théoreme de Hadamard-Lévy (cas C?)

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 204 : Connexité. Exemples et applications.
— 214 : Théoreme d’inversion locale, théoreme des fonctions implicites. Exemples et applications
en analyse et en géométrie.
— 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.
— 220 : Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de solutions en
dimension 1 et 2.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme. Soit f : R* — R"™ une application C?. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est un C'—difféomorphisme de R™ sur R"
2. f est propre et df(x) est inversible pour tout x € R".

Preuve : Si f est un C'—difféomorphisme de R™ sur R" alors f est propre car f~! est continue
(donc pour tout compact K, f~}(K) est compact) et f~1o f =id d’ou

Vo e R*df 1 (f(z)) o df(z) = id

donc df(x) est inversible.

Passons au sens réciproque, supposons f est propre et df(z) inversible pour tout x € R™. Mon-
trons que f est bijective. Quitte & considérer = — f(x) — a pour a € R" il suffit de montrer que
I'ensemble S := f~1({0}) est de cardinal 1.

Etape 1 : Cherchons un flot sur lequel f décroit vers 0
Soit
F : R" — R”

= —df(a)t f(2)
F est de classe C! car f € C*(R",R").
y' = F(y)
y(0) =z € R"
un intervalle de la forme |7, T, [ contenant 0 d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
Posons

Le probleme de Cauchy admet donc une unique solution maximale noté ¢*(x) sur

g : [0,y — R™
t = foyl(z)
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g est de classe C* et

vt € (0,74 [, g'(t) = df(¢'(2)) - O’ (x)
@

|
(o
=
Q)
T
oL
=
S&#
S
T
—
=
hg&
—
&

d’ou comme ¢(0) = f(z), on a

vt € [0,T4] f(¢'(z)) = ™" f(2)

Donc ¢t(z) € f~4(B(0,||f(z)]|)) compact car f est une application propre.
D’apres le lemme de sortie de tout compact, ¢ est une solution globale donc 7'y = +o0.

Remarque 6. On observe que S est I’ensemble des points d’équilibre du systeme différentiel autonome.
Montrons dans les étapes 2 et 3 que les points d’équilibres sont asymptotiquement stables.

Etape 2 : Montrons que pour tout z € R”, il existe y € S et U, un voisinage de y dans
R™ et ty € R tel que ¢ (z) € U,

La suite (¢*(z))gen est a valeurs dans le compact f~1(B(0,||f(z)||)) donc admet une valeur
d’adhérence : il existe une sous-suite (ny) et y € R™ tels que @™ (z) oy avec
—+00

fly)= lim f(p™(z))= lim e ™ f(z) =0

k—+o00 k—+o0
donc y € S.

Remarque 7. On a #S5 > 1 et f est surjective.

Soit U, un voisinage de y dans R™ et B, = B(0,d,) tel que f soit un C*—difféomorphisme de U,
sur B,. D’aprés ce qui précede, il existe tg > 0 tel que ¢ (x) € U,,.

Etape 3 : Montrons qu’alors V¢ > t,, o'(z) € U,

On a
{t € [to, +oo, ¢'(x) € Uy} = {t € [to, +ool, ¢' () = fi, (™" f(2))}
:W;Eli)e:tlc(ily[t)(:[io;:[oo[ fermé de [to, +o0[
En effet,

(D) par définition.
(C) f(pfo(x)) = e f(x) € By et la norme décroit lorsque ¢ croit et en appliquant f‘;{i et on obtient
Iinclusion.
Par connexité, on a donc {t € [to, 400, ¢'(x) € U,} = [to, +oo[ donc pour tout t > o, p'(x) € U, et
P'(x) = fuu, (e f(2)) dome ¢'(x) ——v.

—_—

t— o0

Etape 4 : On conclut par un argument de connexité

Soit W, = {x € R™, ¢'(z) P y}.
On a d’apres précedemment, R" = U W,.

yef~t({0})
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O, W, = U (&) @,).

En effet,
(C) Siz e Wy, ¢'(x) P donc 3t € R, p'(z) € Uy, x € (") (U,).

D) S’il existe tg € R tel que p(x) € U, on a d’aprés ce qui précede ¢'(z) —— 0. D’ou W,
Y ¥ t—-+o0 Y

est ouvert en tant qu'union quelconque d’ouverts (par continuité de x — ¢'(z)) comme les W, sont
disjoints, par connexité de R™, on a #S = 1 donc f est bijective. O
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Théoreme de Korovkin et applications

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 206 : Exemples d’utilisation de la notion de dimension finie en analyse.
— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions régulieres. Exemples et applications.
— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

Définition 1. Soit £ = C([0,1],R), on dit qu’un opérateur u € L(E) est positif si pour tout
feEE f>0 = u(f)>0

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme. En notant pour k € N, e;, Uapplication : ey, : x — x*. Pour toute suite d’opérateurs
(tn)nen € L(E)N positifs tel que la suite (uy(ex))nen converge uniformément vers e, sur [0, 1]
pour k € {0,1,2} alors pour toute fonction f € E, la suite (u,(f))nen converge uniformément
vers f.

Preuve : Commencons par une remarque préliminaire sur les opérateurs positifs,
Soit u un opérateur positif et f,g € E et tel que f < g alors g — f > 0 donc u(g — f) > 0 par
positivité de u et donc u(g) > u(f) par linéarité de u.
Ainsi, comme pour tout f € E, ona —|f| < f <|f|, ona |u(f)| < u(]f]).
Passons maintenant a un lemme,

Lemme 14. Soit f € E, pour tout € > 0, il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout
z,y € [0,1],
f(@) = f)] < e+ ey — 2)?

Preuve du lemme : Comme f est continue sur le compact [0, 1], f est uniformément continue
d’apres le théoreme de Heine.
Il existe n > 0 tel que

\V/ZL“,QG [O,A],|:L‘—y| SU = ’f(m)_f(yﬂ <e

Ainsi, pour z,y € [0,1], si |x — y| < n, tout ¢ positif convient.
Si |x —y| > n, alors (:”;73)2 > 1et

2[[f1l
2

; (y —x)°

[f (@) = fW)] < 2|l <
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2/| flloo
done Vi, € 0,11 11() — )] < e+ 20— .
Soit e >0,et n e N

Etape 1 : Etudions la quantité |u,(f)(z) — f(z)] & z € R fixé
Soit x € R,

|un(f)(2) = f(@)] = lun(f)(2) = f(2)un(eo)(x) + f(2)uneo)(x) — f(2)|
< Jun(f) (@) = f(@)un(eo) (@) + [ (2)[[un(eo) — 1|

Par hypothese, il existe ng, n1,n2 € N tel que pour tout i € {1,2,3},n > n; u,(e;) — e; est bornée
et [Jun(e;) — eillo < e. D’ou

|un (f)(2) = ()] < |un(f)(@) = f@)un(eo)(@)] + |[f]loo][un(eo) — €olloo

I1 suffit donc de majorer le premier terme du membre de droite.
Etape 2 : Etudions la quantité |u,(f)(z) — f(x)un(eo)(x)] & z € R fixé

D’apres le lemme, on a en fixant = € [0, 1], pour tout y € [0, 1]

[f(y) = f(@)] < e +cly? — 22y + 27)
d’out I'inégalité fonctionnelle :
|f = fx)eo| < eeg+ (e — 2aer + a?eq)
En appliquant u,,, on a pour tout y € [0,1] :
[un(f) = f(@)un(eo)] < eun(eo) + c(un(ez) — 2zun(er) + *un(eo))
En évaluant cette égalité en x € R, on obtient 'inégalité
[un(f) (@) = f(2)un(eo) ()] < eunleo)(@) + cun(ez)(x) — 2wun(er) () + 2 un(eo)(x))

Or, comme u,,(ey) (_J?/—+U> e, pour k € {0, 1,2} et que les fonctions ey, e; sont bornés. Donc la fonction
n D

(un(e2) — 2e1un(e1) + eauy(eg)) converge uniformément vers es — 2eqe1 + ey = 0.
Donc il existe N € N tel que pour tout n > N, |u,(f)(x) — f(z)u,(eo)(x)| < 2e.

Etape 3 : Conclusion

On a donc u,(f) — f est borné a partir d’un certain rang, et ||u,(f) — flleo < (2+|f||oo)e. Done
(un(f)) converge uniformément vers f.
U

Application. Soit (B,,) la suite d’opérateurs définies par :

Vi€ Bae 01, Bu(f)(@) = (Z)f (i) (1 oyt

k=0

alors pour toute fonction f € E, (B,(f)) converge uniformément vers f.
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Preuve : (B,) est une suite d’opérateurs positifs avec

Ba(eo)(x) = 3 (Z) (1 -2y = 1= eg(a)

k=0

Afin de calculer B, (e;) et B,(e2) (qui peut s’avérer calculatoire), remarquons que

Vk,n € N, By(ex)(z) = E l();”ﬂ ot X,, = B(n, z)
Dot
Bu(e))() = E [)2‘} =" )
et
Bu(es)(x) = E ﬁfﬂ 732 (Var(X,) + E[X,]?)
_ nl2 (ne(1 - 2) + (n2)?)

D’ou (B, (e2)) converge uniformément vers e,.

D’apres le théoreme de Korovkin, pour toute fonction f € E, (B,(f)) converge uniformément
vers f. O
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Théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
— 203 : Utilisation de la notion de compacité.
— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions régulieres. Exemples et applications.
— 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables

Posons pour h € RN 2z € RN, 7, f(z) = f(z — h).

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit Q un ouvert de RY, une partie bornée de A de LP(Q,K),1 < p < +o0
vérifiant :

1. Ve > 0,36 > 0/Vf € AV||h|| > 6, ||mf — fll, < e

2. Pour tout € > 0, il existe B C €2 un borélien borné tel que

Vf e A, (/Q\B|f(a:)\pd:c>p <e

avec [ : RY — K le prolongement par 0 de f : Q — K en dehors de Q, alors A est une partie
relativement compacte de LP(,K).

Preuve : Soit K = B, K une partie compacte de R", nous allons régulariser par convolution
puis appliquer le théoreme d’Ascoli.
Soit € > 0,6 = d(¢) tel 1).
Soit (p,) une approximation de I'unité de RY. Posons f, = f * pn.

Etape 1 : Montrons que Vf € A,n > %,an—pr <e

Soit z € Q,n € N*,
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Comme p, € C®(RN) et f € LP(RN),|f(z — ) — f(z)|pi| € LP(RY) et p, € LURYN). D’aprés
I'inégalité de Holder :

Fulw) = F@) < ([ 1w =) - f<x>|ppn<y>dy)i (], pn@)qu-;,))i

RN

avec ¢ = 1% le conjugué de p donc ¢(1 — ;1)) = 1 et (p,) est une identité approchée.

o) = F@l < ([ 17 =) = F@)Pouly)dy)

En intégrant sur €2, par théoreme de Fubini

= o, ) [, 17n(2) = TP dudy

B(0,1

= ()l f — fllbdy

B(0,1)

Donc pour n > %, ona ||fn — f|p < € pour tout f € A par hypothese.

Etape 2 : Montrons que C, := {fnu(, f € A} vérifie les hypothéses du théoréme d’Ascoli

On a C, C C(K,K) et Vo € K, |fu(z)| < ||fl,llpnllq donc C,, est une partie bornée de C(K,K).
De plus, pour z,y € K,

1

o) = )l < ([, 1@ =2 = Fy = 2dy) llpall,
< HanqHTxfyf_ f”p

Donc pour ||z —y|| <8, on a |f,(z) — fu(y)| < €l|pn]l, donc C,, est une partie équicontinue.
D’apres le théoreme d’Ascoli, C,, est précompact donc il existe un ensemble fini I et une famille de
fonctions (f;)icr de A telle que

Vi€ A i€l sup|fule) = finlw) < ep(K) s

zeK
Etape 3 : On se raméne a L*(Q,K)
Pour f € A, n > %

17— il < ([ 1@ - 1@p)’

<(/,. If(x)IZ’); ([ |fi<x>\f’>’l’ ([ 1@ - rer)’

<e <e

Or, |f = fillank < (If = fil +[fi = finl + |fa = finl)Lank. D'olt

([ 0@ = @F) U= Fll 4 1~ Fodly+ ([ 1)~ Fnlappar)’
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et 1 l
(o 1= i) < ([ ot bpac) <.

d’ou || f — fill, < 5e donc les B(f;, 5¢) recouvrent A donc A est précompact. Comme L? est complet,
A est relativement compact. 0
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Théoreme de Stampacchia

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 205 :
— 208 :
— 213 :
— 219 :
— 253 :

Espaces complets

Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
Utilisation de la notion de convexité en analyse.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit H un espace de Hilbert et a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive sur
H i.e. vérifiant les conditions :

(1) e > 0/Yu,v € H,|a(u,v)| < ¢||ul|||v]|
(#i) da > 0/Yv € H,a(v,v) > a|v||?

Soit K un convexe fermé non vide, étant donné p € H', il existe u € K tel que

Yo € K,a(u,v —u) > p(v—u) (%)

Si de plus a est symétrique, alors u est caractérisé par

ue K
;a(u, u) —o(u) = min {;G(U’ v) — ‘P(U)}

Preuve :

Etape 1 : Reformulons le probléme (¥) en terme de probléme de point fixe.

D’apres le théoreme de représentation de Riesz,

De plus, pour tout u € H fixé, v — a(u,v) est linéaire continue donc il existe un unique Au € H tel

Af € HVv e H p(v) = (f,v)

que a(u,v) = (Au,v).

A est alors un opérateur linéaire de H dans H par unicité avec Yu € H, {

| Aul[ < cful
(Au,u) > allul]*
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Le probleme (x) consiste alors a trouver u € K tel que
Vo € K, (Au,v —u) > (f,v —u)
— Yo e K,Vp>0,{(pf — pAu+u—u,v—u) <0
< u= Px(pf — pAu+ u)

K — K
v

soit une contraction afin
Pi(pf — pAv +v)

Etape 2 : Trouvons p tel que
d’utiliser un théoréme de point fixe.

Comme Py est 1—lipschitzienne,
Vor, v € K, [[S(v1) — S(ua)]| < [|[(v1 — v2) — p(Avi — Avy)||
D’ou
1S (1) = S(wa)|* < [Jor — s = 2p{vr — va, Avy — Avg) + p*|| Avy — Awy|[®
< (1= 2pa+ p*c)|jor — va|?

Comme 1 — 2pa + p*c? ~ 1 —2pa < 1, il existe p > 0 tel que 1 — 2pa + p?c? < 1.
p—

On a alors

[15(v1) = S(wa)l] < Kflvr = va|

Par théoreme de point fixe de Picard, S admet un point fixe.

Supposons de plus que af(-,-) est symétrique

Si de plus a(,-) est symétrique, (u,v) — a(u,v) définit un nouveau produit scalaire sur H de
norme u — a(u,u)? équivalente a || - ||. H est donc un espace de Hilbert pour ce produit scalaire.
Par théoreme de Riesz, il existe g € H tel que pour pour tout v € H, p(v) = a(g,v).

Ainsi,
(%) <= Ywe K,a(lg—u,v—u) <0
— u= Pgg
ou Py désigne la projection de g au sens du produit scallaire défini par a.
Il faut donc trouver u € K réalisant rm}r(l a(lg —v,g —v)2.
ve
Ceci revient & minimiser sur K la quantité a(g — v,g — v) donc & minimiser a(v,v) — 2a(g,v) donc

1
minimiser ia(v, v) — p(v). O
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Annexe

Application (Résolution du probléme de Dirichlet non homogene en dimension 1). Soit I =
10,1[, f € L*(I) et o, B € R, il existe u € H*(I) unique vérifiant :

—u"+u=f surl
a(0) = a,u(1) = B

avec U le représentant continue de u.

De plus, u s’obtient par
- mn {3 [0 - [ 1)
u=  mi 5 v’? 4 02 v

v(0)=a,v(1)=5

Preuve : Soit K la partie de H'(I) définie par
K = {v e H\(1),0(0) = a,0(1) = B}
K est un convexe fermé de H'(I) Si u est une solution classique, alors

VveK,/Iu’(v—u)/—l—/lu(v—u):/If(v—u)z/lf(v—u)

Donc par théoreme de Stampacchia, il existe un unique u € K solution du probleme de Dirichlet.

Ce u s’obtient par X
u=  min { / v + 02 /fv}
veH1 2

v(0)=a,v(1)=8
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Théoreme du point fixe de Brouwer

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 203 : Utilisation de la notion de compacité.
— 204 : Connexité. Exemples et applications.
— 206 : Exemples d’utilisation de la notion de dimension finie en analyse.
— 214 : Théoreme d’inverse locale, théoremes des fonctions implicites. Exemples et applications
en analyse et géométrie.
— 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Toute application de classe C' de la boule unité fermée de R dans elle-méme
admet un point fixe.

Preuve : Supposons par 'absurde qu’il existe f : B — B de classe C'! sans point fixe.

Etape 1 : Montrons qu’il existe ¢ : B — S = 9B de classe C! telle que )5 = idg

Pour z € B, notons ¢(x) le point d’intesection de la demi-droite [f(x),z) et S, ¢(x) est de la
forme ¢(x) = f(z) + Mx)(x — f(x)) avec A(x) > 0 et vérifie
1f(2) + A@)(@ = f@)]]* =1
= [z — f(@)|A@)* + 2X\(@)(f(2),z — f(2)) + (|f@)IF = 1) =0
Posons A(z) = (f(2),x — f(2))* + ||z — f(@)|*(1 = [|f (@)[]*) > 0.

D'ou \(z) = Y (9”)’7';{(]3”(2;”; 2) done A est de classe O et ¢ est de classe C' et par construction
on a P8 = id|g

Etape 2 : Construisons une fonction volume
B x 10,1 — B

(z,t) = (1 —t)z+te(z) "’
On a en particulier F(-,0) =idg et F(-,1) = ¢ et pour z € S,t € [0,1], on a F(x,t) = x.

Posons

Pour t € [0, 1], posons V (t) = / det 0, F(z,t) do qui est polynomiale avec F'(z,1) = ¢(x) qui n’est
B

pas différentielle inversible en tout point de B. .
En effet, comme ||p(x)||* = 1, en différentiant on a Vh € Rz € B, {p(x),dp(x) - h) = 0 d’'ott
Im(dp(z)) C {p(x)}+. Or, comme p(x) # 0, on a de(z) non inversible (de rang < d). D’ou V(1) = 0.

94



Etape 3 : Montrons que pour ¢ assez petit = — det 9, F(z,t) est strictement positive et
injective.

Par I’absurde, si pour tout n € N* il existe ¢, €]0, %] et x, € B telle que det 0, F(x,,t,) < 0.

Par propriété de Bolzano-Weierstrass, il existe 2 € B et une sous-suite (z4(,)) telle que x4,y —— .
n—4o00

Par continuité de 01 F et de det, en passant a la limite, on a detd;F(x,0) < 0. Absurde car
F(-,0) = id.

Donc il existe N € N tel que pour tout ¢t < % et z € B on adetd F(x,t) > 0.

Ainsi, par théoréme d’inversion locale, on a F(B,t) est un ouvert de RY.

Montrons que F(-,t) est injective pour ¢ assez petit,
Soit t < + et z,y € B, si F(x,t) = F(y,t) alors par inégalité des accroissements finis,

(1 =Dz = yll = tlle(@) = ¢l
< tM|lz —yl|
avec M = sup l|[de(2)]]]-
zE
Donc ||z — y|| < #L||z — y]| il existe donc o < 3 tel que pour tout ¢ < «, on ait #2 < 1 donc pour
t <, F(-,t) est injective.
Etape 4 : Conclusion

Pour t < a, comme pour = € S, F(z,t) = = donc F(B,t) U S = F(B,t) qui est compact donc
fermé, d’ou en passant au complémentaire F' (B,t) = F(B,t) N B fermé dans B.
Or, par théoreme d’inversion locale, F’ (B ,1) est ouvert donc par connexité, F (B, t) = B.
Ainsi pour t < a,

:/édetalF(:c,t)dx:/é|det81F(q:,t)|dx
= [ an,
B
= A(B)

donc cette fonction polynomiale est constante sur un intervalle non vide donc constante, donc elle
est constante égale a cette valeur sur [0, 1]. Or, comme V(1) =0 # \(B).
Absurde, f admet un point fixe. 0
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Annexe

Théoréme. Toute application continue de la boule unité fermée de R dans elle-méme admet
un point fixe.

Preuve : Comme B est compacte, soit € > 0 tel que pour tout x € B, ||f(z) — z|| > «.
Par théoréme de Stone-Weierstrass, il existe P : R — R? de coordonnées polynomiales telle que
1 = Pllo < .
Pour tout > € B, on a || P(z)|| < ||P(z) = f(x)[| + Hf( I <5+1
D’ott —= P est polynomiale, C! et vérifie Q(B) C

1+E
Pour tout z € B, ||Q(z) — f(2)|| < ||Q(z) — P(z)[| + || P(z) — f(x) T )HP( z)|[ + 5.
D'ou ||Q(x) — z|| > || f(z) — z|| = ||Q(x) — f(z)|| > 0 donc @ n’admet pas de pomt fixe. O

Contre-exemples :

f : ]_171[

xz

]_171[

— Si la boule est ouverte : Yr4+1)2—1

n’admet pas de point fixe.

N
—>

— Si la dimension est infinie, pour H = [*(Z), (e,) sa base hilbertienne usuelle, en considérant

= (z) avec U lopérateur de Shift : U : (z,) —

Papplication
PP (22) — (1—||z]])eo + Uz

(Tny1).
On a Vz € By(0,1),||T(x)|| < [1—|]z|||+||z|| = 1 mais T"n’admet pas de point fixe, en effet,
-1 -
pourmEBH(O,l),T(x):gg — Lo Hx||+$ 1 '
Tp =Tpo sin#0
Diow { " T 10 Si'n = 0.
Ty = T-1 SIDON

Or,z € H, zo = x_1 = 0 donc = = 0 ce qui est impossible car g = 1 — ||z|| + z_1.
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Théoreme de Levy et TCL

Geoffrey Deperle

Lecons associées :
— 250 : Transformation de Fourier. Applications.

— 262 : Convergences d’'une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et appli-
cations.

Le but de ce développement est de montrer le théoréeme suivant :

Définition 2. On dit qu’une suite de variables aléatoires réelles (X,,) converge en loi vers X
si pour tout f € Cy(R), on a
E[f(Xn)] — E[f(X)]

n—-+o00

Lemme 15. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.

Xo 2 X <= Vf € Co(R), E[f(X,)] ——— E[f(X)]

n—-+o0o

avec Cy = {f € C(R), f(x) — 0}

Preuve :
(=) Comme Cy(R) C Cy(R).
(<) Soit € > 0 et A > 0 tel que Px({z;|z| > A}) <e.

Posons ¢ :
L % I/ | 0 | AN |

T T T

2A A A 2A

_1 €1

de sorte que /(1 —)dPyx < Px({z;|z| > A}) <e.
Soit f € C)(R),

[ rapx, = [ rapx = [ 50— @)ax+ | [ fiedpx, — [ fiodpy]

<IIflle [(1—p)dPx,, o0

n—-+oo
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timsup [ f(1 - @)dPx, < [Ifllx (1= [@dPx)  carp € CUR)

n—-+400
< el fllo0

D’ou lim sup

[ rapx, = [ dpx| < 2]l
n—-+o0o R R
Do [E[f(X,) — (X)) .

Théoreme. Soit X et et (X,,) des variables aléatoires réelles, on a équivalence entre
(i) (X,) converge en loi vers X

(7i) La suite (px, ) des fonctions caractéristiques des X,, converge simplement vers px.

Preuve : (i) = (ii) Vrai car x — € est borné pour tout ¢ € R.

(i) = (i)

Soit f € Co(R) & > 0, il existe g € C(R), ||f — 9l < &.
Or, C>(R) C S(R) donc il existe p € LY(R) tel que g = @.

[ELf(Xn) = SOOI < [EI(f = 9)(Xa)]| + [E[(f = 9)(X)] +[E[g(X.) — g(X)]]

</ f—gllec<e < f-9gllo<e

D’ou limsup |[E[f(X,)] — E[f(X)]| < 2e.

n——+00

Lemme 16. Soit (z,) une suite de nombres complexes convergeant vers z € C, on a

lim <1 + Z") = ¢
n—-+00 n

Preuve : On note Log la détermination principale du logarithme complexe.
Comme 22 —— 0, il existe NV € N tel que pour tout n > N, 2= € D(0, 1) donc

n—-+00

(1 + Z:)n = exp (nLog <1 + f:)) = exp (n (Zl + o0 (2))) = exp(zn + 0(2,))
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Théoréme. Soit (X,,) une suite de variable aléatoire réelle indépendante et identiquement
distribuées admettant un moment d’ordre 2. En notant p = E[X] et 0 = Var(X}), on pose

S, = ZXk, on a
k=1
Sn —ny £

g\/ﬁ n—+0o00 N(O’ 1)

Preuve : Sans perte de généralité, supposons o = 1 et © = 0. On doit montrer que ¢ S (1)

)
converge vers ez pour tout ¢ € R.
Posons ¢ = ¢y, , ¢ est de classe C? car X; € L?(Q) avec de plus

¢0) = iBlx) =0
¢'(0) =E[-X})= -1

D’ou
D itXn - it XL . 1.
psa () =E|[[ "V | =] E {e ﬁ] par indépendance des Xy
vn k=1 k=1
X1 I\
- 6]
=p|——
n
t2 1\\"
=(1-— -
< 2n to (n))
et on conclut avec le lemme. O
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