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Chapitre 1

Bases de ’arithmétique

1.1 Divisibilité et division euclidienne

1.1.1 Propriétés fondamentales de N et Z

Sans rentrer dans les détails de la construction, la propriété caractérisant N est la propriété
de récurrence qui peut s’écrire de deux manieres.

Théoréme 1 (de récurrence). Soit P(n) une propriété logique dépendant de n € N
vérifiant

(i) 1l existe ng tel que P(ng) est vraie.
(it) pour tout n > ng,[P(n) = P(n+1)] est vraie.

alors pour tout n > ng, P(n) est vraie.

Ce théoreme utile pour toute démonstration sur N peut se ré-écrire differemment :

Théoreme 2. Toute sous-ensemble non-vide de N admet un plus petit élément.

Proposition 3. Le théoréeme 1.1 et le théoréeme 1.2 sont équivalents.

Preuve : ( = ) Supposons que le théoréme 1.1 est vraie. Montrons le théoreme 1.2.
Par contraposé, supposons qu’il existe un ensemble A n’admettant pas de plus petit élément.
Montrons que A est vide. Soit P(n) : pour tout k < n,k ¢ A. Montrons que P(n) est vraie
pour tout n € N par récurrence.

— 0 ¢ A car 0 minore N. Donc P(0) est vraie.

— Soit n € N tel que pour tout k <n, k¢ A.n+1¢ A car n+ 1 serait alors le minorant

de A. D’ou pour tout k <n+ 1,k ¢ A.

(«<=) Supposons le théoreme 1.2. Montrons le principe de récurrence. Soit P une propriété
vérifiant (i) et (i7). Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N.
Soit A = {n € A|P(n) est faux} N {n € N, |n > ng}. Pour montrer que A = (), il suffit de
montrer que A n'admet pas de plus petit élément. Soit n € A, si n = ny, alors comme P(ny)
est vraie, le plus petit élément de A est de la forme £+ 1 avec K € N. Or, si £+ 1 € A, alors
P(k + 1) est faux et par contraposé P(k) est faux. Donc il existe k € A < n donc A n’admet
pas de plus petit élément. Donc A est vide, d’ou pour tout n > ng, P(n) est vraie. O

On dit alors que la relation d’ordre < est un bon ordre et que ’ensemble N est bien ordonné.

L’ensemble Z possede aussi une propriété fondamentale :



Théoreme 4. — Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
— Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

Preuve :

— Soit A une partie de Z minorée par un entier k € Z. Alors la partie A’ =n — k|n € A est
une partie de N non vide par hypotheése donc admet un plus petit élément ny. L’entier
ng + k est le plus petit élément de A.

— Soit A une partie de Z non vide et majorée de Z. L’ensemble —A = {—k|k € A} est
une partie non vide et minorée de Z donc admet un plus petit élément ng. L’entier —ng
est le plus grand élément de A.

O

Ainsi, dans N et Z les notions de sup et max coincident.

1.1.2 Relation de divisibilité

Définition 5. Soit a,b € Z. On dit que a divise b et on note alb lorsqu’il existe k € Z
tel que b = ka.

Exemple 6. 510 car 10 = 2 x 2.
Remarque 7. Les entiers 1 et —1 divisent tout élément de Z et 0 est divisible par tout entier.

La relation de divisibilité est compatible avec les opérations arithmétiques :

Proposition 8. Soit a,b,b' € Z tel que a|b et a|b/, a divise toute combinaison arithmé-
tique de b et b : Yk, k' € Z,alkb+ k't

Preuve : alb donc il existe [ € Z tel que b = la et alb’ donc il existe I’ € Z tel que V/ =1'a
dot kb + K'Y = (kI + K'T')a. 0

Proposition 9. La relation de divisibilité définit un pré-ordre sur Z, c’est-a-dire :
(i) Pour tout a € Z, ala.

(ii) Pour tout a,b,c € Z, si alb et b|c alors alc.

Preuve :
(i) 11 suffit de prendre k = 1.

(ii) Soit a,b,c € Z tel que alb et b|c. 1l existe k € Z tel que b = ka et k' € Z tel que ¢ = k'b.
D’ou ¢ = kk'a donc alc.

O
Pour que la relation de divisibilité soit une relation d’ordre sur Z il faudrait que si a divise b
et b divise a, alors a = b. Or, ce n’est pas le cas comme le montre 'exemple de a = 1 et b = —1.

Cependant, cette propriété est vraie sur N.

Lemme 10. Les inversibles de Z sont {—1,1}.

Preuve : 1 et —1 sont inversibles dans Z, montrons que ce sont les seuls. Soit a un élément
inversible dans Z, c’est-a-dire il existe b tel que ab = 1. On a donc |ab| = 1 d’ou |a||b] = 1. En
particulier a et b sont non nuls et vérifient |a| < 1 (car [b] > 1). D’ou |a| € {—1,1}. O
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On remarque en particulier que si alb, alors |a| < |b].

Proposition 11. Soit a,b € Z tel que alb et bla. Alors a = +b.

Preuve : a|b donc il existe k € Z tel que b = ka et bla tel que a = k'a. D’ou a = kF a.
Comme a # 0 (sinon on ne pourrait avoir a|b), on a kk’ = 1 d’ou k est inversible dans Z. Or,
I'ensemble des inversibles de Z est {—1,1}. O

1.1.3 Division euclidienne

Passons maintenant au théoréeme fondamental de la division euclidienne :

Théoréme 12. Soit a,b € Z avec b # 0. Il existe un unique couple (q,r) vérifiant les
propriétés suivantes tel que a = bg+ 1 et v € [0,b — 1]. Les entiers q et r s’appellent
respectivement quotient et reste de la division euclidienne de a par b.

Preuve : Montrons ce résultat par analyse-synthese :
Analyse :
Supposons qu’il existe un couple (g, r) vérifiant a = bq + r et r € [0,b — 1]. On a alors

0<r<b
— 0<a—-0bg<d
< bg<a<blg+1)
= Z<g<it
b=1%%
Ainsi g est un entier vérifiant § < ¢ < ¢ + 1. Un tel entier est unique et est définie par ¢ = {%J
Synthese :
Il s’agit de vérifier 'existence d'un tel entier.
L’ensemble {k € Z |k < §} est sous-ensemble de Z non vide et majoré donc admet un maximum
q. Posons r = a — bq. Montrons que ces entiers vérifient la propriété voulue. ¢ + 1 majore
{keZ|k < ¢} donccomme k+1€ Zonag< % <qg+1 doubg <a<blg+1)don
0<r<b-1 O

Exemple 13. La division euclidienne de 19 par 7 est 19 =2 x 7+ 5.

On peut lier la division euclidienne a la divisibilité avec la proposition suivante :

Proposition 14. Soit a,b € Z. alb <= le reste de la division euclidienne de b par a
est 0.

Preuve : Le sens réciproque est trivial vu que si le reste de la division euclidienne de b
par a est 0 alors b = ga + 0 d’ou alb.
Supposons que a|b donc il existe k € Z tel que b = ka. Par théoréme de division euclidienne il
existe (¢,r) tel que b=qga+ret 0 <r <a.
D’ou ka = ga + r d’ou r = (k — ¢)a. En particulier r|a d’otu r = 0 car |r| < a. O

1.1.4 Congruences

Définition 15. Soit a,b € Z, n € N*, on dit que a congrue en b modulo n et on note
a = b[n] lorsque n|b — a.




La caractérisation suivante de a = b [n] est souvent prise comme définition :

Proposition 16. Soit a,b € Z, n € N*, a = b[n| si et seulement si a et b ont le méme
reste par la divison euclidienne par n.

Preuve : ( = ) Ecrivons la division euclidienne de a et b par n : il existe ¢, ¢, r, 7" avec
0<r<net0<r'<ntelquea=gn+retb=¢n+r.Doub—a=(¢d—qn+r" —ravec
r"—r < n. Il s’agit donc de I’écriture de la division euclidienne de b — a par n. Comme n|b— a,
il vient que v’ —r =0 dour =1,

(«<=) En reprenant les notations suivantes, supposons que r = 7', on a donc b —a = (¢’ — q)n
d'oun|b—a. O

Ainsi, on a alb <= a = 0[b]. En particulier le reste de la division euclidienne de a par b

est le plus petit entier positif r tel que a = r [b].

Proposition 17. La relation de congruence modulo n € N* est une relation d’équivalence
sur Z, c’est a dire :

(i) Pour tout a € Z,a = a[n]
(ii) Pour tout a,b,c € Z tel que a = b[n] et b = ¢[n]) alors a = ¢ [n]
(iii) St a,b € Z tel que a = b[n] alors b = a[n).

Preuve :
(i) Tout entier divise 0.

(ii) Soit a,b,c € Z tel que a = b[n] et b = ¢[n]). En écrivant ¢ —a = ¢ — b+ b — a, comme
nlc —b et n|b — a, nlc — a.

(iii) Supposons que n|b — a, alors nja — b.

U
La relation de congruence est compatible avec les opérations arithmétiques :
Proposition 18. Soit a,b,c,d € Z tel que a = b[n] et ¢ = d[n] alors
(i) a+c=b+d]n]
(ii) ac = bd[n]
Preuve : Soit a,b,c,d € Z tel que a = b[n] et ¢ = d [n]
1. Onanlb—aet nld—cdounlb+d— (a+0b).
2. bd —ac=d(b—a)+ a(d — ¢) d’out comme n|b—a et n|d — ¢, on a n|bd — ac.
U

Remarque 19. En itérant le point (i), si a = b[n] alors Vk € N, a* = b* [n].

Exercice 20. Trouver le chiffre des unités de 3202%.

Le chiffre des unités d’'un nombre est le reste de ce nombre par la division euclidienne par 10.

Il ’agit donc de trouver le plus entier positif 7 tel que 322! = r [10].

On a 3* =81 donc 3* = 1[10].

Or, 32021 = 4 x 505+ 1 d’ou 329?! = 3 x (3%)%% et comme 3* = 1[10], on a (3%)°® = 1\525:[10]
=1

d’ott par compatibilité avec les opérations arithmétiques, 32°2! = 3 [10]. Le chiffre des unités de

32021 est, 3.



1.1.5 Application de la congruence : Critére de divisibilité

Proposition 21. Soit a € N, on note a = @,a,—1...a1a9 l’écriture décimale de a avec
ag le chiffre des unités, ay le chiffre des dizaines, c’est-a-dire les uniques nombres dans
n

[0,9] tel que a =" a;10*
k=0
(i) 2|la <= 2|ay.
(ii) 3la <= 3lag+ ...an,.
(7i7) 5la <= 5lao.
(iv) 9a <= 9lag + ... a,.
(v) 1llag — a1 + - -+ + (=1)"ta,_1 + (—1)"a,

Preuve :

(i) Comme 2/10, on a 10 = 0[2] d’ott Y _ 410" = a¢ [2] d'ott 2|a <= 2|ao.
k=0

(i) 10=1[3] dott > ;10" = @, [3] dott 3la <= 3| a.
k=0 k=0 k=0
(iii) De méme que (7).
(iv) De méme que (ii).
(v) 10=—1[11] dott Y (-1 a, = > (—1)*a; [11] dott 11ja <= 11> (—1)Fay.
k=0 k=0 k=0

Exemple 22. 5928 est divisible par 3 car 5 + 9 + 2 + 8 = 24 est divisible par 3.

1.2 PGCD et PPCM
1.2.1 PGCD

Définition 23. Soit a,b € 7Z, '’ensemble des diviseurs commun positif de a et de b est

une partie non-vide et majoré (par max(a, b)) donc admet un plus grand élément appelé
PGCD de a et b, noté a A b.

Exemple 24. Les diviseurs de 16 sont 1, 2,4, 8 et 16 et les diviseurs de 24 sont 1, 2, 3,4,6,8,12,24
donc le plus grand diviseur commun de 16 et 24 est 8.

Remarque 25. On a pour tout a € Z, a A0 = a.

Pour calculer le pged de deux entiers a et b, on peut utiliser 'algorithme d’Euclide :

Algorithme d’Euclide

Présentons un lemme :

Lemme 26. Soit a,b € Z, le PGCD de a et b est égal au PGCD de b avec le reste de la
division euclidienne de a par b.




Preuve : Ecrivons la division euclidienne de a par b : a = bg+r. Montrons que les diviseurs
communs de a et b sont les mémes que les diviseurs communs de b et r.
Soit k un diviseur commun de a et b, alors k divise a — bg d’ou k divise r.
Soit k un diviseur commun de b et r, alors k divise bg + r donc divise a. O

Présentons 'algorithme : Soit a et b € Z,

Posons ag = a et by = b et pour n € N, posons a,1 = b, et b, 1 = 7, avec r, le reste de la
division euclidienne de a,, par b, (pour b, # 0).

On a pour tout n € N, a,,41 Abyy1 = by ATy, = a, ANb, d’apres le lemme. Ainsi, la suite (a,, Ab,)
est constante.

De plus, pour tout n € N, b,,1 = r, < b, donc la suite (b,) est strictement décroissante, comme
c’est une suite d’entier, elle stationne a 0.

Ainsi, il existe un rang ng a partir du quel on a b,, = 0 d’ott pour tout n € N,a, A b, =
Ao N\ by = apg N0 = ay,.

Exemple 27. Appliquons l'algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD de 72 et 30.
Ona72=2x30+12

30=2x12+6

12=2x 6+ 0 donc le PGCD de 72 et 30 est 6.

L’algorithme d’Euclide permet d’écrire le PGCD comme une combinaison arithmétique des
deux entiers.

Proposition 28 (Relation de Bézout). Soit a,b € Z, il existe u,v € Z tel que a Nb =
au + bv. Une telle relation est appelée relation de Bézout.

Preuve : En reprenant les notations précédentes. On va montrer par récurrence double la
proposition suivante : P, : il existe deux entiers u,, et v, tel que a,, = au,, + bv,.
Initialisation : On a ag = a donc en posant ug = 1 et vg = 0 on a ag = aug + bvg.
On a a; = by donc en posant u; =0 et v1 = 1 on a a; = auy + bv;.
Hérédité : Soit n € N tel que P, et P, est vraie. Montrons P, .
Qpio = b1 =1y = ay — @by = a, — quan11 avec g, le quotient de la division euclidienne de
a, par b,. Par hypothese de récurrence, il existe u,, u,y1, v, et v, tel que a, = au, + bv, et
(pi1 = QUpiq + b, 1. D'ol

Unto = AUy + bvy, — q(atni1 + bupy1) = a(uy, — quatr) + (v, — qUpt1)

En posant w, 19 = u, — qupi1 €t Upp1 = U, — qUuir. Onoa Py s,

On a donc au rang ng,a A b = @y, = Ay, + bu,,. U
Ainsi, la proposition dit que le pged de deux entiers s’exprime comme une combinaison

arithmétique de ces deux entiers.

[ Proposition 29. Soit a,b,c € Z, c|a et c|b si et seulement si c|la A'b.

Preuve :

(=) On utilise la relation de Bézout de a et b : il existe u,v € Z tel que a A b = au + bv.
Donc si cla et ¢|b. ¢ divise toute combinaison arithmétique de a et de b donc en particulier
au + bv.

(«<=) Si cla A b, alors comme a A bla et a A b|b, par transitivité c|a et c|b. O

Ainsi, le pged de a et b est le plus grand au sens diviseur non plus seulement pour en terme
de l'inégalité classique sur N mais également au sens de la relation de la divisibilité.



Quelques propriétés du PGCD

Proposition 30 (homogénéité du PGCD). Soit k € N, a,b € Z

k(a A b) = ka A kb

Preuve : 1l existe u,v € Z tel que a A b= au+ bv d'ou k(a A b) = kau + kbv.
11 suffit de montrer que le plus grand diviseur commun a ka et a kb est k(a A b).
On a déja que a A b divise a donc k(a A b) divise ka, de méme k(a A b) divise kb donc k(a A b)
est un diviseur de ka et kb.
Soit [ un diviseur commun a ka et kb, alors [ divise kau + kbv donc divise k(a A b). U

Proposition 31 (Associativité du PGCD). Soit a,b,c € Z, on a

aN(bAc)=(aNb)Ac

Preuve : Il suffit de montrer que I’ensemble des diviseurs communs de a et b A ¢ est égal
a I’ensemble des diviseurs communs de a A D et c.

Soit 1 € Z -

laetllbAc < lla et [I]b et l|c]
< llaetl|bet l|c
< [l|a et l]b] et l|c
< llaAnbetllc

O
1.2.2 Entiers premiers entre eux
[ Définition 32. Soit a, b € Z, on dit que a et b sont premiers entre eux lorsque aAb = 1.
Exemple 33. Les entiers 12 et 21 sont premiers entre eux.
Remarque 34. Soit a,b € Z, les entiers %> et ﬁ sont premiers entre eux par homogénéité

du PGCD.

La notion de premiers entre eux est mise en avant avec le théoréeme suivant, fondamental
en arithmétique.

Théoreme 35. Soit a,b € Z,

aANb=1 <= Fu,veZ|lau+bv=1

Preuve : Le sens direct est immédiat avec la proposition 10. Pour le sens réciproque,
supposons qu’il existe u,v € Z tel que au + bv = 1. Soit k € Z un diviseur de a et b, alors k
divise toute combinaison arithmétique de a et b donc divise 1. Ainsi k = 1. D'ounaAb=1. O

Le théoreme de Bézout admet deux corollaires trés importants :

Théoréme 36 (Lemme de Gauss). Soit a,b,c € Z, si albc et a Nb =1 alors alc.




Preuve : a A b donc d’apres le théoreme de Bézout il existe u,v € Z tel que au + bv = 1.
En multipliant par ¢, on a auc + bvc = ¢. Or, comme albe, il existe k € Z tel que be = ka d’ou
¢ = auc + kav = a(uc + kv) d’ou alc. O

[ Proposition 37. Soit a,b,c € Z tel que alc, blc et a ANb =1 alors ablc.

Preuve : a A b donc d’apres le théoreme de Bézout il existe u,v € Z tel que au + bv = 1.
De méme en multipliant par ¢, on a auc + bve = ¢. Comme alc et b|c il existe k,l € Z tel que
c=kaet c=1b. Dot ¢ = aulb+ bvka = ab(ul + vk) d’ou ab|c. O

Exemple 38. Un exemple application est le suivant :
n—1

Soit P € Z[X] unitaire que l'on notera P = X" + > a; X", si a est une racine rationnelle de
k=0
P alors a € Z.

En effet, notons a = % avec p A\ q=1.

On a

n—1 pn n—1 pk
P(a) :a”—kZakak: 7+Za’f7 =0
k=0 7 k= 4

D’ou en multipliant par ¢", on a
n—1
pn — Z akpk:qn—k
k=0

Pour tout k € [0,n — 1], glaxp®q™* d’ou ¢[p". Comme g A p = 1 d’apres le lemme de Gauss,
on a q|p d’ou a € Z.

1.2.3 Equations diophantiennes linéaires

Une autre application du lemme de Gauss et la résolution d’équations diophantiennes li-
néaires. On s’intéresse pour a, b, c € Z a la résolution de 1’équation

ar+by=c (E)
avec x,y € Z.

Les relations de Bézout permettent de donner I'existence ou non de solutions :

[ Proposition 39. L’équation (E) admet une solution si et seulement si a A blc.

Preuve : Si (E) admet un couple de solution (x,y) alors comme a A b divise a et b, a A'b
divise ax + by donc a A b divise c.
Réciproquement, en écrivant la relation de Bézout de a et b, il existe u,v € Z tel que au+ bv =
aAb.SiaAb|c, il existe k € Z tel que ¢ = k(a A b) d’ott en multipliant la relation de Bézout
par k, on a auk + bvk = c. Le couple (uk,vk) est solution de (FE). O
Le théoreme suivant permet de décrire dans le cas de I'existence d’une solution, ’ensemble
des solutions :

Théoréme 40. Soit (zo,yo) une solution particuliére de (E). L’équation (E) admet une
infinité de solutions qui sont de la forme (xo + kb, yo — ka), k € Z.

Preuve : (F) admet une solution donc quitte a diviser I’équation par a A b, considérons
que a et b sont premiers entre eux.
Analyse :

10



Soit (z,y) un couple de solution, comme (¢, yo) est solution de (F), on a (F) <= ax+by =
axg + byy <= a(z —x9) = b(yo — v).

Comme bla(x — xg) et a Ab =1, d’apres le lemme de Gauss b|z — xg, donc il existe k € Z tel
que x —xg = kb < x = x¢ + kb.

De plus, a(zg + kb) + by = axg + byy donc comme b # 0, on a ka +y = yo d'ou y = yo — ka.
Ainsi on a x = x¢ + kb et y = yo — ka.

Synthese :
Montrons que les couples (xg + kb, yo — ka) sont solutions :

a(xg + kb) + b(yo — ka) = axo + by = ¢

Exemple 41. Résolvons I’équation diophantienne 2z + 3y = 1.

2 A3 =1 donc il existe au moins une solution que 'on peut trouver a l'oeil : (—1,1).

Soit (z,y) une solution de 2z +3y =1,ona2r+3y =2x —1+3x 1 dou2(x+1) =3(1—y).
Comme 3|2(z + 1) et 2A 3 = 1, d’apres le lemme de Gauss, 3|z + 1 donc il existe k € Z tel que
r+1=3k doux=—-1+3k.

De plus, comme 2(—1+3k) +3y=2x —1+3x1,ona2k+y=1douy=1-2k.

On peut vérifier que les (—1 + 3k, 1 — 2k) sont bien solutions.

D’ou 'ensemble des solutions est {(—1 + 3k, 1 — 2k), k € Z}.

A

P

FIGURE 1.1 - La droite d’équation 2z + 3y = 1 coupe le réseau Z? aux solutions de I’équation
diophantienne ci-dessus

1.2.4 PPCM

Définition 42. Soit a,b € Z, I'’ensemble des multiples non nuls de a et de b est une
partie de Z minorée par max(a,b), donc admet un plus petit élément appelé PPCM de
a et de b, noté a Vv b.

Exemple 43. Les multiples de 16 sont 16,32, 48,64, ... et les multiples de 24 sont 24,48, 72, ...
dont le plus petit multiple commun est 48.
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Proposition 44. Soit a,b € Z, le PPCM de a et de b est le plus petit multiple de a et
de b en terme de divisibilité : soit m un multiple de a et de b alors m est un multiple de
aVb:

Vm € Z,[a|lm et bjm| <= aV bm

Preuve : (<) Comme ala Vb et blaV b et aV bjm alors a|m et bjm.
( = ) Supposons que a|m et bjm. Montrons que a V b|m.
Pour cela, écrivons la division euclidienne de m par a Vb : il existe g € Z et 0 <r < a Vb tel
que m = q(aVb)+r.Dour=m-—q(aVb).
Comme a|m et ala Vb, on a a|r et de méme b|r. Ainsi r est un multiple commun a a et b et est
strictement plus petit que a V b d’ou r = 0. D’ou a V b|m. O
Il y a une relation liant le PGCD et le PPCM

Proposition 45. Soit a,b € 7Z,

labl = (a A'b) X (a V b)

Preuve : Il suffit de prouver cette relation pour a et b positifs.
On peut écrire a =da’ et b=db avecd=aANbet a' NV = 1.
Il suffit de prouver que I'entier da’b’ est égal au PPCM de a et de b. Utilisons pour cela la
caractérisation du PPCM précédente.
da’t’ est un multiple commun de a et de b. Soit m un multiple commun & a et b. Montrons que
m est un multiple de da’d’.
Il existe k € Z tel que m = ka = kda’ et il existe [ € Z tel que m = b = ldb' d’ou kda’' = ldb
d’ou ka' =l car d # 0.
Or, a’ AV =1 donc d’apres le lemme de Gauss, /|l donc il existe n € Z tel que | = na’ d’ou
m = nda’t’ donc m est un multiple de da'b’. O

1.2.5 Généralisation a n > 2 entiers

Définition 46. Soit a,...,a, n entiers. Comme le PGCD et le PPCM est associatif,
on peut définir par récurrence le PGCD (resp. le PPCM) de ay, . .., a, noté A aj (resp.

k=1
n n—1
\/ ar) comme étant a; A ag sin = 2 et (/\ ag) A ap sin > 3 (resp. a; Vag sin =2 et
k= .
n—1 !
(\ ax) Va,sin>3.
k=1

Toutes les propriétés établit a présent se généralisent sans difficulté pour n > 3 entiers.

Définition 47. Soit aq,...,a, n entiers. On dit que a4,...,a, sont premiers entre
n

eux dans leurs ensemble si /\ a, = 1.
k=1

Remarque 48. Il convient de distinguer la notion de premiers entre eux dans leurs ensemble
et la notion de premiers entre eux deux a deux. Si aq,...,a, sont premiers entre eux deux a
deux alors ils sont premiers entre eux dans leurs ensemble mais la réciproque est fausse. Les
entiers 6,10 et 15 ne sont pas premiers entre eux deux a deux mais sont premiers entre eux
dans leurs ensemble.
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Le théoreme de Bézout se généralise par récurrence :

Proposition 49. Soit a4,...,a, € 7Z.
n n
(i) Il existe uq,...,u, € Z tel que /\ ay = Zukak
k=1 k=1
(ii) ay,...,a, sont premiers entre eux dans leurs ensemble si et seulement si il existe

Ui, ...,u, € 7Z tel que Zukak =1.
k=1

1.3 Nombres premiers

1.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 50. Soit n € N* on dit que n est premier si n admet exactement deux
diviseurs (lui-méme et 1).

Un nombre non premier est appelé un nombre composé.
Remarque 51. 1 n’est pas un nombre premier
Exemple 52. Les nombres 2,3,5,7,11, 13 sont premiers.
Remarque 53. Tous les nombres premiers sont impairs sauf 2.

Les nombres premiers constituent des "brique élémentaires” de l'arithmétique : en effet,
tout nombre composé admet des diviseurs premiers. Nous préciserons ce fait dans la prochaine
section.

[ Proposition 54. Tout nombre entier > 2 admet au moins un diviseur premier

Preuve : Par récurrence forte, si n = 2, comme 2 est premier, il admet 2 comme diviseur
premier.
Soit n € N tel que pour tout k& < n, £ admet un diviseur premier. Montrons que n + 1 admet
un diviseur premier :
Si n + 1 est premier alors il admet n + 1 comme diviseur premier.
Sin 4+ 1 est composé, il existe 1 < a,b < n tel que n + 1 = ab. Par hypothese de récurrence, a
admet un diviseur premier donc n 4+ 1 admet un diviseur premier. O
Un corollaire de cette proposition est le théoreme d’Euclide qui affirme qu’il y a une infinité
de nombres premiers :

[ Théoréme 55 (d’Euclide). [l existe une infinité de nombres premiers.

Preuve : Par I’absurde supposons qu’il existe un nombre fini N de nombre premier. Notons
les py,...,pn. Considérons l'entier M =p; X -+ X py + 1.
Or, Vi € [1, N], M = 1[p;] donc M n’admet pas de diviseur premier. Absurde. O
Pour déterminer si un nombre nest premier, on peut effectuer un test de primalité qui
consiste a vérifier si il est divisible par k pour tout 1 < k < n. La proposition suivante indique
qu'il suffit de le verifier pour k£ < \/n.

Proposition 56. Soit n un nombre composé, n admet un diviseur < \/n.
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Preuve : n est composé donc admet un diviseur dans [2,n — 1]. Considérons le plus petit
diviseur dans [2,n — 1] notons le a. Il existe donc b > a tel que ab = n.
D’ott n = ab > b? donc b < /n. O
Ainsi, par contraposition si n n’admet pas de diviseur > /n, alors n est premier.

Pour trouver tous les nombres premiers inférieurs a un entier donné, on utilise le test de
primalité précédent sur chaque entier k& < n. Cet algorithme est appelé le crible d’Eratos-
théne :

— On coche 1.
— Pour le prochain nombre premier p non criblé, on crible tous les kp k € [1, %}]

— On arréte lorsque p > V' N.

rl2(3|4[5][6]7|8]9] W
11|13 | 4|15 |16 |17 |- | 19| 20
2012723 | 2412526272829 30
313238 34|35 |36 |37 38|39 4
A1 | A7 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48| 49| 50
S| 52 |53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
61|62 |63 | 64| 65| 66|67 |68|69| A
TL| 22|73 | |75 | 76 | 77 | 28| 719 | 80
BT |82 (83 |84 |85 |86 |87 |88|8)| 90
91 |97 |93 | 94195 |96 | 97 | 98| 99 | 160

F1GURE 1.2 — Crible d’Eratosthene pour N = 100

Calculons la complexité en nombre de fois ot on crible un nombre :

On effectue pour chaque nombre premier p < +/N, on crible % fois d’ou la complexité est

dominé par

N 1
> {J <N > -
p<vi LP p<vw P
p premier p premier

1.3.2 Théoreme fondamental de ’arithmétique

La vision des nombres premiers comme étant des "briques élémentaires de 'arithmétique" est
justifiée par le théoreme suivant dit "fondamental de I'arithmétique". Tout d’abord, montrons
un lemme qui généralise le lemme de Gauss pour les nombres premiers.

Lemme 57. Soit ay,...,ax € Z, p un nombre premier. Si play X - -+ X ay, alors il existe
i € [1,k] tel que pla;

Preuve : Montrons le lemme par récurrence sur k.
Si k = 2, alors comme p|ajay. Si a; = p alors le résultat est vrai. Sinon comme p est premier,
on a pAa; =1 donc d’apres le lemme de Gauss p|as.

Supposons le résultat vrai pour un k£ € N fixé. Montrons qu’il est vrai pour k& + 1. Soit

ay,...,age1 tel que plag X -+ X ap X agy1. Si plag X -+ X ai alors par hypothese récurrence,
il divise I'un des a;. Sinon, comme p est premier, p A a; X --- X a; donc d’apres le lemme de
Gauss, plaj1- O

Passons maintenant au théoreme :
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Théoréme 58 (fondamental de Parithmétique). Soit n > 2, il existe une unique suite
de nombre premier distincts py,...,pr et d’entiers aq,...,ay tel que

— & (893
n=pyt X e X py

. Cette décomposition est appelée décomposition en facteurs premiers.

Preuve :
Existence :
Montrons l'existence d’une telle décomposition par récurrence forte.
Pour n = 2 la décomposition est déja donnée.
Soit n € N tel que tout £ < n admet une décomposition en facteurs premiers. Montrons que
n + 1 admet une décomposition en facteurs premiers.

— Sin+ 1 alors n 4+ 1 est sa propre décomposition en facteurs premiers.

— Sin+1 est composée, il existe 1 < a,b < n tel que n+1 = ab. Par hypothese de récurrence
il existe p1,...,Pk, q1,...q des nombres premiers et des entiers aq,...,ax, B1,..., 5 tel
que a = pi*t X -+ X ppk etb:qf1 X o+ ngl.

La décomposition
n L=t ) X X gt X X g
est une décomposition en facteurs premiers.

Unicité :

Supposons que n > 2 admet deux décomposition en facteurs premiers :

n:p?lx...xpzk:qlﬁlX...xqigl

p1|pit X oo X pp¥ done py|git X - x ql’Bl donc d’apres le lemme de Gauss, il existe i € [1,(]
tel que p1|g;. Or, comme p; et ¢; sont premiers, on a p; = ¢;. De méme tout facteur premier
de la décomposition de gauche est inclus dans la décomposition de droite et par symétrie, les
facteurs de la décomposition sont égaux.

Montrons maintenant que les exposants sont égaux.
On a pf* X -+ X ppt = P X x pf’“. Par ’absurde supposons qu’il existe i € [1, k] tel que
a; # B;. Supposons que «; > f3;, alors en divisant par (;, on a

a1 o;— B34 ap B Bi—1 Bit+1 oy
PrX e Xt T X e X E = py X X Xpi X Xy

Donc p;|ps* X -+ - x p& P 5o x p& done p|pit x - - - xpfﬁ’ll xpfﬁll X+ X pp* donc par lemme

de Gauss divise un des p, r # i d’ou comme p, et p; sont premiers, on a p; = p,. Absurde car
2 p 2 p ) g b

les facteurs premiers sont distincts. D’ou 'unicité. O

Exemple 59. La décomposition en facteurs premiers de 60 est 22 x 3! x 5.

1.3.3 Valuation p-adique

Le théoreme fondamental de I'arithmétique permet donc d’identifier un entier aux exposants
des nombres premiers qui apparaissent dans la décomposition. Cela nous permet de poser la
définition suivante :

Définition 60. Soit n € N*, et p un nombre premier. On appelle valuation p-adique
de n noté v,(n) P'exposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers. On a
donc :

v,(n) = max{k € N, p*|n}
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Exemple 61. Comme 60 = 2% x 3! x 5, on a v,(60) = 2,v3(60) = 1 et v5(60) = 1 et pour tout
autre nombre premier p, on a v,(n) = 0.

Remarque 62. On a pour tout p premier, v,(1) = 0.

Ainsi, la décomposition en facteurs premiers peut s’écrire :

Vne N n= H pr(®)

p premier

Ce produit contient un nombre fini de terme non égaux a 1 ce qui en justifie la convergence.

La valuation p-adique a une propriété de morphisme de monoide :

[ Proposition 63. Soit a,b € N*, v,(ab) = v,(a) + v,(b).

Preuve : Direct avec les propriétés sur les puissances et la décomposition en facteur pre-
mier. [ La valuation p-adique permet de calculer le PGCD et le PPCM de deux entiers :

Proposition 64. Soit a,b € N,
(i) alb <= Vp premier vy(a) < v,(b)
(i) anb= [ prner@ene)

p premier

(iii) avVb=]] pmax( up(a),vp(b))

p premier

Preuve :

(i) Supposons que alb, il existe k € N tel que b = ka. On a pour tout p premier, v,(b) =
vp(ka) = vp(a) + vp(k) > vy(a).

Réciproquement, si pour tout p premier, v,(a) < v,(b), alors

b= [ »*®= J[ p»@ J[ pr®-w@

premler premler premler

=a

d’ou alb.
(i) D’apres (), IT, premier P™ (@) est un diviseur commun & a et & b.
Soit k& un diviseur de a et b, on a pour tout p premier (k) < vp(a) et vy(k) < vy(b
P p
d’ott vy (k) < min(vp(a),vp(b)) d'ot v, (k)|v,( [] printela ENC )))

p premier

Donc klv,( ] prinCe(@v®)) - Ainsi; par caractérisation a A b = 11 pmin(ve(a),vp (b))

premler premler
(iii) Idem que (7).
O

Enfin, parlons de la formule de Legendre qui permet de calculer la valuation p-adique de n!.

Théoréme 65. Soit n € N* et p un nombre premier.

) = 3 M

%
k=1 LP
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Remarque 66. Cette somme est en réalité finie car la suite (p¥)ren est strictement croissante

donc il existe k € N tel que pour tout [ > k,p' > n d’ou VZZJ =0.
p

Preuve : . .
= Up H Z Up(k)
k=1 k=1

Pour calculer I'exposant de p dans la décomposition en facteur premier de k, on note 6% = 1 si
+oo
p'|k et 0 sinon. La valuation p-adique de k est égal a Z k.

N i=1
D’ou
n oo +o00 n

HEDHILED I

k=11i=1 1=1 k=1

Et Z 5;“ est le nombre d’entiers 1 < k < n tel que p'|k c’est donc L%J
k=1

=X n

Dot vy(n!) =) {kJ O
k=1 LP

Exemple 67. Calculons le nombre de zero dans I'ecriture décimale de 2021!.

Il s’agit de trouver le plus grand entier k& € N tel que 10¥]2021!. Or, 10* = 2¥5% d’oti comme

28 A BE =1, on a 10%|2021! <= 2%]2021! et 5%]2021!.

Calculons v5(2021!) et v5(2021!).

D’apres la formule de Legendre :

£2 12021
02(20211) = 0,(20211) = 3 ka — 1010+ 505+ 252 + 126 + 63 + 31 + 15+ 7+ 3+ 1 = 2013
k=1
| e 2021
05 (2021) = (2021 = 3 {MJ — 404+ 80 + 16 + 3 = 503

. D’ou il y a 503 zéros dans ’écriture décimale de 2021!.

Corollaire 68. Soit 1 < k <n € N, p un nombre premier, on a
-z -5

v = — | = — | =

(=25 -5 - 5

Exercice 69. Montrer que 4] (%f) si et seulement si n n’est pas une puissance de 2.

On a d’apres la formule de Legendre

4] (2”) si et seulement si 112((:)) > 2.
1:

Ecrivons n = 2"q avec g N1 =
()= Sl 2l S 2ok

q
=2 {Qk—s—lJ
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2:)) = 1. Sinon il existe k € N* tel que 2¥ < 2¥+1 et on a donc en

considérant le k-éme terme de la somme 1)2((2:)) >1+ {Q%J -2 {#J > 2 d’ou 4| (2:)

Si ¢ = 1, alors Ug((

1.3.4 Petit théoréme de Fermat

Concluons ce chapitre par ce théoreme, tres utile pour établir des congruences :

Théoréme 70 (Petit théoréeme de Fermat). Soit a € Z, p un nombre premier. On a

a? = a[p]

Si de plus a A p, alors a1 = 1[p].

Preuve : Il suffit de montrer le résultat pour a € N*.
Montrons le théoreme par récurrence.
Si a =1, alors le résultat est vrai.
Soit a € N tel que a? = a [p], montrons que (a + 1) = a + 1[p].

P p-1
D’apres la formule du bindme de Newton, (a + 1) =Y <Z> a" =aP +1+ > <Z> a”.
k=0 k=1

p—1

Or, par hypothese de récurrence, on a a? = a [p]. 1l suffit donc de montrer que p| Z <z> a”.
k=1

Or, pour k € [1,p — 1], k(i) = p(ij), donc comme p|kz(£) et p Ak =1 car p est premier et

p—1
k€ [1,p — 1], d’apres le lemme de Gauss, p| (Z) d'ot p| Y <Z> a® d’ou le résultat.
k=1

De plus si a A p = 1, alors comme a” —a = 0[p|, on a pla(a’~' — 1) avec a A p =1 donc
=a(ar—1-1)
d’apres le lemme de Gauss pla?~! — 1 d’ot le résultat. O

18



Chapitre 2

Arithmétique modulaire : Etude de
I’anneau Z/nZ

Dans ce chapitre nous n’étudierons que 'aspect arithmétique de Z/nZ pour pouvoir I'ap-
pliquer a 'arithmétique dans Z. Nous n’étudierons pas I'aspect théorie des groupes de Z/nZ.

2.1 Définition et propriétés

2.1.1 Définition de anneau Z/nZ

Définition 71. Soit n € N*, la relation de congruence modulo n est une relation d’équi-
valence. Pour k € 7Z, on note k la classe d’équivalence de k pour cette relation c’est-a-dire
I’ensemble des entiers qui sont congrus a k modulo n.

Exemple 72. Pour n =5, on a :
8=1{...,-2,3,8,13,18,23,...}.
I1={..,-4,1,6,11,16,21,...}.

Dans toute la suite, on fixe un entier n € N*.

Proposition 73. Soit a,b € Z,

a=b < a=bln]

Preuve : Sia = b[n] alors si k € @, on a k = a[n|, donc par transitivité k£ = b[n| d’on
k € bdoua C b. Par symétrie, on a également b C @ d’ou @ = b.
Réciproquement si a = b [n], comme a € @, on a a € b d’ou a = b[n]. O

Définition 74. Soit n € N*, on appelle Z/nZ 1’ensemble des classes d’équivalence pour
la relation de congruence modulo n :

Z/nZ = {k,k € 7}

Avec cette définition, on peut penser que Z/nZ est un ensemble infini mais il n’en est rien :

Proposition 75. Soit n € N*, Z/nZ est un ensemble fini de cardinal n.
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Preuve : Montrons que Z/nZ = {0,...,n — 1}. Soit a € Z, montrons quea € {0,...,n — 1}.
En effectuant la division euclidienne de a par n : il existe ¢ € Z et r € [0,n — 1] tel que
a = gn + r donc en passant a la congruence modulo n, on a a = r[n] d’ou @ = 7. D’ou
Z/nZ C {0,...,n—1} d’ou comme l'autre inclusion est immédiate, Z/nZ = {0,...,n — 1}.
Montrons a présent que |{0,...,n — 1}| = n. Pour cela, il suffit de prouver que les k avec
k € [0,n — 1] sont différents. Par I'absurde si il existe k,I € [0,n — 1] tel que k = [, on a
k=1l[n]. Douk—1=0[n| doun|lk—laveck—I1<n.Douk—1=0etk=1[ Absurde. [

L’intérét de I'ensemble Z/nZ est que 'on peut le munir d’opérations :

Proposition-Définition 76. Soit a,b € Z/nZ, soit k un représentant de a et [ un représentant
de b. La classe k + [ ne dépend pas du choix du représentant k et [ et est noté a + b.

Preuve : Soit k, &’ deux représentants de a et [,I’ deux représentants de b. Montrons que
k+1=Fk +1 cest-a-dire k + [ = k' +1'[n].
Comme k = k', on a k = k' [n] et de méme [ = I’ [n| d’ou par somme k + 1 = k' + ' [n]. O

Proposition 77. L’opération + sur Z/nZ est associative, commutatif, admet pour élé-
ment neutre 0 et pour tout a € 7Z il existe un élément que l'on notera —a vérifiant
a+(—a)=0.

Preuve : L’associativité et la commutativité découle directement de ’associativité et la
commutativité de I’addition classique. De méme, on vérifie aisément que 0 est élément neutre
et que pour tout a € Z, a + (—a) = 0. O

La proposition précédente dit que ’ensemble (Z/nZ,+) a une structure de groupe abélien.

Proposition-Définition 78. Soit a,b € Z/nZ, soit k un représentant de a et [ un représentant
de b. La classe k x [ ne dépend pas du choix du représentant k et [ et est noté a x b.

Preuve : Soit k, &’ deux représentants de a et [,I’ deux représentants de b. Montrons que
kx 1=k x1 cest-a-dire k x | = k' x I'[n].
Comme k =k, on a k = k' [n] et de méme [ =’ [n] d’ott par somme k x [ = k' x I’ [n]. O

Proposition 79. L’opération x sur Z/nZ est associative, commutatif, admet pour élé-
ment neutre 1.

Preuve : Idem que pour ’addition, les propriétés se découlent des propriétés de la multi-
plication classique. O
Ces opérations permettent de dire que (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.

2.1.2 Inverse modulo n

On s’intéresse maintenant a U'inversibilité dans Z/nZ : quels sont les éléments a € Z/nZ tel
qu’il existe b € Z/nZ tel que ab =17

Soit a € Z/nZ, il existe k € Z tel que k = a. Supposons que a admet un inverse b dans
Z/nZ, il existe | € Z tel que [ = b.
La condition ab = 1 se traduit par kI =1 ce qui est équivalent & kI = 1 [n]. D’ou il existe r € N
tel que kIl = 1+ nr d’ou kl — nr = 1. Le théoreme de Bézout assure que cette condition est
rempli si et seulement si £k An = 1.
Reciproquement, on vérifie que si K An = 1 en écrivant la relation de Bézout, on trouve un
inverse de £ modulo n.
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Définition 80. Soit k € Z, on dit que [ € Z est un inverse de k modulo n si kl = 1[n].

Le raisonnement précédent permet de prouver la proposition suivante :

Proposition 81. Soit a € Z/nZ et k un représentant de a. a est inversible dans Z/nZ
si et seulement si k An = 1.

Dans ce cas, on trouve l'inverse de a en écrivant la relation de Bézout entre k et n.

Exemple 82. Dans Z/10Z, on a 3 A 10 donc 3 est inversible dans Z/10Z. Pour calculer son
inverse, on cherche la relation de Bézout entre 3 et 10 en appliquant I'algorithme d’Euclide :
ona 10+ (—3) x 3 =1 d’ou l'inverse de 3 est =3 =T.

Pour résoudre 1’équation
ax =b[n]

avec a,b € Z et n € N* d'inconnu x € Z.

Si a An = 1, alors a admet un inverse modulo 7, notons le a~! donc en multipliant par a~!, on
ax=a'bn.

SiaAn#1,ar =b[n| <= il existe k € Z tel que axz — kn = b donc la proposition 15 permet
de dire que cette équation a une solution si et seulement si a A nlb.

Le cas particulier si n est premier fournit le théoreme suivant :

Théoréme 83. Z/nZ est un corps (ie. tout élément non nul est inversible) si et seulement
st n est premier.

Preuve : Sin est premier, alors pour tout a € Z/nZ non nul, il existe k € Z tel que a = k
tel que an d’ou k An =1 donc a est inversible.
Si Z/nZ est un corps, alors de méme tout élément non nul est inversible donc premier avec n.
Donc n est premier. O

Ainsi, dans le cas ou n est premier, les régles de calcul sont les mémes que dans R car
possedent tous les deux une structure de corps.

Proposition 84 (Générateur de Z/nZ). Soit x € Z/nZ et k tel que x = k. SikAn =1
alors x génére Z/nZ c’est-a-dire pour tout y € Z/nZ, il existe | € 7 tel que lx = y.

Preuve : Soit m un représentant de y.
Comme k A n = 1, en écrivant la relation de Bézout entre k et n : il existe u,v € Z tel que
uk + nv = 1, en multipliant par m, on a muk + nvm = m d’ou modulo n, on a muk = m [n]
d’ott en posant | = mu on a lk = m[n] dou lz = y. O

2.2 Théoréme des restes chinois

Proposition-Définition 85. Soit nq,...,n; k entiers non nuls. On définit sur I’ensemble
L]t Z % - - - x ZL/npZ une structure d’anneau en le munissant de I’addition + en sommant terme
a terme les composantes et d’'une multiplication en multipliant terme a terme les composantes.

On notera dans la suite pour n € Z, 7" sa classe d’équivalence pour la relation d’équivalence
modulo k. C’est un élément de Z/kZ.
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Exemple 86. Dans 'anneau Z/4Z x Z/7Z, on a

2.2.1 Le théoréme

e '

Théoréme 87 (des restes chinois). Soit n,m € N*, si n Am =1 alors lapplication

¢ : Z/nmZ — Z/nZ x Z/mZ
o

est un isomorphisme d’anneauz, c’est-a-dire c¢’est une application bijective vérifiant pour
tout x,y € Z/nmZ :

(i) p(1) =1
(i) p(r +y) = () + 9(y)
(i) o(zry) = o(x)e(y)

Preuve : Commencons par montrer que cette application est bien définie, c’est-a-dire
qu’elle ne dépend pas du représentant k choisi.
Soit 1, k deux représentants de 2 € Z/nmZ. Montrons que ¢(I) = p(k). On a () = (I",1"). 1l
suffit de montrer que [ = k [n] et [ = k[m]. On a |l = k [mn] donc mn|l — k. Comme m An =1,
alors m|l — ket n|l —k d’on (I",1") = (K", k™).

Les conditions (i),(i7) et (iii) sont immédiatement vérifiées.

Montrons que ¢ est bijective.
Montrons l'injectivité : Soit z,y € Z/nmZ tel que p(z) = ¢(y). On a p(x —y) = 0 donc en
prenant un représentant k de z et [ de y, ona k —1 =0[n] et k —1 = 0[m| d'ou n|k — [ et
m|k — 1. Comme n Am = 1, alors nm|k — [ d’ou x — y = 0. L’application est injective.
Comme on a égalité des cardinaux des ensembles de départ et d’arrivé, I'application est bijective.
O

Proposition 88. Soit nq,...,n, € N* tel que nq, ..., n, sont premiers deux da deuzx, alors
Uapplication
@  Zing XX — IniZ X -+ X L/ngZ
En1><---><nk — (E’nl E’nk)

est un isomorphisme d’anneau.

Preuve : Récurrence. U
Ainsi, pour n € N* de décomposition en facteurs premiers pi* x --- x pp*. L’étude de
I'anneau Z/nZ revient a étudier 'anneau Z/pi{*7Z x --- X Z/py*Z donc a étudier les anneaux

Z/p L, ... L]t L.

2.2.2 Application aux systémes de congruences

Le théoreme des restes chinois peut-étre réecrit dans le cadre d'un systéme congruence :
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Théoréme 89 (des restes chinois). Soit ny,...,n; des entiers premiers entre euzr deuz d
deux. Pour tout entiers ay,...,ay, il existe un entier x unique modulo ny X --- X tel que
T =ap[n]

r = ayg[ng

Preuve : Il suffit d’écrire le systeme d’équations comme une équation dans Z/ny X - - - X ngZ.
Le systeme est équivalent a

(T™,..., ") = (a ™, ..., ax"™")
(p(fnlnk> — (a—l’nl’ . ’Tknk)
avec @ l'application du théoreme chinois. Cette application est bien définis par les ny, ..., ny
sont premiers entre eux deux a deux.
La bijectivité de ¢ nous garantit I'existence et 'unicité (modulo ny, ..., ny) d’une telle solution.

O

Exemple 90. Voici le probleme original apparaissant dans le livre de Sun Zi au III-éme siecle
et donnant naissance au théoreme : Soient des objets en nombre inconnu, si on les range par 3,
il en reste 2. Si on les range par 5, il en reste 3. Si on les range par 7, il en reste 2. Combien
a-t’on d’objets ?

Soit x le nombre d’objets, x vérifie le systeme de congruence suivant :

[
[
[

Comme 3,5 et 7 sont premiers entre eux deux a deux, le théoreme des restes chinois nous
garantit l’existence et 'unicité (modulo 105) de la solution.

3]
5]
7l

BB O8
Il
N W N

Pour trouver explicitement une solution on applique la méthode suivante :

Pour i € [1, k], posons n, entier ny X n;_1n;1...ng, on a n; An, =1 car les entiers sont
premiers entre eux deux & deux. Ainsi n; est inversible modulo n/ donc il existe n; " tel que
“n! = 1[n,] et comme pour tout j # i,n;|n}, on a n} 'n} =

n; n; = i Ty = [n]]

Ainsi lentier ) _ a;n}"'n; vérifie le systéme de congruence.
k=1

Exemple 91. Dans notre exemple précédent, On a n; = 3 et n} = 35. En écrivant la relation
de Bézout —35+12 x 3 =1, on a que —1 est un inverse de 35 modulo 3 donc nf 'n} = —35.
On a ny =5 et nj = 21. En écrivant la relation de Bézout —4 x5+ 1x 21 =1, on a que 1 est
un inverse de 21 modulo 5 donc nj 'n} = 21.

On a ng = 7 et n} = 15. En écrivant la relation de Bézout 1 x 15 —2 x 7 =1, on a que 1 est
un inverse de 15 modulo 7 donc nf 'n} = 15.

L’entier 2 x —35 4+ 3 x 21 4+ 2 x 15 = 23 est une solution du systeme et c¢’est 'unique solution

dans [1, 105].
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2.3 Groupe multiplicatif (Z/nZ, x)

2.3.1 Fonction indicatrice d’Euler

Définition 92. On appelle fonction indicatrice d’Euler noté ¢ la fonction qui a un
entier n associe le nombre d’entiers inférieurs n qui sont premiers avec n :

o(n) = [{k € [Ln] [k An =1},

Comme un élément k est inversible dans Z/nZ si et seulement si k An =1, on a ¢(n) =
|Z/nZ"|.

La fonction indicatrice d’Euler sa calcule facilement pour les nombres premiers et pour les
puissances de nombre premier :

Proposition 93. Soit p un nombre premier et « € N, on a
(i) o(p)=p—1
(ii) o(p*) =p*~H(p—1)

Preuve :

(i) Si p est premier, alors il n’y a que p dans [1, p] qui n’est pas premier avec p d’ou p(p) =
p—1.

(ii) Soit k € N*, k n’est pas premier avec p® si et seulement si p|k car tous les diviseurs de
p® sont des multiples de p. Ainsi les entiers non premiers avec p et inférieurs a p® sont de
la forme kp, k € [1,p*"']. Ainsi, il y a p* — p®~! entiers inférieurs & p® qui sont premiers
avec p°.

O

Pour calculer ¢(n) lorsque n est composé, on utilise la proposition suivante :

Proposition 94. Soit a,b € N* tel que a ANb =1, alors

p(ab) = ¢(a)p(b)

On dit que ¢ est une fonction multiplicative.

Preuve : ¢(ab) est le cardinal de Z/abZ qui est d’apres le théoréme chinois isomorphe a
Z]aZ x 7 /VZ. Ainsi, les inversibles de Z/abZ sont exactement les inversibles de Z/aZ x Z/VZ.
Un tel inversible est formée en prenant un inversible de Z/aZ et un inversible de Z/bZ : il y en
a donc p(a)p(b). O

Ainsi, en écrivant n = p{* x pg* la décomposition de n en facteurs premiers on a

PP X pi")
o(ph) x p(pp*) car les p; sont premiers entre eux deux a deux

P (= 1) x - X i (o — 1)

1 1
:pi"x-~~><p‘g’“><<1—>><~-><<1—)
b1 Dk

1

p(n)

Ainsi, pour n = p{* X pp* sa décomposition en facteurs premiers, on a :

o-sfio-})

Di
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La fonction indicatrice d’Euler se retrouve dans le théoreme d’Euler, qui généralise le petit
théoreme de Fermat :

Théoréme 95 (d’Euler). Soit a € Z,n € N*, on a

a?™ = 1[n]

Preuve : Il s’agit en fait de 'application du théoreme de Lagrange au groupe multiplicatif

Z|nZ>.
Montrons le directement dans ce cas. Notons r la classe d’équivalence de a dans Z/nZ Notons
T1,. .., Ty les différents éléments de Z/nZ*. L’application

v o Z/nZ* — Z/nZ*

T — rx

est une bijection de Z/nZ* d’inverse ¢’ : x — r~'z. Ainsi, les rx; sont différents deux a deux par
injectivité et tout élément x; peut s’écrire sous la forme rx;. Ainsi le produitrazy X - - - Xrz () est
égal au produit x; X ... z,0,). D’ou Mg x .. STp(n) = T1 X ... Ty(ny d’OU comme T1 X ... Ty
est inversible, on a r¥(™ =1 d’ott ™ = 1[n). O

En particulier, si n est un nombre premier, on a ¢(n) = n — 1, on a donc a®* = 1[n] ce
qui est le petit théoreme de Fermat.

2.3.2 Théoréeme de Wilson

Le théoreme de Wilson constitue un critére de primalité :

Théoreme 96. Soit p € N*.

p est premier <= (p—1)! = —1[p|

Preuve :

(<) Si(p—1)!=—1[p] alors soit 1 <k <p—1,0on a k|(p—1)! donc si par 'absurde k|p
alors (p — 1)! = 0[p]. Absurde. D’ou1 p est premier. ( = ) Si p est premier alors en notant z;
la classe de 1 modulo p,z,_; la classe de p — 1 modulo p. Calculons z; . ..z,_;. Comme chaque
x; est inversible, on peut regrouper dans le produit tous les termes avec leurs inverses. Ainsi :

p—1 p—1 p—1
o= I o II =
i=1 i=1 i=1

—1 —1
x; F#T; T, =y

1
Il s’agit de calculer le produit de tous les termes égaux a leurs propres inverses : or pour
r€Z/pLr=x" < 2*=1 < (z—1)(z+1) =0 Do les termes égaux a leurs inverses
sont 1 soit —1. Leur produit fait donc —I. D’ott zy...2, 1 = =1 d’ou (p — 1)! = —1p]. O
Le théoreme de Wilson n’a que des intéréts théoriques car en pratique calculer algorithmi-
quement si un nombre est premier avec le théoreme de Wilson devient vite long et d’autres
algorithmes sont préférables.
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Chapitre 3

Loi de réciprocité quadratique

Dans ce chapitre, nous allons établir la loi de réciprocité quadratique et parler de quelques
applications.
Dans toute la suite p désignera un nombre premier impair.

3.1 Symbole de Legendre

3.1.1 Résidu quadratique et dénombrement

Définition 97. Soit € Z/pZ, on dit que z est un carré dans Z/pZ si il existe y € Z/pZ
tel que z = y>.

Définition 98. Soit n € 7Z, on dit que n est un résidu quadratique modulo p s il existe
k € Z tel que n = k? [p]

Ainsi, les classes d’équivalence des résidus quadratiques modulo p sont les carrés dans Z/pZ
Dénombrons le nombre de carrés dans Z/pZ :

Proposition 99. I existe % carrés inversibles dans Z/pZ.

Preuve : La preuve repose sur un résultat de théorie des groupes, adaptons la démonstra-
tion dans notre cas :
Posons
v o (Z/pZ)

(Z/pZ)”

%

— x

Il s’agit de dénombrer Im .

Pour z,y € (Z/pZ)*, on introduit la relation z ~ y <= ¥ (z) = ¢(y). Il y a autant de classes

d’équivalence que de carrés dans (Z/pZ)*.

Calculons le cardinal de chaque classe d’équivalence : pour x,y € (Z/pZ)*, on a x ~ y <=

Y(x) =Y(y) <= =1y < (ey )P =1 <= zy'l=41 < rz=youxr=—y.

Comme x est non nul, x et —x sont différents donc chaque classe d’équivalence comporte deux

éléments distincts. Ainsi, en dénombrons (Z/pZ)* en partionnant avec les classes d’équivalence,

onap—1=2Imy| ot [Imy| =21 . O
Le cas particulier de —1 est intéressant :

Proposition 100. —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1 [4]
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Preuve : ( = ) Supposons qu’il existe x € Z/pZ tel que > = —1. On a d’aprés le théo-

N _ - . . ;. _ -1 p=1
réme d Euler 2P~' =T donc comme p est impaire, on peut écrire 2Pt =2% 2 =(-1)7 =1

d’ott P~ L est paire : 1leX1stek:EZtelquep =2k d’ou p =4k + 1.

(<=) Supposons que p = 1[4], présentons deux méthodes :
Méthode 1 : Pour tout x € Z/pZ, on a d’apres le théoreme d’Euler 277! = 1. Siona 2% = —1

p—1

alors on a (z?)™2 =1, on a va donc chercher  comme étant racine d’une telle équation.

L’équation %% —1aau plus 1%1 solutions donc comme (Z/pZ)* ap—1 > pT_l éléments, il

existe z tel que P12 # 1. Or, un tel élément verifie 22 = 1 qui admet deux solutions 1 et
—1 d'ott 27712 = —1. Comme p = 1[4] il existe k € Z tel que p = 4k + 1 d'ot &1 = 2k et
P12 = —1 <= (2%)? = —1 d’ou 'élément y = x* est une racine carré de —1 dans (Z/pZ)*.

Méthode 2 : Comme p est premier, la formule de Wilson donne

(p —Dl=-1[p|

Ix oo x(2k) x (2k+1) x -+ x (4k) = —1[4k + 1]
Ix oo x (2k) x (=2k) x -+ x (=1) = —1[4k + 1]
(1) (1x - x (2k))* = =1 [4k + 1]
(1><~- (2k))? = —1[4k + 1]
En prenant z = (1 x --- x (2k)), on a 2% = —1. O

Pour vérifier si un nombre est un carré dans (ZpZ)*, on utilise la notation suivante :

3.1.2 Symbole de Legendre et critére d’Euler

Définition 101. Soit x € Z, on note :

0 si plx
x
() =41 si pr et x est un résidu quadratique modulo p

-1 si pX:E et x n’est pas un résidu quadratique modulo p

Exemple 102. On a (’71) =1 si et seulement si p = 1[4].

Pour généraliser cette formule, on a besoin du critere d’Euler :

Théoréme 103 (Critere d’Euler). Soit x € Z tel que p A x =1, alors

)=

Preuve : Il s’agit de généraliser la preuve pour x = —1.

L’équation 2" = T admet au plus % solutions. Or, tous les carrés dans (Z/pZ)* sont

solutiolns car s’écrivent de la forme x = y? d’ou ' = yP~1 = 1. Ainsi, I'ensemble des solutions
de 2"z =T sont exactement les carrés dans (Z/pZ)*.

1
&
4

Pour = € Z, 2" vérifie I'équation 22 = 1 donc est égal & 1 ou —1. Or, nd’aprés ce qui précede
il est égal a 1 si et seulement si x est un carré dans (Z/pZ)*. Ainsi, x n’est pas un carré dans

(Z/pZ)* si et seulement si 2" = =1 d’out le résultat. O
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Corollaire 104. Soit x,y € Z, alors

p p p
Preuve : Si p divise x ou y alors il divise xy donc la formule est vraie.
Si p ne divise ni z ni y, alors d’apres la formule précédente, on a

()= () )

Comme p > 2, et que le symbole de Legendre est a valeurs dans {1, —1}, on a égalité. O

3.1.3 Un autre calcul du symbole de Legendre

Soit a € Z tel que an, notons S = {1,..., %}, onaas € (Z/pZ)*, écrivons a3 sous la
forme a3 = ¢4(a)s, avec e5(a) € {—1,1} et 5, € 5.
L’application
¥

wl U

— S

= S

est bijective : en effet, pour 5,7 € S, si 5, =, alors e5(a)as = e;(a)at d'ou e5(a)s = e(a)t et
5 = e5(a)e(a)t. Or, comme 1 < s,t < 221 on a forcément e4(a)e;(a) = 1 d’ot ¢ est injective.
D’apres le principe des tiroirs, ¢ est bijective.

Cette application permet de donner une méthode de calcul de (%)

Proposition 105. Soit a € Z tel que an,

avec g = |{s € S'|es(a) = —1}|

P

= g B = =
[[5xa™ =][as=[[e0) [5a= (D" [[5
s s S $ 5

Preuve :
p—1

f(;)-

p—1
Or, comme ¢ est bijective, [[s*> §; =[[s® § d’ou comme le produit est non nul, en simplifiant
on a la formule. O

Exemple 106. Pour p = 11, calculons (%) On a :
5x1=5donce(h)=1

5 x 2 =10 donc &(5) = —1

b5x3=15=4[11] donc g1(5) =1
5x4=20=9][11] donc &(5) = —1

5 x5 =25=4[11] donc &(5) =1

D’ou (%) = (—1)?> = 1 donc 5 est résidu quadratique modulo 11.
On peut également calculer 5° = 3125 = 1[11] donc d’apres le critere d’Euler, 5 est un résidu

quadratique modulo 11.
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3.2 Loi de réciprocité quadratique

Dans la suite, pour un nombre premier impaire p, on pose p’ = %. Passons au théoréeme
principal du chapitre : tout d’abord, nous devons présenter un lemme :

Lemme 107. Soit p,q deux nombres premiers impairs tel que p # q. Posons

o3 on-Ll2]

s=1 LD s=1 L 94

On a la relation Sy, + Sy = p'q’.

Preuve : Présentons une preuve graphique :

q

P’ P

La somme S, représente le nombre de point dans le carré situé au dessus de la diagonale et la
somme S, représente le nombre de point dans le carré situé en dessous de la diagonale.
Comme pAg = 1, la somme ne coupe aucun point de coordonnées entieres. Ainsi, en dénombrant
. . , 7 . [N Y )
les points situé dans le carré, on a la relation S,, + Sy, = p'¢’. O
Passons a présent a la formule :

Théoréme 108 (Loi de réciprocité quadratique). Soit p,q deuz nombres premiers im-
pairs distincts et x,y € Z, on a :

()

Preuve : Soit 1 < s < p/, on effectue la division euclidienne de sq par p, on a sq = L%Jp%—%
avec 0 <uy, <p—1.
Siugs < p', alors us = s, et 5(q) = 1.
So us > p/, alors uy = p — s, et 5(¢) = —1. En sommant :

/ /

p p

= pSpq + Z Sq + Ppg — Z Sq

s=1 s=1
es(q)=1 es(q)=-1



Donc modulo 2, on a comme p et ¢ sont impairs

/

14 p
qu = Spq + qu + phig 2]
s=1 s=1
p/ p/+ 1 P’
q(2) = Spg + D5+ 1142
s=1
Pi'+1) _ P +1)
g =St (2]

D’ou S, et 1y sont de méme parité.
De méme S, et p, sont de méme parité. D’ot, d’apres la proposition 34 :

(Z) (2) = (—1)r(=1) = (—1)StSe = (—1)"F T
]

Exemple 109. Supposons p > 5, On cherche sous quel condition 5 est un carré dans Z/pZ :
D’apres la loi de réciprocité quadratique :

(-t

Modulo 5 les carrés sont 1 et 4 donc (g) = 1 si et seulement si p = 1[5] ou p = 4[5]. Comme

(—1)% = 1 si et seulement si p = 1[4], le seul cas ou les termes sont de méme signe est le cas
ou p = 1[10]. Ainsi, 5 est un résidu quadratique modulo p si et seulement si p = 1[10].

3.2.1 Equation du second degré
Il s’agit de résoudre ’équation
az’® +bxr +c=0p]

d’inconnue z € Z
Supposons an (dans le cas pla, on peut se référer a la section 2.1.2).
Projetons cette équation dans Z/pZ. En factorisant comme dans R, on a

ar® +br+c=al(T+b(2a)"")? — A(4a®) ]

Avec A = b2 — 4ac

Théoréme 110. En posant A = b* — 4ac :
— Si A n’est pas un résidu quadratique modulo p alors I’équation n’a pas de solution.
— Sip|A, alors l’équation admet comme solution :

{-b(2a)"" +kp, k € Z}

avec (2a)™* un inverse de 2a modulo p.
— 5i pXA et A est un résidu quadratique modulo p, en posant § tel que 6> = A,
l’équation admet comme solution :

{(=b—06)(2a) ' + kp,k € ZYy U{(=b+6)(2a)"' + kp,k € Z}
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Preuve : La preuve est similaire a la preuve sur R ou C : on part de la factorisation
ax? + bz + c = a[(T + b(2a))* — A(2a)?]

. Comme on souhaite résoudre ax? + bz + ¢ = 0, et que an, par lemme de Gauss, on a (T +
b(2a)~1)? — A(2a)"2 =0

— Supposons que A n’est pas un résidu quadratique modulo p, alors comme A = [(T +
b(2a)7')(2a)]?, A est un résidu quadratique modulo p. Absurde. Donc I’équation n’a pas
de solution.

— Si p|A, alors A = 0, d'ou (T + b(2a)"!)? = 0 donc d’aprés le lemme de Gauss on a
7+ b(2a)"! =0 d’'ott T = b(2a) L. Ainsi z = —b(2a) ! [p].

— Si A est un résidu quadratique modulo p, alors il existe A = 6% On a alors (T +
b(2a)~1)2—62(2a)"% = (z+b(2a) )2 —(62(2a)~!)? d’ot en factorisant on a (T+b(2a)~!)2—
(0(2a)™1)? = (@ +0b(2a)~' — (6(2a) ™)) (T + b(2a)~' + (6(2a)~')) = 0 d’ou le résultat en
utilisant le lemme de Gauss.

0

Exemple 111. Résolvons I'équation 22 — 31z + 18 = 0[37].

Posons A = 312 — 4 x 18 = 889 = 1[37].
1 est un résidu quadratique modulo 37. Cherchons un inverse de 2 modulo 37 : 37 —2x 18 =1
donc —18 = 19[37] est un inverse de 2 modulo 37. Posons z; = (31 — 1) x 19 = 570 = 15 [37]
et z3 = (314 1) x 19 = 608 = 16 [37]. Les solutions sont donc :

{16+ kp,k € Z} U{16 + kp, k € Z}

3.3 Symbole de Jacobi

Le but du symbole de Jacobi est de généraliser le symbole de Legendre pour des nombres
non premiers.

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 112. Soit a,b € Z, en posant b = p* x - - - X p* sa décomposition en facteurs
a

premiers. On pose le symbole de Jacobi (5) par

5=-G) G)

Remarque 113. Le symbole de Jacobi n’a pas les mémes propriétés que le symbole de Le-

gendre. On peut avoir (%) = 1 méme si a n'est pas un carré modulo p comme le montre

2
I'exemple : pour a =2 et b=9, on a (2) = (2) = (—1)> = 1. Or 2 n’est pas un carré modulo

9 3
9.

Cependant, il existe un critére (un peu lourd) pour que a soit un résidu quadratique modulo
b avec b impair :

Proposition 114. Soit a € Z et b un entier positif impair. a est un résidu quadratique

modulo b si et seulement si a est un résidu quadratique modulo tous les facteurs premiers
de b.
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Preuve : Notons b = p{* x -+ x pp* la décomposition en facteurs premiers de b.
( =) Supposons que a est un résidu quadratique modulo p, il existe m € Z tel que a = m? [b]
Comme tout facteur premier p; divise b alors pour tout i € [1, k], a = m? [p;].
(<) Supposons que pour tout ¢ € [1,k], il existe m; € Z tel que a = m? [p;] Posons m =
myt X - X mk’c Montrons que a = m? [b]. D’apres le théoréme chinois, il suffit que pour tout

zG[[l,k:ﬂ,a: 2 [ps] O

Proposition 115. Soit a,a’,b, b’ € Z
@) (%) = () (%)
@) (i) = (3) ()

(iii) Si b est impaire, (%) =(-1)=

Preuve : En posant b = p* x - X pp* et ' = ¢i"* x -+ x qp*

(i) On a
<aa’> (aa’)al (aa’)ak
- — R X o0 X _
b b1 Pk
puis on utilise la multiplicité du symbole de Legendre.

(ii) De méme, en écrivant la décomposition en facteur premier de b et V' et en regroupant les

termes, on trouve le résultat.
(iii)
—1\" —1\™
() >< o >< ()
P1 Pk
(=)™ x e x (1))

a1p1t-toppp—(ag+-+oy)

(
(=1) :

7N
Sl
—_
N—
I

Pour conclure, il suffit de conclure que b — 1 = aypy + -+ - + agpr, — (o + -+ - + )2 [2].
Comme b est impaires, tous ses facteurs premiers sont impaires d’ou

apr+ by — (b)) =+t — (g o+ ag) = 0[2)

D’ou le résultat.

O

Proposition 116 (Généralisation de la loi de réciprocité quadratique). Soit a,b impairs
tel que a Nb =1, alors
a b a—1b—1
N2 =(=1)"7T =
<b> (a) (=1)

Preuve : a et b sont premiers entre eux donc ’ensemble de leurs facteurs premiers sont
disjoints. Notons a = p{* X --- X pp* et b=¢;" X -+ X qlﬁ’

On a b b ()]
()-1(s) -mm () - mifers=e= (1)

D’apres la loi de réciprocité quadratique pour les nombres premiers. Dot

l o _ Zk_ a-(prl)zlv_ Bi(a;—1)
a a;(p;j—1)B;(q;—1) j=1%7\Pj i=1
(5) = (2) T = o) ;

i=17=1
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I S Z?:l aj(p; — 1) St Bilgi — 1)

Il suffit de montrer que “;= x *5= ont la méme parité.
Comme a et b sont impairs, le résultat est vrai avec le méme argument que la démonstration
précédente. [l
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Chapitre 4

Fonction arithmétiques

On appelle fonction arithmétique une fonction définie sur N* a valeurs dans C. Nous allons
étudier quelques aspects des fonctions arithmétiques et notamment des fonctions multiplica-
tives.

4.1 Convolution de Dirichlet

4.1.1 Fonction multiplicative

Définition 117. Soit f une fonction arithmétique, on dit que f est multiplicative si

(i) f(1) =1
(ii) Pour tout a,b € N* tel que a Ab =1, f(ab) = f(a)f(b).

Exemple 118. La fonction constante égal a 1, la fonction identité et 'indicatrice d’Euler sont
des fonctions arithmétiques.

Remarque 119. Si une fonction arithmétique f vérifie f(1) = 1 et pour tout a,b € N*, f(ab) =
f(a)f(b), alors on dit que f est complétement multiplicative.

Soit n € N*, en notant n = p{* x --- x pp* sa décomposition en facteurs premiers. On a
pour toute fonction multiplicative f :
k
f(n) =TT ff)

=1

Ainsi, une fonction multiplicative est uniquement déterminée par ses valeurs sur les puissances
des nombres premiers.

4.1.2 Convolution de Dirichlet

Dans toute la suite, pour n € N* on note D,, I’ensemble des diviseurs de n.

Définition 120. Soit f, g deux fonctions arithmétiques, on pose le produit de convolution
fxgde fetgpar
. n
e N, (fg)m) = ¥ g (5)

deD,,
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Proposition 121. Le produit de convolution est associatif, commutatif et admet pour
élément neutre la fonction

0 : N* — R
{1 sim=1
n o '
0 sinon

Preuve :
Montrons I’associativité du produit de convolution.
Soit f, g et h trois fonctions arithmétiques. Montrons que (f xg) xh = fx (g * h).

(Fg)xm)m) = ¥ (F xa)(a)h (5)

deDn
- 5 (5))
deDy, d'eDy d
Or, en posant C,, = {(dy, ds, d3)|didadz = n}, on a C, = {(d', %, %)|d € D, et d € Dy}. Dot

(fxg)xh)(n) = > f(d)g(d2)h(ds)

(d1,d2,d3)€Cr
Par symétries des roles joués par di, ds et dz, on a également
(f*(g*h))(n) = Z f(d1)g(d2)h(ds)
(d1,d2,d3)€cn
d’ou I'égalité.
Montrons la commutativité du produit de convolution.

On a (f xg)( Z f(d < ) donc en effectuant le changement d’indice d' = %, on a
deD,
(f*g)n)= > g(d)f ( ) (g f)(n).
d'eDy,
Montrons que d; est élément neutre pour le produit de convolution.
Soit n € N*, (f * 01)(n Z f(d (Z) = f(n) d'ou f*0; = f et par commutativité on a
deDy,
également 01 x f = f. O

Les fonctions multiplicatives sont stables pour le produit de convolution :

Proposition 122. Soit f, g deuzr fonctions multiplicatives, alors f * g est multiplicative.

Preuve : On vérifie aisément que si f(1) =1 et g(1) = 1, alors (f xg)(1) = 1.
Soit a,b € N* tel que a A b = 1. Montrons que (f * g)(ab) = (f * g)(a)(f x g)(b).

(fxg)(ab) = > f(d) ()

d€Dap

Or, comme a A b =1, on dispose d'une bijection :

Lemme 123. Soit a,b € N* tel que a Ab =1, alors

@ DaXDb — Dab
(d,d) > dd

est une bijection de D, X Dy vers Dgyp.
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Preuve : [du lemme]
La fonction est bien définie car si d est un diviseur de a et d’ un diviseur de b, comme a Ab = 1,
dd’ est un diviseur de ab.
Posons a = pi* X -+- X pi* et b= qlﬂ PX o x qlﬁ " la décomposition en facteurs premiers de a et
b. Commencons par l'injectivité, soit (dy, ds), (d},dy) € D, x Dy tel que dyds = d}d},. Montrons
que dy = dj et dy = db.
Comme d; et d) sont des diviseurs de a, leurs facteurs premiers ne contiennent que des facteurs
premiers de a. De méme les facteurs premiers de dy et d}, contiennent que des facteurs premiers
de b. Ainsi, en écrivant l'écriture en facteurs de premiers de dids et de djd; et en utilisant
I'unicité de la décomposition en facteurs premiers, on a nécessairement d; = d et dy = d.

Montrons la Surjectivité7 soit m un diviseur de ab. 1l existe k € Z tel que ab = rm = p{* x - -+ x
Pt X gt x -+ x g'. Comme r|ab alors il existe I C [1,k] et J C [1,1] tel que k = II»" qf
jes
avec o < «; et 37 < f3;. Posons my = H p et mp == H qii_’B". Onam=mumpg
i€[1,k]\I JEILI\L
et mala et mp|b d’ou la surjectivité. O

Ainsi, comme d’apres le lemme Dy, et D, x D, sont en bijection, en ré-ecrivant la somme, on a

(Frg)ab) = Y Y fldidr)g ( ) 2 2 fldf <d> (f)

d1E€Dg d2 €Dy, d1E€Dg d2 €Dy,

car comme a A b = 1, pour tout diviseur d; de a et dy de b, on a dy Ady = 1 et f et g sont
multiplicatives.

(Frgab) = X fldg (§) X fdag (T) = (F o) @)(F +)(®)
d1€Dq do €Dy,
O
Comme * est associative, commutative et possede un élément neutre. On peut s’interroger
sur I'inversibilité des fonctions multiplicatives pour %, ce qui donnerait a I’ensemble des fonctions
multiplicatives une structure de groupe abélien :
Pour f multiplicative, posons g(1) = 1 et pour tout nombre premier p et entier naturel k,
posons par récurrence

On définit ainsi une fonction multiplicative. Pour montrer que g est 'inverse de f pour . Il suffit
pour cela de le montrer sur les p* avec p premier et k& € N*. Montrons par récurrence ce résultat.
Le résultat est vraie pour k = 0, supposons que pour k € N* on a (f * g)(p*) = §,(p*) = 0.
Montrons que (f *g)(pkﬂ) = 51(pk+1) = 0.

On a (f*g)(p Zf = 0.

D’ou g est l'inverse de f pour .
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4.1.3 Formule d’inversion de Mobius

Définition 124. On appelle fonction de Mo6bius la fonction définie sur N* par :
w o N — R
1 sin=1
n = <(=1)" sin estle produit de r nombres premiers distincts

0 sinon

Exemple 125.

On a pu(6) =1 car 6 =2 x 3, c’est le produit de deux nombres premiers distincts.

On a u(50) = 0 car 50 = 2 x 52, ce n’est pas le produit de deux nombres premiers distincts.
On a p(30) = —1 car 30 = 2 x 3 x 5, c’est le produit de trois nombres premiers distincts.

La fonction de Mobius est fondamentale pour le théoreme suivant :

Théoréme 126 (Inversion de Mébius). Soit f wune fonction multiplicative. Posons
F(n) =>_ f(d) la somme des diviseurs de f. On dispose de la formule suivante :
d|

vn e N, f(n) = 3 u(d)F (Z) .

dln

Preuve : La formule peut se ré-écrire f = u* F. Or F' = f x 1. Il s’agit donc de montrer
que pu* (f x1) = f ce qui, par commutativité et associativité revient a montrer pu* 1 = d;. Les
fonctions coincident en n = 1, montrons que les deux fonctions coincident pour n > 2,

Suar (%) - > e

din

Posons n = pi* x - -+ X pg* la décomposition de n en facteurs premiers. La somme est non nulle

si et seulement si d est de la forme H p; avec I une partie de [1, k]. Dans ce cas, on a
iel

OIS SECERS o SEEE IEE

k
dn IC[1,k] =0 fclL b
=1

O
En particulier, la preuve montre que l'inverse de la fonction constante égale a 1 est la fonc-
tion de Mo6bius.

Un exemple important est celui de I'indicatrice d’Euler :

Proposition 127. Soit n € N*,
n
=T ()
din d

Autrement dit, id = ¢ x 1.

Preuve : Pour d un diviseur de n, posons A; = {k € [1,n] | k An=d}.
Les (Ag)apn forment une partition de [1,n] (car pour tout entier k € [1,n], kAn est un diviseur
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de n et donc appartient a I'un des Ay et les Ay sont deux a deux disjoints).
Pour d un diviseur de n, calculons |Ag4]|.
Soit k€ [I,n], k€ Ay <= kAn=d <= kA% =1 1Ilyadonc autant d’élément dans Ay

que dans {k € [1,n] | kA% =1} donc |Ad| = ¢ (%).

n
Ainsi, n = [[L,n]| =Y [Ad =D ¢ (d) En effectuant le changement d’indice dans la somme
dln din
(qui parcourt les diviseurs de n lorsque % parcourt les diviseurs de n). On obtient :

n="> o(d)

d =

n
d

dln
U
Exercice 128. Soit A la matrice de M,,(C), définie par pour i,j € [1,n], M;; =i A j. Calculer
det(M).
Ona My =iAj= > od = > ¢ = zn:cp(d)bdibdj avec by, = 1 si d|k et 0 sinon.
dlin dli d|j d=1

On dit que la matrice B = (b;;) est la matrice d’incidence de la divisibilité. C’est une matrice
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
La relation s’écrit M = BTdiag(p(1),...,o(n))B d’ou en passant au déterminant, on a

det(M) = ] (d).
d=1
Ce déterminant est appelé le déterminant de Smith.

4.1.4 Application : Probabilité que deux entiers soient premiers
entre eux

Considérons le probleme suivant : on choisit au hasard deux entiers dans [1,n]. Quel est la
probabilité que ces deux entiers soient premiers entre eux ?

| Ay
n?
Pour calculer |A,|, posons py, ..., px les nombres premiers appartenant a [1,n] et posons U; =
{(a,b) € [1,n] | pila et p;|b}.
k

A, est alors le complémentaire de 'union des U; donc |4,| = n* — | | U;]. Pour calculer le
i=1
cardinal de cette union, nous avons besoin de la formule du crible de Poincaré : on a

Notons A, = {(a,b) € [1,n]la A b = 1}. La probabilité p, recherchée est donc p,, =

UUZ _ Z (_1)\I|+1

=1 IC[1,k]
170

no

el

2
ﬂUi :{ n J . On a ainsi

Et n € ﬂUi <— le|n d’ou Do
iel icl Pi

i€l i€l

2 2
2 ERRVEE! 1 _ n
A =n'= 3 (D {an S ud) 2]

140
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car cette somme ne contient qu’en réalité que les produit de nombre premiers distincts. D’ou

la formule suivante :
= S @[5

Ainsi, n — n%p, se présente comme 'inverse de Mobius de la partie entiére au carré.
Nous pouvons calculer la limite de p, avec quelques outils d’analyse :

“+o0o d
Commencons par montrer que p > il )
" n—+o00 = d2

On a pour n € N*n

d=1 d=1
"1 ni2 1
< i —
- dZ::l n? LZJ d?
Et 5 —1< {%J < % d’oll comme les termes sont positifs (%)2 — %” +1< {%J < %2 d’ol
2
n—lg — % < # {%J < 0 d’ou la majoration
nop(d), & 1 2 1 221
n — < d)———=——=>» ——0
p dz:l d? |—dZ::1“( )n2 nd n  nizd ot
& () (d)
On peut calculer explicitement la somme » R En effet, comme la famille (%3*) est
d=1
sommable, on a :
< pd)

~—
no

(&%) (%)

a
—_

+
IS 3
Il
—~~
ST

\_/:

I
N

I~

I

_

3
[

3
s

!
ilagP
=
=

&
iS]
=3
)

+o00 1
= Z ") Z p(d)
p=1 p dlp
=1 d’apres la formule d’inversion de Mo6bius
400 1 2
Ainsi comme on a la formule Z R on a la formule suivante :
n=1 n
6
Pn n—-+o0o P
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4.2 Séries de Dirichlet

4.2.1 Définition et abscisse de convergence

Définition 129. Soit f une fonction arithmétique, on définit la série de Dirichlet de
f par la fonction (lorsqu’elle est définie)

s
n=1 n

Définition 130. L’ensemble des {s > 0] f(n) converge} est une partie non-vide mi-
n ns

norée de R donc admet une borne inférieure. On appelle abscisse de convergence noté
A(f) :

A = mi({s > 03 L2

- converge})

Proposition 131. Soit f une fonction arithmétique, pour tout s > A.(f), la série de
Dirichlet en s de f converge absolument.

Preuve : Comme s > A.(f), il existe A.(f) <t < s tel que Y |f(7:)| converge d’olt

n
()] 1
Gl ~ 7ot mored 0
nt

converge absolument.

.. . L .. . f(n)

D’ou par comparaison pour les séries a termes positifs, la série Z —
n

L]

Proposition 132 (Injectivité des séries de Dirichlet). Soit f,g des fonctions arithmé-
tiques, tel que pour tout s > max(A.(f), Ac(9))Ls(s) = Ly(s), alors f = g.

Preuve : Supposons par I'absurde que f # g, posons kg le premier entier tel que f(ky) #
g(ko). On a :

io f(k) = g(k)

s
k=ko k

0= Ly(s) = Ly(s) =

ko) —glho) | F0) —alh

En multipliant par kj, on a

Avec o k
k:§1<f<k> YOILIE f 0 - a1 (2]




Soit s¢ tel que s > s > max(A.(f), Ac(g))Ls(s). On a :

S (k) — ak) (’f) <Z )’@) (,2>

k=ko+1
+oo S0 s—s0
ko ko
) () ( )
2y g

< () (f 7R) — g0 (’};))

La somme converge car sg > max(A.(f), A.(g)) et comme kg + 1 > kg, on a

ko 5—50 .
]{;0 +1 s5—+00

D'ou | f(ko) — g(ko)| = 0 ce qui est absurde. D'ou f = g. O
Les séries de Dirichlet ont une compatibilité avec la convolution :

Proposition 133. Soit f, g deuz fonctions arithmétiques, pour s > max(A.(f), Ac(g)),
on a

Lyxg(s) = Lg(s) X Lyg(s)

Preuve : Soit s > max(A.(f), A:(g)), comme les séries >, fg) et ., 97(;”) convergent

absolument. Les familles sont sommables, d’apres le théoréeme de sommation par paquet on a

) £

S
a=1 @ b—1 ab=1

_ xS0 () dyg (3)

p=1 dlp P

4.2.2 Fonction Zéta de Riemann

Définition 134. Pour s > 1, la série 3,51 -5 converge. Sa somme est noté ¢(s).

400 1
C(s) = 20
+o0o 1 ’7T2
Exemple 135. En particulier, on a ((2) = ) Rl
n=1 n

Proposition 136. La fonction ( vérifie les propriétés suivantes :
(1) C est strictement décroissante sur |1, +o0]
(i7) lim ¢(z) = +o0 et lim ((z) =0
1
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Preuve : Ces propriétés découlent d’une étude de fonction. La fonction ( est dérivable
grace a la convergence uniforme sur tout compact de la série de fonction. O

FIGURE 4.1 — Représentation graphiquement de la fonction Zéta

Remarque 137. La fonction Zéta est la série de Dirichlet associée a la fonction constante égale
a 1. Son abscisse de convergence est 1.

La compatibilité du produit de Dirichlet permet de prouver des convergences de séries de
Dirichlet.

Comme p*1 = 6d;, on a pour s > 1

Comme ¢+ 1 =1id, on a pour s > 2 ((s) Y _ an ((s—1) d’on
nS

n=1

+oo

pn) _C(s—1)
Lo T W

La fonction zeta permet d’établir un lien entre ’analyse et I’arithmétique. En effet, on peut
exprimer la fonction zeta a l’aide d’un produit portant sur tous les nombres premiers.

Théoréme 138 (Produit Eulérien). Soit f une fonction bornée par 1 et complétement
multiplicative. Alors pour tout s > 1 :

S o) _ <1 - f(p)>_1

S
p premier p

Avec la fonction f = 1, on dispose de l'identité suivante :

Vs> 1,((s) = ] (1 - 1>1

s
p premier p
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Preuve : Commengons par remarquer que la somme infini ainsi que le produit infini
convergent car f est bornée.
Soit T' > 0, Pour p un nombre premier fixé, comme \%

-1 +o00 m +o00 m
somme géométrique, on a (1 — f(p)) = Z (f(p)) = Z /() car f est complétement
p

< 1car s > 1, d’apres la formule de la

ps = ps = ms
multiplicative.
D’ou .
1 >_ = flp)"
0o(i-) = 1 >r
p premier ( pS p premier m=( pmS

p<M p<M

En posant pq, ..., p. les nombres premiers inférieurs a M, on a donc en développant le produit,

comme les séries convergent absolument, le théoreme de Fubini permet d’écrire :

I (1_1>1_ > flp)™ x - X fpp)™ 3 f(n)

s 11 Ce ) s s
P};rfxlfier p (ma,...,my)ENK (pl X X Pk ) neN(T) "

Avec N (M) T'ensemble des entiers dont tous les diviseurs premiers sont inférieurs & M.
Ainsi,

ngN) n

> f(n)

ngN) TV

S0 (1_1>‘1 _

S S
n=1 n p premier p
p<M

n>T

Il s’agit du reste d’une série convergente, donc tend vers 0 lorsque T" — +o00. D’ou le résultat.
O

1
Corollaire 139. La série Z — diverge.

p premier

Preuve : Notons (p;)ien la suite croissante des nombres premiers. Comme pour tout
z € [0,3], on aln(l — z) > —2z (par inégalité de convexité), on a

= 1
g p > 3 In((s)
Or, comme ((s) — Too, ona In {(s) —7 T d’ott par décroissance de s > 1% %, on a
la divergence de Z 1 0
p premier P

Ainsi, par critere de Riemann, pour tout o > 1, la suite des inverses des nombres premiers
n’est pas dominée devant (=), ce qui peut s’interpréter que les nombres premiers sont plus

no

rares que n’importe suite de nombre n®.
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