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Introduction

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique
localement homéomorphe a R”.
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Une variété topologique de dimension n est un espace topologique
localement homéomorphe a R”.

Exemples : la boule B”, la sphere S”, I'espace projectif RP"...

En topologie, on s’intéresse aux variétés 3 homéomorphisme pres.

Qu’en est-il des difféomorphismes, du calcul différentiel ?
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Introduction

1956. Découverte d'une structure exotique sur S’ par Milnor.
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1980. Travaux de Donaldson, Freedman, Quinn... sur les variétés de
dimension 4.

Existe-t-il des R" exotiques ? (des variétés homéomorphes
mais non difféomorphes a R” standard)

e
N e

Non

Giovanni Lebaron

Structures exotiques sur R*

Stage de fin de M1



Introd

1956. Découverte d'une structure exotique sur S’ par Milnor.

1980. Travaux de Donaldson, Freedman, Quinn... sur les variétés de
dimension 4.

Existe-t-il des R" exotiques ? (des variétés homéomorphes
mais non difféomorphes a R” standard)

3 n
Non Deux 3-variétés

homéomorphes
sont difféomorphes
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Introd

1956. Découverte d'une structure exotique sur S’ par Milnor.

1980. Travaux de Donaldson, Freedman, Quinn... sur les variétés de
dimension 4.

Existe-t-il des R" exotiques ? (des variétés homéomorphes
mais non difféomorphes a R” standard)

1 2 3 >5 n
Non Deux 3-variétés Non plus
homéomorphes

sont difféomorphes
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Introd

1956. Découverte d'une structure exotique sur S’ par Milnor.

1980. Travaux de Donaldson, Freedman, Quinn... sur les variétés de
dimension 4.

Existe-t-il des R" exotiques ? (des variétés homéomorphes
mais non difféomorphes a R” standard)

1 2 3 4 >5 n
Non Deux 3-variétés Plein ! Non plus
homéomorphes (vraiment)
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1956. Découverte d'une structure exotique sur S’ par Milnor.

1980. Travaux de Donaldson, Freedman, Quinn... sur les variétés de
dimension 4.

Existe-t-il des R" exotiques ? (des variétés homéomorphes
mais non difféomorphes a R” standard)

1 2 3 4 >5 n
Non Deux 3-variétés Plein ! Non plus
homéomorphes (vraiment)

sont difféomorphes

Objectif. Construire un R* exotique a I'aide de nceuds.
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Variétés
Quelques rappels...
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Variétés

Structures différentielles

Lorsque les ;o @fl sont lisses, on dit que les (U;, ;) forment un atlas
lisse sur M. Cela définit une structure différentielle sur M.
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Variétés

Structures différentielles

Lorsque les ;o @fl sont lisses, on dit que les (U;, ;) forment un atlas
lisse sur M. Cela définit une structure différentielle sur M.

Définition

Deux structures différentielles S et T sur une variété M sont dites
équivalentes lorsqu'il existe un difféomorphisme (M,S) — (M, T).
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Nceuds

Définitions et exemples
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Définitions et exemples

Définition

Un nceud est un sous-espace topologique de S* homéomorphe a S?.
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Nceuds

Définitions et exemples

Définition

Un nceud est un sous-espace topologique de S* homéomorphe a S?.

Un nceud, ca peut étre sauvage...
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Nceuds

Définitions et exemples

Définition

Un nceud est un sous-espace topologique de S* homéomorphe a S?.

Un nceud, ca peut étre sauvage...

Un noeud régulier K admet un voisinage tubulaire V(K) = B2 x St.
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Nceuds

Nceuds bordants

Un noeud régulier borde toujours...
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Nceuds bordants

Un noeud régulier borde toujours...
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Nceuds

Nceuds bordants

Un noeud régulier borde toujours...
— une surface dans R3 (pas forcément un disque)

— un disque dans R* ! (on peut toujours dénouer)

k. D — R* tel que px(0D) = K, ott D C R? disque fermé.
p p
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Nceuds

Nceuds bordants

Un noeud régulier borde toujours...
— une surface dans R3 (pas forcément un disque)

— un disque dans R* ! (on peut toujours dénouer)

k. D — R* tel que px(0D) = K, ott D C R? disque fermé.
p p

Définition

Si le plongement pk est lisse, on dit que K est bordant.
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Nceuds

Nceuds bordants

Le nceud de Conway n'est pas bordant (Lisa Piccirillo, 2018).
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Recollements

Attachement d'anses
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Recollements

Attachement d'anses

Définition

Soient n € N et k € {0,...,n}. L'espace BX x B"~ est appelé k-anse.
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Recollements

Attachement d'anses

Définition

Soient n € N et k € {0,...,n}. L'espace BX x B"~ est appelé k-anse.

n-variété + k-anse — n-variété.
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

IB4
0-anse

Giovanni Lebaron Structures exotiques sur R* Stage de fin de M1 11/15



Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B4 B2 x B2
0-anse 2-anse
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B4 B2 x B2
0-anse 2-anse
0

S3
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B4 B2 x B2
0-anse 2-anse
; |5

S3 (S* x B2) U (B? x S!)
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B4 B2 x B2
0-anse 2-anse
N L

S3 (S* x B2) U (B? x S!)

Retrait d'un tore plein J

B2 x St
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B4 B2 x B2
0-anse 2-anse
| o
s3 (S* x B2) U (B? x S!)
Retrait d'un tore plein J l Retrait de V/(K)
B2 x St S3\ V(K)
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B* B? x B?
0-anse 2-anse
N I
s3 (S* x B2) U (B? x S!)
Retrait d'un tore plein J l Retrait de V/(K)
Recollement
B2 xSt «- 9e_s_b_0[d_s_ s> S8 \ V(K)
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B* B? x B?
0-anse 2-anse
N I
s3 (S* x B2) U (B? x S!)
Retrait d'un tore plein J l Retrait de V/(K)
Recollement
B2 xSt «- 9e_s_b_0[d_s_ s> S8 \ V(K)

Corps a anses Xk associé au nceud K
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

B* B? x B?
0-anse 2-anse
N I
s3 (S* x B2) U (B? x S!)
Retrait d'un tore plein J l Retrait de V/(K)
Recollement
B2 xSt «- 9e_s_b_0[d_s_ s> S8 \ V(K)

Corps a anses Xk associé au nceud K

Question. Comment cette variété différentielle se plonge dans R* ?
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

Rappel. Un nceud bordant est le bord d'un disque lisse dans R*.
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Construction d'un R* exotique

Corps a anses d'un noeud

Rappel. Un nceud bordant est le bord d'un disque lisse dans R*.

Proposition

Un nceud K est bordant si, et seulement si, son corps a anses Xk se
plonge de maniere lisse dans R*.
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Giovanni Lebaron Structures exotiques sur R* Stage de fin de M1 13/15



Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xk
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xk R* \ Int p(XK)
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xk R* \ Int p(XK)

0

OXk
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xk R* \ Int p(XK)
0 0
Xk Ip(Xk)
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xk R* \ Int p(XK)
0 0

P
OXk ¢---------- » 0p(Xk)

Homéomorphes
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xk R* \ Int p(XK)
0 0

P
OXk ¢---------- » 0p(Xk)

Homéomorphes
+ dimension 3
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

On considére un noeud K non bordant.

Rappel : p: D — R* tel que p(dD) = K.

Xy R*\ Int p(Xk)
9 0
P
OX ¢---------- > ap(XK)
Homéomorphes
+ dimension 3
\

Difféomorphes
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

Il existe donc un difféomorphisme ¢ : 0p(Xk) — 0Xk.
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

Il existe donc un difféomorphisme ¢ : 0p(Xk) — 0Xk.

Théoreme (Freedman, Quinn, 1989)
Toute variété topologique de dimension 4 connexe et non compacte admet
une structure différentielle.
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

Il existe donc un difféomorphisme ¢ : 0p(Xk) — 0Xk.

Théoreme (Freedman, Quinn, 1989)

Toute variété topologique de dimension 4 connexe et non compacte admet
une structure différentielle.

La variété différentielle :

R =Xy L (R4 \ Int p(XK))
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Construction d'un R* exotique

Fin de la construction

Il existe donc un difféomorphisme ¢ : 0p(Xk) — 0Xk.

Théoreme (Freedman, Quinn, 1989)

Toute variété topologique de dimension 4 connexe et non compacte admet
une structure différentielle.

La variété différentielle :

R =Xy L (R4 \ Int p(XK))

est homéomorphe mais non difféomorphe 3 R*.
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Merci !

Merci pour votre attention !

Structures exotiques sur R* Stage de fin de M1 15/15



	Introduction
	Variétés
	Quelques rappels...
	Structures différentielles

	Nœuds
	Définitions et exemples
	Nœuds bordants

	Recollements
	Attachement d'anses

	Construction d'un R4 exotique
	Corps à anses d'un nœud
	Fin de la construction


