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Cadre et hypothéses

Equation de Schradinger linéaire :

2
ie0su® + 8EAU6 = V.
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Cadre et hypothéses

Equation de Schradinger linéaire -
&2
ie0su® + EAUE = V.
On y ajoute une non-linéarité :

2
iedeu® + %Aue = Wu® +°F (\u5|2> T
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Cadre et hypothéses

{ i0:U° + 22 AUF = VIF + f (\u5]2) u®

. E
(0, %) = ag(x)ei0t)/= €
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Cadre et hypothéses

{ i0:U° + 22 AUF = VIF + f (\u5]2) u®

. E
UE(O,X) _ aS(X)elqbo(x)/a ( )

(G) Hypothése géométrique :
o Ve @R xRY) et 02V € €OR,L>®(RY)) lorsque |a > 2 ;
o ¢o € TX(RY) et 0o € L®(RY) lorsque |a| > 2.
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Cadre et hypothéses

{ i0: U + 22 AF = VIF + ef (\u5]2) u®

. E
(0, %) = ag(x)ei0t)/= (€

(G) Hypothése géométrique :
o Ve @R xRY) et 02V € €OR,L>®(RY)) lorsque |a > 2 ;
o ¢o € TX(RY) et 0o € L®(RY) lorsque |a| > 2.

(H) Hypotheéses supplémentaires (optique géométrique faiblement
non-linéaire a une phase) :
o feF®(R,R)et f(0)=0;

o (a§)e>0 est bornée dans H%(R?) pour un certain sy > d/2.
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Outils préliminaires

Lemme (Schauder)

Soit G : C — C une fonction lisse telle que G(0) = 0. Alors la fonction

p:u— Gou

envoie H*(RY) sur lui-méme, lorsque s > d/2. De plus, ¢ est
uniformément lipschitzienne sur les parties bornées de H*(RY).

Lemme (Inégalité de Moser)

Soit G : C — C une fonction lisse telle que G(0) = 0. Alors il existe
C: Ry — R, telle que, pour toute fonction u € H*(RY) :

1G o ullys < C(lJulli) [lull -
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Reformulation et résolution

Proposition 1

Sous I'hypothése (G), il existe T > 0 et une unique solution
Peik € €([~T, T] x RY) a I'équation éikonale :

at(beik + % |v¢eik|2 +V=0
®eik(0, x) = ¢o(x).

Cette solution vérifie de plus 9% ek € L°([— T, T] x R9) lorsque || > 2.
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Reformulation et résolution

On pose a°(t,x) = uf(t, x)e "%x(tX)/2 de sorte que I'équation :

{ i0:U° + 22 AUF = VIF + f (\u5|2> u* (E)

(0.%) = 35 (x)eiw /s

soit équivalente a :

1 1; :a— 2
{ 0ta" + Veik - Va© + 53" Adeik = 5ieAa° — ie® 1f (|a€| ) ac (E")

a°(0,x) = ag(x).
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Reformulation et résolution

{ 0ta® + Ve - Va© + %agAngeik = %ieAa‘E — je®1f (|aa|2) ac (E")

a°(0,x) = a5(x)
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Reformulation et résolution

0ta® + Ve - Va© + %aaAqﬁeik = %ie—:Aa*E — je@Lf (|aa|2) ac (E")
a®(0,x) = a§(x)

Proposition 2
On suppose que les hypothéses (G) et (H) sont vérifiées, et que o > 1.
Alors il existe To € (0, T], indépendant de ¢, tel que I'équation (E’)
posséde une unique solution a® € €°([— To, To], H®). De plus :
o (a%).50 est bornée dans €°([— Ty, To], H®) ;
@ si (a5)->0 est bornée dans €°([— Ty, To], H®) pour un certain s > s,
alors (a°) également. )
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Estimation d’erreur et interprétation

On souhaite passer a la limite ¢ — 0.
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Estimation d’erreur et interprétation

On souhaite passer a la limite ¢ — 0.

On suppose pour ce faire qu'il existe s > d/2 + 2 tel que :
£
_ . = o1l
26 — aollus-> =, o(1)

pour un certain ag € H".

C. Loiseau, G. Lebaron

Groupe de lecture — Analyse ENS Rennes



Estimation d’erreur et interprétation

On souhaite passer a la limite ¢ — 0.

On suppose pour ce faire qu'il existe s > d/2 + 2 tel que :
£
_ . = o1l
26 — aollus-> =, o(1)

pour un certain ag € H".

On considere I'équation :

03 + Vouk - V& + 35 A = i M ([FF) 5 oy
2°(0, x) = a§(x).

dont on admet qu'elle posséde une unique solution 3° telle que (3%) soit
bornée dans €°([— To, To], H®).
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Estimation d’erreur et interprétation

Proposition 3

On suppose que les hypothéses (G) et (H) sont vérifiées, et que o > 1.
Alors il existe C > 0 et gg € (0, 1] tels que, pour tout € € (0,&9] :

o = F e 7,71, 12) < Cle + 1135 — aolle-2).
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Estimation d’erreur et interprétation

Proposition 3

On suppose que les hypothéses (G) et (H) sont vérifiées, et que o > 1.
Alors il existe C > 0 et gg € (0, 1] tels que, pour tout € € (0,&9] :

o = F e 7,71, 12) < Cle + 1135 — aolle-2).

A I'ordre 0, on a donc :

UE — Feltei/c

— 0.
L®([-T,T],L2NL>®) e—0
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Estimation d’erreur et interprétation

On rappelle les équations classiques :

8tx(t>y) :E(t7y)
atf(tay) = —VXV(t,X(t,y))

avec les conditions initiales :

£(0,y) = Vao(y).
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Estimation d’erreur et interprétation

On rappelle les équations classiques :

Oex(t,y) =&(t,y)
atf(tay) = —Vx V(t,X(t,y))

avec les conditions initiales :

£(0,y) = Vao(y).

On constate alors :
o a>1 = 3(t,x)—a(t,x) = 0(e*1);
@ a =1 = décalage de phase G(t, x).
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Analyse aux ordres supérieurs
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Analyse aux ordres supérieurs

On suppose a présent que :
e a € N\ {0},
o il existe s > d/2 + 4 tel que :

g _ —_ =
|lag — a0 — €a1l| ys—s = o(e)

pour ag € H® et a; € H°2.
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Analyse aux ordres supérieurs

On définit : 6t
iG(t,x : _
ECURE B S A

et la premiére correction BKW comme la solution a(!) de I'équation :

9ra + Ve - Val) + L1aM Apey = £0a0 — iR,
a(l)(O,x) = a1(x)

avec !

0 si >3,

f ’a(o)’2 20 sia=2,

([0 ) a0 4 27 (\aw)f) 2O Re (30a0) sia=1.
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Analyse aux ordres supérieurs

iG(t,x) Py —
a(O)(t,x) _ { a(t,x)e si a 1,
a(t, x) sinon

9ra) + Ve - Val) + LaM Apey = L2200 — iR,
a(l)(O,x) = a1(x)
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Analyse aux ordres supérieurs

iG(t,x) Py —
20 (¢, x) = { a(t, x)e sia=1,
a(t, x) sinon

9ra) + Ve - Val) + LaM Apey = L2200 — iR,
a(l)(O,x) = a1(x)

Proposition 4

On suppose les hypothéses (G) et (H) vérifiées. Alors il existe C > 0 et
g0 > 0 tels que, pour tout € € (0, &) :

e _ ,0) _ (1) € _ 3n —
a®—a €a HL‘X’([—T,T],HS*“) < C(e+|lag — a0 — €au|| ys—4)-
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Merci !

Merci pour votre attention !
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