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Cadre et hypothéses

On observe un jeu de données :
D, = ((X1, Y1)y .-, (Xn, Yn)).

Pour simplifier, on suppose que Yi,..., Y, € {—1,1}.
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Cadre et hypothéses

On observe un jeu de données :

D, = ((X1, Y1)y .-, (Xn, Yn)).
Pour simplifier, on suppose que Yi,..., Y, € {—1,1}.

Objectif. Construire un bon classifieur, c'est-a-dire une application
h: X —{-1,1}
dont la probabilité L(h) de mauvaise classification est faible :

L(h) = P(h(X) # Y).
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Cadre et hypothéses

Par orthogonalité dans L2(X) :
L(h) = ZE[(h(X) = Y)?|

E [(Y —E[Y|X])?| + %E [(h(X) — E[Y[X])?].
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Cadre et hypothéses

Par orthogonalité dans L2(X) :

1
4
= SE[(Y ~ E[YIX)?] + 2B [(h(X) - E[YIX)?]

L(h) = ZE[(h(X) = Y)?|

C'est le classifieur de Bayes qui minimise L(h) :

h(X) = sgnE[Y|X]
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Cadre et hypothéses

Par orthogonalité dans L2(X) :

1
4
= SE[(Y ~ E[YIX)?] + 2B [(h(X) - E[YIX)?]

L(h) = ZE[(h(X) = Y)?|

C'est le classifieur de Bayes qui minimise L(h) :
h(X) = sgnE[Y|X]

... mais il est inconnu en général, car il dépend de la loi PP.
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Cadre et hypothéses

Par orthogonalité dans L2(X) :

1
4
= SE[(Y ~ E[YIX)?] + 2B [(h(X) - E[YIX)?]

L(h) = ZE[(h(X) = Y)?|

C'est le classifieur de Bayes qui minimise L(h) :
h(X) = sgnE[Y|X]
... mais il est inconnu en général, car il dépend de la loi PP.

Objectif. Construire h tel que L(h) — L(h,) soit aussi faible que possible.
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Minimisation du risque empirique

Définitions de base

M. Ametti, G. Lebaron Groupe de lecture — Statistiques ENS Rennes 4/18



Minimisation du risque empirique

Définitions de base

Définition

Si h est un classifieur, la probabilité empirique de mauvaise classification
de h est définie par :

- 1"
La(h) = 2> Linxy2vi)
i=1

c'est-a-dire :

Lo(h) =Po(h(X)# Y) avec P,= - S S v
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Minimisation du risque empirique

Définitions de base

Définition
Un dictionnaire est un ensemble de classifieurs.
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Minimisation du risque empirique

Définitions de base

Définition
Un dictionnaire est un ensemble de classifieurs.

Si H est un dictionnaire, on définit le classifieur de minimisation du risque
empirique par :

hy, = argmin L,(h).
heH
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Minimisation du risque empirique

Définitions de base

Définition
Un dictionnaire est un ensemble de classifieurs.

Si H est un dictionnaire, on définit le classifieur de minimisation du risque
empirique par :

hy, = argmin L,(h).
heH

— choix de H ?
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Minimisation du risque empirique

Définitions de base

Définition

Un dictionnaire est un ensemble de classifieurs.

Si H est un dictionnaire, on définit le classifieur de minimisation du risque
empirique par :

hy, = argmin L,(h).
heH

— choix de H ?

— L(hy) — L(h) ?
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Minimisation du risque empirique

Exemples de dictionnaires
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Minimisation du risque empirique

Exemples de dictionnaires

Dictionnaire des classifieurs linéaires :

Hiin = {x —> sgn({w, x)) | w € S"}.
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Minimisation du risque empirique

Exemples de dictionnaires

Dictionnaire des classifieurs linéaires :
Hiin = {x —> sgn({w, x)) | w € S"}.
Dictionnaire des classifieurs affines :

Harr = {x — sgn((w,x) + b) [w € 8", b e R}.
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Minimisation du risque empirique

Exemples de dictionnaires

Dictionnaire des classifieurs linéaires :
Hin = {x —> sgn((w, x)) | w € §"}.
Dictionnaire des classifieurs affines :
Hatr = {x —> sgn({w, x) + b) | w € S", b € R}.
Dictionnaire des classifieurs polygonaux :

Hpoly = {214 —1| A polygone dans X'}.
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Minimisation du risque empirique

Décomposition « biais-variance »

On dispose de la décomposition :

L(hy) — L(h,) = min L(h) — L(h.) + L(hy) — min L(h).

erreur d'approximation erreur stochastique
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Minimisation du risque empirique

Décomposition « biais-variance »

On dispose de la décomposition :

L(hy) — L(h,) = min L(h) — L(h.) + L(hy) — min L(h).

erreur d'approximation erreur stochastique

— I'erreur d'approximation provient de la qualité de I'approximation de h,
par un classifieur de ‘H
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Minimisation du risque empirique

Décomposition « biais-variance »

On dispose de la décomposition :

L(hy) — L(h,) = min L(h) — L(h.) + L(hy) — min L(h).

erreur d'approximation erreur stochastique

— I'erreur d'approximation provient de la qualité de I'approximation de h,
par un classifieur de ‘H

— |'erreur stochastique provient du choix de IAPJ,,
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Coefficients d'éclatement
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Coefficients d'éclatement

Définition

Soient H un dictionnaire et n > 1. Le n®™® coefficient d'éclatement de H.
est défini par :

Sa(H) = max card {(h(x1),..., h(x,)) | h € H}.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Coefficients d'éclatement

Définition
Soient H un dictionnaire et n > 1. Le n®™® coefficient d'éclatement de H.
est défini par :

Sa(H) = max card {(h(x1),..., h(x,)) | h € H}.

C'est le nombre maximal d'étiquetages différents de n points que les
classifieurs de H peuvent produire.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Coefficients d'éclatement

Définition

Soient H un dictionnaire et n > 1. Le n®™® coefficient d'éclatement de H.
est défini par :

Sa(H) = max card {(h(x1),..., h(x,)) | h € H}.

C'est le nombre maximal d'étiquetages différents de n points que les
classifieurs de H peuvent produire.

Par exemple, on constate facilement que S,(Hpoly) = 2".
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Bornes de risque
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Bornes de risque

Théoreme 1

Soient H un dictionnaire, n > 1 et t € (0,00). Alors, avec probabilité au
moins 1 —e ™t :

() L) — in L) < 41 log25.(2)) + \/5 ;
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Bornes de risque

Soient H un dictionnaire, n > 1 et t € (0,00). Alors, avec probabilité au
moins 1 —e ™t :

() L) — in L) < 41 log25.(2)) + \/5 ;

La démonstration consiste a prouver trois lemmes intermédiaires, et fait
appel a une inégalité de concentration sophistiquée.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Bornes de risque

Théoreme (McDiarmid, 1989)

Soit F : X" — R. On suppose qu'il existe d1,...,d, > 0 tels que, pour
tout i€ {1,...,n}:

|F(x1,...,x,-,...,xn)— F(xl,...,x,-’,...,x,,)| < d;.

Alors, pour s > 0, et pour toutes variables aléatoires indépendantes
X1y, X

62 +...62

n

PF(Xi, ..., Xo) > E[F(Xt, ..., Xo)] +5) < exp <—L> .
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Pénalisation du risque empirique

On se donne un ensemble fini de dictionnaires D = {H1,...,Hm}.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Pénalisation du risque empirique

On se donne un ensemble fini de dictionnaires D = {H1,...,Hm}.

— quel est le dictionnaire H, tel que L(hy, ) est minimal ?
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Pénalisation du risque empirique

On se donne un ensemble fini de dictionnaires D = {H1,...,Hm}.

— quel est le dictionnaire H, tel que L(hy, ) est minimal ?

— sélection d'un dictionnaire H 3 comparable a H,
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Pénalisation du risque empirique

On se donne un ensemble fini de dictionnaires D = {H1,...,Hm}.
— quel est le dictionnaire H., tel que L(hy,) est minimal ?

— sélection d'un dictionnaire H 3 comparable a H,

Théoreme 2

|
’

On pose, pour n > 1:

~ 2
m = argmin L,(hyy,, ) + 41/ = log(2S,(H)).
1<m<M i

Alors, avec probabilité au moins 1 —e™*t :

. 2
L(hy,) < min ( inf L(h)—l—pénalité) 4 E(t—I—IogM).

1<m<M \heEHm
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Soit # un dictionnaire. La dimension de Vapnik-Chervonenkis (aussi
appelée VC-dimension) de ‘H est définie par :

dvc(H) =sup{n e N|S,(H) =2"} e NU {0}

ou l'on a posé So(#H) = 1.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Soit # un dictionnaire. La dimension de Vapnik-Chervonenkis (aussi
appelée VC-dimension) de ‘H est définie par :

dvc(H) =sup{n e N|S,(H) =2"} e NU {0}

ou l'on a posé So(#H) = 1.

C'est le nombre maximal de points de X' qui peuvent étre classifiés de
n'importe quelle fagcon par les éléments de H.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Soit # un dictionnaire. La dimension de Vapnik-Chervonenkis (aussi
appelée VC-dimension) de ‘H est définie par :

dvc(H) =sup{n e N|S,(H) =2"} e NU {0}

ou l'on a posé So(#H) = 1.

C'est le nombre maximal de points de X' qui peuvent étre classifiés de
n'importe quelle fagcon par les éléments de H.

Quelques exemples pour X = RY :
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Soit # un dictionnaire. La dimension de Vapnik-Chervonenkis (aussi
appelée VC-dimension) de ‘H est définie par :

dvc(H) =sup{n e N|S,(H) =2"} e NU {0}

ou l'on a posé So(#H) = 1.

C'est le nombre maximal de points de X' qui peuvent étre classifiés de
n'importe quelle fagcon par les éléments de H.

Quelques exemples pour X = RY :
o dvc(Hin) =d ;
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Soit # un dictionnaire. La dimension de Vapnik-Chervonenkis (aussi
appelée VC-dimension) de ‘H est définie par :

dvc(H) =sup{n e N|S,(H) =2"} e NU {0}

ou l'on a posé So(#H) = 1.

C'est le nombre maximal de points de X' qui peuvent étre classifiés de
n'importe quelle fagcon par les éléments de H.

Quelques exemples pour X = RY :
o dvc(Hin) =d ;
o dyc(Haff) =d +1;
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Soit # un dictionnaire. La dimension de Vapnik-Chervonenkis (aussi
appelée VC-dimension) de ‘H est définie par :

dvc(H) =sup{n e N|S,(H) =2"} e NU {0}

ou l'on a posé So(#H) = 1.

C'est le nombre maximal de points de X' qui peuvent étre classifiés de
n'importe quelle fagcon par les éléments de H.

Quelques exemples pour X = RY :
o dvc(Hin) =d ;
o dyc(Haff) =d +1;

) dvc(’Hpob,) = Q.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Calculer la VC-dimension : difficile en général.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Calculer la VC-dimension : difficile en général.

Majorer la VC-dimension : facile avec des dimensions de référence.
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Définition et exemples

Calculer la VC-dimension : difficile en général.

Majorer la VC-dimension : facile avec des dimensions de référence.

Lemme (Sauer)

Soient H un dictionnaire de VC-dimension d < co et n € N. Alors :

Sn(H) < Ed: <”> < (n+1).
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Convexification du risque empirique

Principe de la convexification

Minimisation coliteuse en général car H et L, ne sont pas convexes.
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Convexification du risque empirique

Principe de la convexification

Minimisation coliteuse en général car H et L, ne sont pas convexes.

-~

Idée. Remplacer H par un ensemble convexe, et L, par une fonction
convexe.
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Convexification du risque empirique

Principe de la convexification

Minimisation coliteuse en général car H et L, ne sont pas convexes.

Idée. Remplacer H par un ensemble convexe, et L, par une fonction
convexe.

Si F est un convexe de RY et f € F, alors sgn f est un classifieur :

~

1 n
La(sgnf) = " Z ]]-{sgn(f(X,'))Yi<0}
i=1

1 n
= 2 Lroovico)
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Convexification du risque empirique

Principe de la convexification

Idée. Remplacer £(z) = 1,0} par une fonction convexe, et considérer :

. ~ ~ 1<
fi = argmin LL(f) avec Li(f) == U(f(Xi)Y))
feF n i=1

puis prendre le classifieur hr = sgn(fr).
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Convexification du risque empirique

Principe de la convexification

Idée. Remplacer £(z) = 1,0} par une fonction convexe, et considérer :

. ~ ~ 1<
fi = argmin LL(f) avec Li(f) == U(f(Xi)Y))
feF n i=1

puis prendre le classifieur hr = sgn(fr).

Question. Quel ensemble convexe F choisir ?
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Convexification du risque empirique

Principe de la convexification

Idée. Remplacer £(z) = 1,0} par une fonction convexe, et considérer :

. ~ ~ 1<
fi = argmin LL(f) avec Li(f) == U(f(Xi)Y))
feF n i=1

puis prendre le classifieur hr = sgn(fr).

Question. Quel ensemble convexe F choisir ?

Si H ={h1,...,hy} et € est un convexe de R?, on peut par exemple
prendre :

041,...,04(/6%}.

d
]:%: {ZO&,‘/‘),‘
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Convexification du risque empirique

Une borne pour le risque convexifié

Soient R € (0, 00) ainsi que ¢ une fonction convexe, décroissante, positive,
a-lipschitzienne sur [—R, R] et vérifiant £(z) > 1,.oy pour tout z € R.
Alors, en prenant :

% = B1(0,R) = {veR?||v[; <R}

et Fu comme précédemment, alors avec probabilité au moins 1 —e™*t :

L(hF) < L4(F) 4 2aRy /% log(2d) + A((R)\/;

ou I'on a posé :

AUR) = [((R) — (=R
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Convexification du risque empirique

Une borne pour le risque convexifié

Principe de contraction

Soient B C R? borné, et ¢ : R — R une fonction a-lipschitzienne telle que
©(0) = 0. Alors, pour des variables de Rademacher i.i.d. 01,...,04 :

] |

d
ZU;Z,‘

i=1

ZUISD(ZI

zeB

< ok, [su p

Es |sup
zeB
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Merci !

Merci pour votre attention !
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