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2 Séries de Dirichlet 20

3 Liens avec les nombres premiers 22

4 Caractères et fonctions L de Dirichlet 34

5 La quête des exposants 43

1
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Introduction
Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs (positifs). Découverts dans
l’Antiquité, les nombres premiers jouent un rôle crucial en arithmétique, notamment par l’intermédiaire du
théorème de décomposition en facteurs premiers. Dans ses Éléments, Euclide (vers −300) démontre que :

« Les nombres premiers sont plus nombreux que n’importe quelle multitude de nombres premiers proposée ».

La méthode du crible d’Érathosthène (vers −200), philosophe et mathématicien grec, permet de déterminer
simplement la liste des nombres premiers inférieurs à une certaine limite « pas trop élevée ». On ne dispose
cependant d’aucune formule qui pourrait générer « facilement » tous les nombres premiers. L’étude de leur
répartition, a priori aléatoire et chaotique, est restée en suspens pendant plus d’un millénaire.

C’est de l’analyse que va surgir un lien inattendu avec les nombres premiers. En 1644, le mathématicien Pietro
Mengoli (1626–1686) formule la question suivante : que vaut la somme des inverses des carrés ? Des valeurs
approchées sont calculées, mais la série converge trop lentement. Pour obtenir 4 décimales exactes, il faut en
effet additionner plus de 15 000 termes ! Nombreux sont les mathématiciens qui tentent de déterminer sa valeur
exacte, en vain. C’est alors qu’en 1735, le mathématicien Leonhard Euler (1707–1783) annonce la découverte
de cette valeur [1], pour le moins surprenante :

1 + 1
4 + 1

9 + 1
25 + 1

36 + · · · = π2

6
puis en publie une seconde démonstration en 1743, jugée plus rigoureuse que la première [2]. Il généralise alors
sa découverte à tous les entiers pairs et découvre un lien entre cette série et les nombres premiers :∑

n

1
ns

=
∏

p

1
1 − p−s

.

La recherche sur ces derniers peine toutefois à progresser, et Euler écrit lui-même en 1751 que la répartition
des nombres premiers reste un « mystère que l’esprit humain ne saurait jamais pénétrer », sans savoir qu’il
sera rapidement démenti. Face à une suite dont les variations semblent chaotiques, l’idée de s’intéresser à sa
moyenne peut s’avérer fructueuse. Il s’agit du raisonnement suivi par Adrien-Marie Legendre (1752–1833) qui
propose dès 1797 une approximation pour la fonction de compte des nombres premiers :

π(x) = card {p premier | p ≤ x} ≈ x

a log x+ b

où a et b sont des réels [3]. Il affine ce résultat en 1808, en proposant les valeurs a = 1 et b = −1.08366. Cette
approximation se voit précisée en 1838 par Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859) :

π(x) ≈
∫ x

2

1
log t dt.

Pafnouti Tchebychev (1821–1894) parvient à démontrer que π(x) est de l’ordre de x / log(x), et que ces deux
quantités sont équivalentes, si la limite du quotient existe [4]. Cette conjecture avait déjà été formulée par Carl
Friedrich Gauss (1777–1855). L’une de ses tables de logarithmes comportait en effet la note manuscrite :

« Primzahlen unter a (= ∞) a
la

».

Dans un article publié en 1859, Bernhard Riemann (1826–1866) reprend les travaux d’Euler, en définissant la
célèbre fonction zêta qui portera son nom [5]. Il la prolonge au plan complexe et conjecture que ses zéros ont tous
pour partie réelle 1/2, outre les entiers pairs strictement négatifs. Ses démonstrations restent assez lacunaires,
mais les méthodes employées sont l’œuvre d’un véritable virtuose de l’analyse complexe et de l’analyse de
Fourier, et constituent une véritable révolution pour l’époque. Riemann suggère également une formule exacte
pour π(x), faisant intervenir les zéros non triviaux de ζ(s) et une certaine fonction R(x) :

π(x) = R(x) −
∑

ρ

R(xρ) + termes négligeables.
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Histoires de la fonction zêta de Riemann Giovanni Lebaron

En 1896, Jacques Hadamard (1865–1963) et Charles-Jean de La Vallée Poussin (1866–1962) parviennent à
résoudre la question de l’existence de la limite évoquée par Tchebychev, et démontrent indépendamment le
théorème des nombres premiers en étudiant le comportement de ζ(s) sur la droite Re(s) = 1 [6, 7]. Mais à ce
jour, l’hypothèse de Riemann résiste encore. Elle est inscrite depuis l’an 2000 dans la liste des sept problèmes du
millénaire : l’institut de mathématiques Clay offrira un million de dollars à qui saura la prouver ou l’infirmer.

Résumé
L’objectif de ce stage était de mener une étude assez générale de plusieurs cas particuliers de séries de Dirichlet,
notamment la fonction zêta de Riemann, afin de démontrer le théorème des nombres premiers et celui de la
progression arithmétique à travers l’étude des fonctions L(s, χ). Dans un second temps, l’idée était d’étudier
le problème des diviseurs de Dirichlet et celui du cercle de Gauss. Comme souvent en théorie des nombres,
les énoncés des problèmes sont simples à comprendre, mais les méthodes analytiques requises pour améliorer
certaines estimations asymptotiques sont tout sauf triviales. En l’occurrence, les problèmes évoqués nécessitaient
une étude approfondie des fonctions de Bessel, sur lesquelles nous avons pu observer que les preuves des résultats
considérés comme classiques sont assez peu documentées dans la littérature. L’aboutissement de cette aventure
fait l’objet de la section annexe 5.3, dédiée à quelques-unes de ces démonstrations.
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Notations et définitions
Dans tout le document, nous noterons implicitement :

σ = Re(s) et t = Im(s)

dès que la variable s ∈ C est introduite. Nous noterons H le demi-plan de Poincaré :

H = {z ∈ C | Im(z) > 0}

et désignerons par S (R) l’espace de Schwartz, constitué des fonctions lisses à décroissance rapide :

S (R) =
{
f ∈ C ∞(R,C)

∣∣∣ x 7−→ xmf (n)(x) ∈ L∞(R) pour tout (m,n) ∈ N2
}
.

Le cardinal d’un ensemble fini E sera noté |E| ou cardE, et l’ensemble des nombres premiers sera noté P.
Lorsque l’indice d’une somme ou d’un produit porte la lettre p, cela signifiera toujours ici qu’il parcourt P :∑

p≤x

a(p) def=
∑
p∈P
p≤x

a(p).

Certaines intégrales que nous serons amenés à manipuler ne seront pas absolument convergentes. Dans le cas
d’une fonction continue f : R → R que l’on voudrait intégrer sur R, il se peut que l’intégrale impropre de f ne
soit même pas définie au sens de Riemann. Il nous arrivera donc d’utiliser la valeur principale de l’intégrale :

v.p.
∫ ∞

−∞
f(x) dx def= lim

T →∞

∫ T

−T

f(x) dx.
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et cela vaudra également pour les intégrales complexes sur des droites verticales :

v.p.
∫ a+i∞

a−i∞
f(z) dz def= lim

T →∞

∫ a+iT

a−iT

f(z) dz.

Enfin, la notation asymptotique d’Edmund Landau (1877–1938) :

« f(x) = O(g(x)) lorsque x → x0 »

et celle d’Ivan Vinogradov (1891–1983) :

« f(x) ≪ g(x) lorsque x → x0 »

signifieront toutes deux qu’il existe C > 0 et un voisinage V de x0 tels que |f(x)| ≤ C |g(x)| pour tout x ∈ V .
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0 Préliminaires
0.1 Deux fonctions d’Euler
Rappelons pour commencer la définition de la fonction Gamma d’Euler, pour σ > 0 :

Γ(s) =
∫ ∞

0
ts−1e−t dt.

Il s’agit d’une fonction analytique sur ce demi-plan, vérifiant Γ(n+ 1) = n! pour tout n ∈ N, ainsi que :

Γ(s+ 1) = sΓ(s).

On peut alors l’étendre au moyen de cette égalité pour σ > −1 avec s ̸= 0, puis σ > −2 avec s ̸= −1, etc.
Cela fournit un prolongement analytique de Γ(s) au plan complexe privé des entiers négatifs, vérifiant :

• l’identité suivante, due à Euler :
Γ(s) = lim

n→∞

n!ns

s(s+ 1) · · · (s+ n) (0.1)

• la formule des compléments :
Γ(s)Γ(1 − s) = π

sin(πs) (0.2)

• la formule de duplication de Legendre :

Γ(s) = 1√
π

2s−1Γ
(s

2

)
Γ
(
s+ 1

2

)
. (0.3)

La formule des compléments montre également que Γ(s) ne s’annule jamais. En particulier, 1/Γ est entière.

Rappelons également la définition de la fonction Bêta d’Euler, pour x, y ∈ C avec Re(x) > 0 et Re(y) > 0 :

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1 dt.

Cette définition peut se reformuler de plusieurs manières, en posant par exemple t = sin2(θ) :

B(x, y) = 2
∫ π/2

0
sin2x−1(θ) cos2y−1(θ) dθ (0.4)

ou encore u = 1/t− 1 :

B(x, y) =
∫ ∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
du. (0.5)

Le théorème de Fubini-Tonelli permet enfin d’obtenir le résultat bien connu :

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y) . (0.6)

0.2 Formule sommatoire de Poisson
La transformée de Fourier est un outil absolument incontournable en analyse. Elle est définie par la formule
suivante, pour f ∈ L1(R) :

Ff(ω) = f̂(ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωt dt.

Lorsque f̂ ∈ L1(R), on dispose de la formule dite d’inversion de Fourier, valable presque partout :

f(x) = 1
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiωx dω.
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Cette relation est en particulier valable lorsque f est continue en x. Enfin, lorsque f ∈ L2(0, 2π), on définit ses
coefficients de Fourier comme suit :

cn(f) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt.

Théorème 0.7. Soit f : R → C continue et intégrable, vérifiant :

(i) la famille (f̂(n))n∈Z est sommable ;

(ii) il existe C > 0 et α > 1 tels que, pour tout x ∈ R :

|f(x)| ≤ C

(1 + |x|)α
.

Alors :
1

2π
∑
n∈Z

f̂(n) =
∑
n∈Z

f(2πn).

Démonstration. Définissons la périodisée par enroulement de f :

g(y) =
∑
k∈Z

f(y + 2kπ).

Calculons ses coefficients de Fourier. L’hypothèse (ii) permet d’échanger la série et l’intégrale :

2πcn(g) =
∑
k∈Z

∫ 2π

0
f(y + 2kπ)e−iky dy

=
∑
k∈Z

∫ 2(k+1)π

2kπ

f(t)e−ikt dt

=
∫ ∞

−∞
f(t)e−int dt

c’est-à-dire 2πcn(g) = f̂(n). De plus, g est continue en tant que somme d’une série normalement convergente
de fonctions continues. L’hypothèse (i) garantit donc qu’elle est la somme de sa série de Fourier. □

0.3 Transformée de Mellin
Outre celle de Fourier, on rencontre fréquemment en analyse la transformée de Laplace :

Lf(s) =
∫ ∞

0
f(t)e−st dt

et la transformée de Mellin. C’est de cette dernière dont nous aurons fréquemment besoin dans notre exposé.

Définition 0.8. Soit f : (0,∞) → C continue. Sa transformée de Mellin est définie par :

Mf(s) =
∫ ∞

0
f(x)xs−1 dx.

Proposition 0.9. Soient a, b ∈ R tels que a < b, et f : (0,∞) → C continue, vérifiant :

(i) f(x) = O(x−a) lorsque x → 0 ;

(ii) f(x) = O(x−b) lorsque x → ∞.

Alors Mf(s) converge absolument sur la bande a < σ < b et y définit une fonction holomorphe.

7
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Démonstration. La continuité de gs(x) = f(x)xs−1 sur (0,∞) est claire. De plus :

gs(x) =
x→0

O(xs−a−1) et gs(x) =
x→∞

O(xs−b−1)

ce qui garantit l’intégrabilité de gs lorsque σ ∈ (a, b). Enfin, gs est holomorphe et dominée par :

hs(x) =
{
c1x

σ−a−1 si x < 1,
c2x

σ−b−1 sinon,

pour deux constantes c1 > 0 et c2 > 0. Reste à appliquer le théorème d’holomorphie sous l’intégrale. □

Comme pour la transformée de Fourier, on dispose d’une formule d’inversion de Mellin, permettant de retrouver
la fonction dont on ne dispose que de la transformée de Mellin.

Théorème 0.10. Soit f : (0,∞) → C continue, vérifiant :

(i) f(x) = O(x−a) lorsque x → 0 pour un certain a ∈ R ;

(ii) f(x) = O(x−b) lorsque x → ∞ pour b ∈ (0,∞).

Alors, pour tous x ∈ (0,∞) et c ∈ (a,∞) :

f(x) = 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Mf(s)x−s ds.

Démonstration. La proposition 0.9 ainsi que les hypothèses (i) et (ii) assurent tout d’abord que Mf est bien
définie et holomorphe sur (a,∞). Fixons c ∈ (a,∞) et considérons s = c+ iτ où τ ∈ R, de sorte que :

Mf(s) =
∫ ∞

0
f(x)e(s−1) log x dx

=
∫ ∞

−∞
f(e−t)e−st dt

=
∫ ∞

−∞
f(e−t)e−cte−itτ dt

= F{f(e−x)e−cx}(τ).

Donc par inversion de Fourier, pour tout x ∈ R :

f(e−x) = 1
2π

∫ ∞

−∞
Mf(c+ it)ecxeixt dt

c’est-à-dire, pour tout x ∈ (0,∞) :

f(x) = 1
2π

∫ ∞

−∞
Mf(c+ it)x−(c+it) dt. □

8
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0.4 Un résultat d’intégration
Il est fréquent en analyse complexe de modifier des contours d’intégration. Par exemple, si U est un ouvert
simplement connexe de C, et f : U → C est une fonction holomorphe, alors pour tout lacet γ tracé dans U :∫

γ

f(z) dz = 0.

En revanche, si f présente des pôles ak à l’intérieur de γ, et si de plus γ est un lacet simple parcouru dans le
sens trigonométrique, alors le théorème des résidus implique :

1
2πi

∫
γ

f(z) dz =
∑

k

Res(f, ak).

Le résultat suivant formalise l’opération de déplacement d’une droite verticale d’intégration.

Proposition 0.11. Soient u, v ∈ R et f une fonction méromorphe de pôles a1, . . . , an ∈ C vérifiant :

u < Re(a1) < · · · < Re(an) < v

et telle que f(x+ iy) → 0 lorsque |y| → ∞ uniformément en x ∈ [u, v]. Alors, sous réserve d’existence :

1
2πi

∫ u+i∞

u−i∞
f(z) dz = 1

2πi

∫ v−i∞

v+i∞
f(z) dz −

n∑
k=1

Res(f, ak).

Démonstration. Considérons r ∈ R tel que r > |Im ak| pour tout k ∈ {1, . . . , n}, et définissons :

A(r) = 1
2πi

∫ u+ir

u−ir

f(z) dz ; B(r) = 1
2πi

∫ v+ir

v−ir

f(z) dz.

Considérons également le contour Cr = C1,r ∪ C2,r ∪ C3,r ∪ C4,r défini comme suit.

σ

t

C1,r

C2,r

C3,r

C4,r

a1

a2

a3

Les segments C1,r et C3,r ont pour abscisses respectives u et v, tandis que C2,r et C4,r ont pour ordonnées
respectives r et −r. D’après le théorème des résidus, puisque Cr est un lacet simple parcouru dans le sens
trigonométrique inverse :

1
2πi

∫
C,r

f(z) dz = −
n∑

k=1
Res(f, ak)

9
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c’est-à-dire :
A(r) + 1

2πi

∫
C2,r

f(z) dz + 1
2πi

∫
C4,r

f(z) dz = −B(r) −
n∑

k=1
Res(f, ak). (0.12)

Puisque f(x + iy) → 0 lorsque y → ∞ uniformément en x ∈ [u, v], et que C2,r et C4,r sont de longueur finie
égale à v − u, par convergence dominée :∫

C2,r

f(z) dz −−−→
r→∞

0 et
∫

C4,r

f(z) dz −−−→
r→∞

0.

Si maintenant A(r) et B(r) ont une limite lorsque r → ∞, on peut passer à la limite dans (0.12). □

Remarque. Ce résultat reste vrai si l’intégrale de f sur une certaine suite de segments horizontaux est nulle
ou négligeable. Par exemple, s’il existe deux suites (αk) et (βk) qui ont une limite (potentiellement infinie) et
vérifient, pour tout k ∈ N :

αk, βk > |Im a1| , . . . , |Im an|

ainsi que : ∫ v−iαk

u−iαk

f(z) dz =
∫ v+iβk

u+iβk

f(z) dz = 0

alors on peut encore passer à la limite (cette fois sur k seulement) dans l’égalité (0.12).
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1 Fonction zêta de Riemann
1.1 Définition et premières propriétés
Nous commençons par énoncer les propriétés dites usuelles de la fonction zêta de Riemann.

Définition 1.1. La fonction zêta de Riemann est définie, pour σ > 1, par :

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns
.

La première approche d’Euler au calcul de la valeur de ζ(2), connu sous le nom de problème de Bâle, consiste
à transposer des résultats sur les polynômes aux séries entières, notamment celui de la factorisation via les
racines. Euler utilise alors l’expression suivante, qui découlera d’un théorème démontré une centaine d’années
plus tard par Karl Weierstrass (1815–1897) :

sin x
x

=
(

1 − x

π

)(
1 + x

π

)(
1 − x

2π

)(
1 + x

2π

)
· · · =

(
1 − x2

π2

)(
1 − x2

4π2

)
· · ·

Dans ce produit, on constate que le coefficient de x2 est :

−
(

1
π2 + 1

4π2 + 1
9π2

)
= − 1

π2

∞∑
n=1

1
n2

et on peut alors l’identifier à celui du développement en série entière associé, qui vaut −1/6. Ce résultat se
généralise aux entiers pairs, et Euler a démontré :

ζ(2n) = 22n−1π2n |B2n|
(2n)!

où les B2n sont les nombres de Bernoulli. Les propriétés connues des ζ(2n + 1) sont quant à elles assez peu
nombreuses. En 1978, Roger Apéry a démontré l’irrationnalité de ζ(3) [8]. Plus récemment, en 2000, Tanguy
Rivoal a prouvé que les ζ(2n + 1) comportent une infinité d’irrationnels [9]. L’année suivante, Wadim Zudilin
a démontré qu’au moins l’un des nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) est irrationnel [10].

Proposition 1.2. La fonction ζ est analytique sur le demi-plan σ > 1, présente un pôle simple en s = 1
de résidu 1, et se prolonge en une fonction méromorphe sur σ > 0. Plus précisément, si σ > 1, alors :

ζ(s) = 1
s− 1 + ψ(s)

où ψ est une fonction holomorphe sur σ > 0.

Démonstration. La série
∑
n−s est une série de fonctions analytiques qui converge uniformément sur tout

compact du demi-plan σ > 1, donc leur somme y est analytique. Pour le second point, notons d’abord que :

ζ(s) − 1
s− 1 =

∞∑
n=1

1
ns

−
∫ ∞

1

1
ts

dt =
∞∑

n=1

∫ n+1

n

1
ns

− 1
ts

dt.

On constate sans difficulté que pour t ∈ (0,∞) :

1
ns

− 1
ts

=
∫ t

n

s

xs+1 dx

ce qui assure la converge absolue de la série associée lorsque σ > 0. En effet :
∞∑

n=1

∣∣∣∣∫ n+1

n

1
ns

− 1
ts

dt
∣∣∣∣ ≤

∞∑
n=1

σ

nσ+1 < ∞.

11
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Il suffit alors de poser, pour σ > 0 :

ψ(s) =
∞∑

n=1

∫ n+1

n

1
ns

− 1
ts

dt. □

Proposition 1.3. Pour s ∈ C tel que σ > 1 :

ζ(s) =
∏
p∈P

1
1 − p−s

.

Démonstration. Notons P = {p1, p2, p3, . . .} et considérons q = pr ∈ P. Pour p ∈ P, on sait que :

1
1 − p−s

=
∞∑

k=0

1
pks

et cette série étant absolument convergente, on peut sommer ses termes dans n’importe quel ordre :

∏
p≤q

1
1 − p−s

=
( ∞∑

k1=0
p−k1s

1

)
· · ·

( ∞∑
kr=0

p−krs
r

)
=

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kr=0

(
pk1

1 · · · pkr
r

)−s

.

Les termes du membre de droite sont donc de la forme n−s où n est un produit de nombres premiers, tous
inférieurs à q. En particulier, tous les entiers naturels inférieurs à q y apparaissent. Par conséquent :∣∣∣∣∣∣ζ(s) −

∏
p≤q

1
1 − p−s

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=q+1

1
nσ

et le membre de droite tend vers 0 lorsque r → ∞, puisque σ > 1. □

Proposition 1.4. La fonction ζ ne s’annule pas sur le demi-plan σ ≥ 1.

Démonstration. Si σ > 1, on déduit de l’expression du produit eulérien :

log |ζ(s)| = −
∑
p∈P

log
∣∣1 − p−s

∣∣ = − Re

∑
p∈P

log
(
1 − p−s

)
et on peut expliciter davantage la somme :

log |ζ(s)| = Re

∑
p∈P

∞∑
k=1

1
kpks

 = Re
( ∞∑

n=1

an

ns

)

où les an sont des réels positifs, donc log |ζ(s)| ne peut diverger.

Lorsque σ = 1, c’est plus subtil. Voici un argument dû à Franz Mertens (1840–1927). La clé est l’inégalité :

3 + 4 cos θ + cos(2θ) = 2(1 + cos θ)2 ≥ 0.

En effet, pour trois réels α, β, γ > 0 :

log
∣∣ζ(σ)αζ(σ + it)βζ(σ + γit)

∣∣ = Re
( ∞∑

n=1

an

nσ

(
α+ βn−it + n−γit

))
.

Supposons alors qu’il existe t0 ∈ R tel que ζ(1 + it0) = 0, et définissons la fonction auxiliaire :

h(s) = ζ(s)3ζ(s+ it0)4ζ(s+ 2it0).

12
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Ainsi, 1 + it0 est un zéro de ζ(s)4 d’ordre au moins 4, donc h(1) = 0. Par conséquent :

lim
s→1

log |h(s)| = −∞.

Mais cette quantité est positive ! En effet :

log |h(s)| = Re
( ∞∑

n=1

an

nσ

(
3 + 4n−it + n−2it

))

=
∞∑

n=1

an

nσ
(3 + 4 cos(t logn) + cos(2t logn)) ≥ 0

et cela l’empêche de diverger vers −∞ lorsque s → 1. □

1.2 L’équation fonctionnelle
Nous allons démontrer le résultat suivant de deux manières différentes.

Proposition 1.5. La fonction s 7−→ (s− 1)ζ(s) admet un prolongement analytique au plan complexe, et
pour tout s ∈ C \ {1} :

ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1 − s)ζ(1 − s).

1.2.1 Par une intégrale de contour

La méthode la plus classique consiste à utiliser un contour de Hankel, mais nous la réservons pour l’équation
fonctionnelle des L(s, χ). Voici donc une méthode simple et efficace due à Keith Ball [11].

Lemme 1.6. Pour tout s ∈ (1,∞) :

Γ(s)ζ(s) = 1
4s

∫ ∞

0

ts

sinh2(t/2)
dt.

Démonstration. On part de la définition de Γ(s) :

Γ(s)ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

∫ ∞

0
xs−1e−x dx =

∫ ∞

0
us−1

∞∑
n=1

e−nu du =
∫ ∞

0

us−1

eu − 1 du

puis en intégrant par parties, on obtient :

Γ(s)ζ(s) = 1
s

∫ ∞

0

euus

(eu − 1)2 du

et on conclut en utilisant la formule de l’angle milieu :

eu − 1 = eu/2
(

sinh
(u

2

)
− 1
)
. □

Fixons maintenant s ∈ C et considérons la fonction :

f(z) = π2z1−s

sin2(πz)
.

Il s’agit d’une fonction méromorphe, dont les pôles sont les entiers relatifs non nuls, avec :

Res(f, n) = lim
z→n

d
dz
(
(z − n)2f(z)

)
= 1 − s

ns
.

13
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Fixons maintenant σ ∈ (0, 1) (par exemple σ = 1/2) de façon à « éviter » les pôles, et posons :

I(s) = 1
2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
f(z) dz.

C’est une fonction entière de s, essentiellement car le sinus crôıt exponentiellement lorsqu’on s’éloigne de l’axe
des réels, ce qui assure également que f(x + iy) → 0 lorsque y → ∞ uniformément en x. Supposons d’abord
que s ∈ (1,∞) de sorte que f(x+ iy) → 0 lorsque x → ∞, uniformément en y. D’après la proposition 0.11 :

I(s) = −
∞∑

n=1
Res(f, n) = (s− 1)ζ(s).

Supposons à présent s ∈ (−∞, 0). Puisque f ne présente pas de pôle en 0, on peut alors déplacer le contour sur
l’axe des imaginaires afin de simplifier le calcul :

2πiI(s) =
∫ ∞

−∞
f(it)idt = i

∫ ∞

0

π2t1−s(−i)1−s

sinh2 t
dt− i

∫ ∞

0

π2t1−si1−s

sinh2 t
dt

= −iπ2 cos
(π

2 (1 − s)
)∫ ∞

0

t1−s

sinh2(πt)
dt

= iπ2 sin
(πs

2

)∫ ∞

0

t1−s

sinh2(πt)
dt.

En effectuant le changement de variable u = 2πt et à l’aide du lemme 1.6, on obtient :∫ ∞

0

t1−s

sinh2(πt)
dt = (2π)s

∫ ∞

0

u1−s

sinh2(u/2)
du = 4(2π)sΓ(1 − s)ζ(1 − s)

et on en déduit finalement, pour s ∈ (−∞, 0) :

I(s) = (s− 1)2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1 − s)ζ(1 − s)

ce qui fournit un prolongement analytique pour (s− 1)ζ(s) et donne l’équation fonctionnelle souhaitée.

1.2.2 Par la fonction thêta de Jacobi

Définition 1.7. La fonction thêta de Jacobi est définie, pour τ ∈ H et z ∈ C, par :

ϑ(z, τ) =
∑
n∈Z

exp
(
πiτn2 + 2πinz

)
.

Dans toute la suite, on prendra τ = it avec t > 0 et z = 0, et on notera donc :

ϑ(t) = ϑ(0, it) =
∑
n∈Z

exp
(
−n2πt

)
.

Proposition 1.8. Pour tout t ∈ (0,∞) :

ϑ(t) = 1√
t
ϑ

(
1
t

)
.

Démonstration. On applique la formule sommatoire de Poisson à la fonction :

f(x) = exp
(

− tx2

4π

)

14



Histoires de la fonction zêta de Riemann Giovanni Lebaron

dont la transformée de Fourier est :
f̂(ω) = 2π√

t
exp

(
−πω2

t

)
. □

Une première idée peut être de s’intéresser à la transformée de Mellin :

Mϑ(s) =
∫ ∞

0
ϑ(t)ts−1 dt

mais l’intégrale ne converge pour aucune valeur de s ! Seul le terme n = 0 pose problème dans la série, il est
donc d’usage de définir la fonction modifiée :

ψ(t) = ϑ(t) − 1
2 (1.9)

pour y remédier. Nous allons plutôt découper l’intégrale en deux en ôtant à ϑ(t) ses équivalents au niveau des
bornes problématiques. De la définition 1.7 et de la proposition 1.8, on déduit :

ϑ(t) ∼
t→0

1√
t

; ϑ(t) −−−→
t→∞

1

ce qui nous incite à poser :

ϕ(s) =
∫ 1

0

(
ϑ(t) − 1√

t

)
t(s/2)−1 dt+

∫ ∞

1
(ϑ(t) − 1)t(s/2)−1 dt.

On constate que ϕ est une fonction entière, puisqu’on peut l’écrire comme une série normalement convergente
de fonctions entières. En échangeant série et intégrale et via le changement de variable x = n2πt, on obtient :∫ 1

0

(
ϑ(t) − 1√

t

)
t(s/2)−1 dt = 2π−s/2ζ(s)

∫ 1

0
x(s/2)−1e−x dx+

∫ 1

0
t(s/2)−1 dt−

∫ 1

0
t(s/2)−2 dt

= 2π−s/2ζ(s)
∫ 1

0
x(s/2)−1e−x dx+ 2

s
− 2
s− 1

et de même avec le second terme :∫ ∞

1
(ϑ(t) − 1)t(s/2)−1 dt =

∑
|n|≥1

∫ ∞

1
t(s/2)−1e−n2πt dt

=
∑

|n|≥1

1
(n2π)s/2

∫ ∞

1
x(s/2)−1e−x dx

= 2π−s/2ζ(s)
∫ ∞

1
x(s/2)−1e−x dx

ce qui peut se réécrire à l’aide de la fonction ψ :

Mψ
(s

2

)
= π−s/2ζ(s)Γ

(s
2

)
. (1.10)

Nous avons donc montré que, pour σ > 1 :

1
2ϕ(s) = π−s/2ζ(s)Γ

(s
2

)
+ 1
s

− 1
s− 1 . (1.11)

De plus, à l’aide de la proposition 1.8, on montre facilement que ϕ(s) = ϕ(1 − s) en effectuant le changement
de variable u = 1/t dans chacune des intégrales. Pour s ∈ C \ {0, 1}, on peut alors prolonger ζ(s) à l’aide de
l’égalité (1.11). De la symétrie de ϕ par rapport à la droite critique σ = 1/2, on déduit :

ζ(s) = πs− 1
2ζ(1 − s)Γ

(
1 − s

2

)
Γ
(s

2

)−1

15
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puis, d’après la formule des compléments :

ζ(s) = πs−1
√
π
ζ(1 − s) sin

(πs
2

)
Γ
(

1 − s

2

)
Γ
(

1 − s

2

)
et on conclut grâce à la formule de duplication de Legendre, qui fournit l’égalité :

Γ
(

1 − s

2

)
Γ
(

1 − s

2

)
= 2s

√
πΓ(1 − s). (1.12)

Un calcul de limite permet d’ailleurs de montrer que ζ(s) n’a pas de pôle en s = 0 (cf. proposition 1.14).

Notons enfin que l’équation fonctionnelle peut se réécrire sous la forme symétrique ξ(s) = ξ(1 − s), avec :

ξ(s) = 1
2s(s− 1)π−s/2ζ(s)Γ

(s
2

)
. (1.13)

Remarque. Prenons s = −1 dans l’équation fonctionnelle :

ζ(−1) = − 1
2π2 Γ(2)ζ(2) = − 1

12 .

Ceci explique le célèbre « résultat » qui prétend que la somme des entiers naturels « vaut » −1/12. Ce n’est
pas le seul endroit où l’on retrouve cette mystérieuse valeur. On peut en effet montrer que :

∞∑
n=1

ne−nx =
x→0

1
x2 − 1

12 + O(x).

Il existe également un procédé de sommation dû à Srinivasa Ramanujan (1887–1920) permettant d’attribuer
une valeur aux séries divergentes, pour des fonctions f suffisamment régulières et à croissance « adaptée » :

∞∑
n=0

f(n) (R)= f(0)
2 + i

∫ ∞

0

f(it) − f(−it)
e2πt − 1 dt.

En prenant f(n) = n et en utilisant ζ(2) = π2/ 6, on obtient 1 + 2 + 3 + 4 + · · · (R)= −1/12.

1.3 Les zéros et l’hypothèse de Riemann
On peut déjà observer à l’aide de l’équation fonctionnelle que, pour tout entier n ≥ 1 :

ζ(−2n) = 2−2nπ−2n−1 sin(−nπ)Γ(2n+ 1)ζ(2n+ 1) = 0.
Ce sont les zéros dits triviaux de la fonction zêta. Mais alors, où se situent les autres ?

Proposition 1.14. Les zéros non triviaux de ζ(s) se situent tous dans la bande 0 < σ < 1.

Démonstration. La proposition 1.4 assure déjà que ζ(s) ̸= 0 si σ ≥ 1. Par ailleurs, la proposition 1.2 entrâıne :

ζ(0) = lim
s→0

2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1 − s)ζ(1 − s) = lim

s→0

1
π

πs

2
1

1 − s− 1 = −1
2 .

Supposons maintenant σ ≥ 0 et s ̸= −2n pour tout n ∈ N. Dans ce cas Re(1 − s) = 1 − σ ≥ 1, et les autres
facteurs dans l’équation fonctionnelle ne sont pas nuls : sin(z) ne s’annule pas lorsque z /∈ πZ, les fonctions
puissance ne s’annulent jamais et Γ(s) non plus. □

Selon Riemann, le nombre de zéros non triviaux dont la partie imaginaire est comprise entre 0 et T vaut
approximativement :

N(T ) ≈ T

2π log
(
T

2π

)
− T

2π
et que l’erreur est de l’ordre de 1/T [5]. Il affirme également que cette approximation vaut également pour les
zéros situés sur la droite critique σ = 1/2, sans préciser dans quel sens. On peut penser que cela sous-entend
que le terme d’erreur tend vers 0 lorsque T → ∞. Personne n’a su démontrer ce résultat, mais on imagine que
c’est ce qui a mené Riemann à conjecturer que tous les zéros non triviaux ont pour partie réelle 1/2, problème
connu aujourd’hui sous le nom d’hypothèse de Riemann, et toujours non résolu.

16
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1.4 Infinité des zéros sur la droite critique
En 1908, Ernst Lindelöf (1870–1946) a démontré [12] :

ζ

(
1
2 + it

)
= O(t1/4) (1.15)

et l’hypothèse de Lindelöf stipule que 1/4 peut être remplacé par tout ε > 0. Nous allons déjà prouver que la
fonction zêta s’annule une infinité de fois sur la droite critique. Nous introduisons pour ce faire, pour t ∈ R :

Ξ(t) = ξ

(
1
2 + it

)
qui est paire et à valeurs réelles en vertu de l’équation ξ(s) = ξ(1 − s) et du principe de réflexion de Schwarz.

Lemme 1.16. Pour tout z ∈ C tel que |Im z| < π/4 :∫ ∞

0

Ξ(t) cos(zt)
t2 + 1

4
dt = π

2 ez/2 − πe−z/2ψ(e−2z).

Démonstration. Supposons tout d’abord que z = x ∈ R et notons :

Q(x) =
∫ ∞

0

Ξ(t) cos(xt)
t2 + 1

4
dt.

Par parité de t 7−→ Ξ(t) cos(xt)(t2 + 1/4)−1 et par imparité de t 7−→ Ξ(t) sin(xt)(t2 + 1/4)−1 :

Q(x) = 1
2

∫ ∞

−∞
ξ

(
1
2 + it

)
eixt

t2 + 1
4

dt = 1
2ie

−x/2
∫ 1/2+i∞

1/2−i∞

1
s(1 − s)ξ(s)e

xs ds.

Par conséquent, d’après (1.13) :

Q(x) = − 1
4ie

−x/2
∫ 1/2+i∞

1/2−i∞
f(s) ds avec f(s) = π−s/2ζ(s)Γ

(s
2

)
exs. (1.17)

D’après la proposition 0.11, pour a ∈ (1,∞) :

1
2πi

∫ 1/2−i∞

1/2−i∞
f(s) ds = 1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
f(s) ds− Res(f, 1)

et puisque 1 est un pôle simple de f :

Res(f, 1) = lim
s→1

(s− 1)π−s/2ζ(s)Γ
(s

2

)
exs = ex

donc avec (1.17), il vient :

Q(x) = π

2 e−x/2
(

ex − 1
2πi

∫ a+i∞

a−i∞
f(s) ds

)
.

Enfin, par inversion de Mellin et d’après (1.10) :∫ a+i∞

a−i∞
f(s) ds =

∫ a+i∞

a−i∞
π−s/2ζ(s)Γ

(s
2

)
(e−x)−s ds = 4πiψ(e−2x)

ce qui donne le résultat attendu. On l’étend à |Im z| < π/4 par prolongement analytique. □
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Lemme 1.18. Toutes les dérivées de la fonction :

h(α) = eiα/2
(

1
2 + ψ(e2iα)

)
tendent vers zéro lorsque α ↑ π/4.

Démonstration. Soit δ > 0. Puisque n et n2 ont même parité :

ψ(i+ δ) =
∞∑

n=1
(−1)ne−πδn2

= 2
∞∑

n=1
e−4πδn2

− ψ(δ) = 2ψ(4δ) − ψ(δ). (1.19)

La proposition 1.8 se réécrit à l’aide de ψ(x) comme suit :

2ψ(x) + 1 = 1√
x

(
2ψ
(

1
x

)
+ 1
)

(1.20)

ce qui entrâıne, avec (1.19) :

1
2 + ψ(i+ δ) = 1√

δ

∞∑
n=1

exp
(

−n2π

4δ

)
− exp

(
−n2π

δ

)
.

Examinons la dérivée première de cette expression :

ψ′(i+ δ) = − 1
2δ3/2

∞∑
n=1

exp
(

−n2π

4δ

)
− exp

(
−n2π

δ

)
+ 1√

δ

∞∑
n=1

n2π

4δ2 exp
(

−n2π

4δ

)
− n2π

δ
exp

(
−n2π

δ

)
.

On arrive facilement à se convaincre que pour les dérivées successives, on obtient une expression de la forme :

ψ(k)(i+ δ) = Ak(δ−1/2)
∞∑

n=1
Bk(n2, δ−1) exp

(
−n2π

4δ

)
+ Ck(δ−1/2)

∞∑
n=1

Dk(n2, δ−1) exp
(

−n2π

δ

)

avec Ak, Ck ∈ R[X] et Bk, Dk ∈ R[X,Y ]. On constate alors sans difficulté que ψ(k)(i + δ) → 0 lorsque δ ↓ 0.
Cet argument s’étend à tout z ∈ C tel que Re(z − i) = Re(z) > 0, puisque :∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

exp
(

− n2π

|z − i|

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1
exp

(
−n2πRe(z − i)

|z − i|2

)
= ψ

(
Re(z − i)
|z − i|2

)

et toutes ses dérivées du membre de droite tendent vers 0 lorsque z → i, en restant dans un chemin sur lequel
arg(z − i) < π/2. La formule de Leibniz permet de conclure. □
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Théorème 1.21 (Hardy, 1914). La fonction ζ s’annule une infinité de fois sur la droite critique.

Démonstration. Appliquons la proposition 1.16 à x = −iα avec α ∈ (0, π/4) :∫ ∞

0

Ξ(t) cosh(αt)
t2 + 1

4
dt = π

2 eiα/2 − πe−iα/2ψ(e2iα) = π cos(α/2) − πh(α)

où la fonction h a été introduite dans la proposition 1.18. La formule de Stirling fournit l’estimation :

Γ
(

1
4 + it

2

)
≪
(

1
2 + it

)it/2−1/4
≪ t−1/4e−πt/4

et en vertu de (1.15), cela nous permet de dériver sous l’intégrale 2n fois par rapport à α :∫ ∞

0

Ξ(t) cosh(αt)
t2 + 1

4
t2n dt = (−1)nπ

4n
cos(α/2) − πh(n)(α).

Supposons par l’absurde que Ξ(t) ne possède qu’un nombre fini de zéros. Sans perte de généralité, on peut
supposer qu’il existe T > 0 tel que Ξ(t) > 0 pour tout t > T (le cas Ξ(t) < 0 est analogue). Notons alors :

Ln = lim
α↑π/4

∫ ∞

T

Ξ(t) cosh(αt)
t2 + 1

4
t2n dt.

Comme l’intégrande est positif, pour tout T ′ > T , par convergence dominée :∫ T ′

T

Ξ(t) cosh(πt/4)
t2 + 1

4
t2n dt ≤ Ln

donc l’intégrale sur (0,∞) converge absolument, et d’après la proposition 1.18 :
(−1)n

4n
π cos

(π
8

)
=
∫ ∞

0
t2n Ξ(t) cosh(πt/4)

t2 + 1
4

dt.

On en déduit, pour tout n ∈ N impair :∫ ∞

T

Ξ(t) cosh(πt/4)
t2 + 1

4
t2n dt ≤ (−1)n

4n
π cos

(π
8

)
−
∫ T

0

Ξ(t) cosh(πt/4)
t2 + 1

4
t2n dt < T 2nI(T )

où I(T ) > 0 ne dépend pas de n. Mais l’intégrande est strictement positif dès que t > T , donc il existe ε > 0
tel que, pour tout t ∈ (2T, 2T + 1) :

Ξ(t) cosh(πt/4)
t2 + 1

4
≥ ε

t2n

et on aboutit à 4nε ≤ I(T ) pour tout entier n impair, ce qui est impossible. □

Ce résultat signifie donc que N0(T ) → ∞ lorsque T → ∞, où N0(T ) désigne le nombre de zéros non triviaux
situés sur la droite critique σ = 1/2, dont la partie imaginaire est comprise entre 0 et T . Rappelons que N(T )
est le nombre de zéros de partie imaginaire comprise entre 0 et T , mais sans hypothèse sur leur partie réelle.

En 1921, Godfrey Hardy (1877–1947) et John Littlewood (1885–1977) ont montré que N0(T ) ≥ CT pour T
suffisamment grand, où C > 0 est une constante [13]. En 1942, Atle Selberg (1917–2007) a amélioré ce résultat
en N0(T ) ≥ CT log T [14]. Le travail s’est par la suite concentré sur l’estimation du rapport N0(T )/N(T ). On
sait depuis 1974 qu’il vaut au moins 1/3. En effet, Norman Levinson (1912–1975) a démontré [15] :

N0(T + U(T )) −N0(T )
N(T + U(T )) −N(T ) >

1
3 avec U(T ) = T

(log T − log 2π)10 .

En améliorant la méthode de Levinson, Brian Conrey a obtenu en 1989 [16] :

lim inf
T →∞

N0(T )
N(T ) ≥ 0.4088.

La meilleure borne inférieure connue à ce jour a été obtenue en 2011, et vaut 0.4105 [17].
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2 Séries de Dirichlet
Nous allons voir que la définition de la fonction zêta de Riemann se généralise facilement, en remplaçant le
numérateur de chaque terme par une certaine suite, et qu’un lien inattendu avec l’arithmétique va apparâıtre.

2.1 Fonctions multiplicatives et convolution

Définition 2.1. Une fonction f : N∗ → C est appelée arithmétique, et est dite multiplicative lorsque
f(1) = 1 et f(mn) = f(m)f(n) pour tous entiers m et n premiers entre eux.

On note M l’ensemble des fonctions arithmétiques multiplicatives. En voici quelques éléments bien connus :

• l’indicatrice du singleton {1} :

δ(n) =
{

1 si n = 1,
0 sinon,

• la fonction de Möbius :

µ(n) =
{

0 si n est divisible par un carré parfait strictement supérieur à 1,
(−1)ω(n) sinon, où ω(n) est le nombre de facteurs premiers distincts de n,

• la fonction de von Mangoldt :

Λ(n) =
{

log p si n = pk avec p ∈ P et k ≥ 1,
0 sinon,

• la fonction indicatrice d’Euler : φ(n) = card {k ∈ {1, . . . , n} | pgcd(k, n) = 1},

• la fonction somme des diviseurs : σ(n) =
∑

k|n k,

• la fonction nombre de diviseurs : d(n) =
∑

k|n 1.

Définition 2.2. Si f, g ∈ M, on définit leur convolution de Dirichlet par :

(f ⋆ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g(n/d) =
∑

ab=n

f(a)g(b).

Proposition 2.3. Le couple (M, ⋆) est un groupe abélien, de neutre multiplicatif δ.

Par exemple, en partitionnant les éléments du groupe cyclique d’ordre n selon leurs ordres, il vient φ ⋆ 1 = id.
De l’égalité δ = µ ⋆ 1, on déduit également la formule d’inversion de Möbius :

f = g ⋆ 1 =⇒ g = f ⋆ µ.

2.2 Convolution et produit de séries

Définition 2.4. Si (an)n≥1 est une suite de nombres complexes, on définit sa série de Dirichlet par :

D(s) =
∞∑

n=1

an

ns
.

Il existe une définition plus générale, associant à une suite de complexes (an)n≥1 et une suite de réels (λn)n≥1
positive, strictement croissante et non majorée, la série :

D(s) =
∞∑

n=1
ane−sλn .
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Si f ∈ M, on désignera par D(f)(s) la série de Dirichlet associée à (f(n))n≥1. Par exemple, pour σ > 1 :

D(1)(s) =
∞∑

n=1

1
ns

= ζ(s).

Proposition 2.5. Soient f, g ∈ M et s ∈ C tels que D(f)(s) et D(g)(s) convergent absolument. Alors il
en est de même de D(f ⋆ g)(s), et :

D(f ⋆ g)(s) = D(f)(s)D(g)(s).

Démonstration. On somme par paquets à l’aide de la réunion disjointe :

(N∗)2 =
⋃

n∈N∗

{
(a, b) ∈ (N∗)2 | ab = n

}
. □

Corollaire 2.6. Pour s ∈ C tel que σ > 1 :

ζ ′(s)
ζ(s) = −

∞∑
n=1

Λ(n)
ns

.

Démonstration. Pour tout entier n ≥ 1 :

(Λ ⋆ 1)(n) =
∑
d|n

Λ(d) =
∑
p|n

vp(n) log p = logn

puisque chaque puissance d’un facteur premier de n apparâıt vp(n) fois, et tous les autres diviseurs d vérifient
par définition Λ(d) = 0. Par conséquent, Λ ⋆ 1 = log, et la proposition 2.5 permet de conclure. □

Corollaire 2.7. Pour s ∈ C tel que σ > 1 :
∞∑

n=1

d(n)
ns

= ζ2(s).

Démonstration. Découle immédiatement de l’identité d = 1 ⋆ 1 et de la proposition 2.5. □

On peut obtenir bien des formules du même acabit grâce à la convolution. Par exemple, pour σ > 1 :

1
ζ(s) =

∞∑
n=1

µ(n)
ns

et pour σ > 2 :

ζ(s)ζ(s− 1) =
∞∑

n=1

σ(n)
ns

; ζ(s− 1)
ζ(s) =

∞∑
n=1

φ(n)
ns

.
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3 Liens avec les nombres premiers
Nous avons vu qu’il existait un lien entre les nombres premiers et l’analyse complexe, par l’intermédiaire de la
fonction zêta. Ce lien est en fait bien plus profond, et nous allons voir que la répartition des nombres premiers
est étroitement liée aux zéros non triviaux de la fonction zêta. Nous allons d’abord démontrer le théorème des
nombres premiers grâce à un résultat établi par Shikao Ikehara [18].

3.1 Le théorème de Wiener-Ikehara
Nous présentons un premier résultat qui permettra d’en déduire ledit théorème.

Théorème 3.1. Soit f : (0,∞) → C bornée et localement intégrable. Pour σ > 0, on pose :

g(s) = Lf(s) =
∫ ∞

0
f(t)e−st dt.

Si g admet un prolongement analytique au demi-plan σ ≥ 0, alors f est intégrable et :∫ ∞

0
f(t) dt = g(0).

Démonstration. Soit T ∈ (0,∞). On note M = sup |f | et on pose :

gT (s) =
∫ T

0
f(t)e−st dt.

L’objectif est de montrer que |g(0) − gT (0)| → 0 lorsque T → ∞. Le théorème d’holomorphie sous l’intégrale
et l’intégrabilité locale de f assurent d’abord que gT est entière. L’idée est d’exprimer g(0) − gT (0) comme
une intégrale sur un contour bien choisi. Comme g est analytique sur {σ ≥ 0} et que {σ = 0} ∩ {|t| ≤ R} est
compact, on peut trouver δ > 0 tel que g soit analytique sur {σ ≥ −δ} ∩ {|t| ≤ R}. Fixons alors R > 0 et
considérons le lacet U = C+ ∪W défini comme suit.

σ

t

A

B

−R Rδ

W C+C−

D’après le théorème des résidus :

g(0) − gT (0) = 1
2πi

∫
U

g(s) − gT (s)
s

ds. (3.2)

On a alors, pour σ > 0 :
|g(s) − gT (s)| =

∣∣∣∣ 1
2πi

∫ ∞

T

f(s)e−sT ds
∣∣∣∣ ≤ M

σ
e−σT (3.3)

22
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et pour σ < 0 :

|gT (s)| =
∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫ T

0
f(s)e−sT ds

∣∣∣∣∣ ≤ M

σ

∣∣1 − e−sT
∣∣ ≤ 2M

|σ|
e|σ|T . (3.4)

Afin de compenser le terme exponentiel, on peut multiplier l’intégrande par esT sans changer le résultat, puisque
c’est un terme qui vaut 1 en s = 0. Par ailleurs, on souhaite également éviter d’avoir σ au dénominateur, car
son inverse explose lorsqu’on se rapproche de l’axe des imaginaires. Une astuce consiste alors à multiplier
l’intégrande par 1 + s2/R2 ! Par le même argument, cela ne modifie pas le résultat. Ainsi, (3.2) devient :

g(0) − gT (0) = 1
2πi

∫
U

g(s) − gT (s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds.

On peut à présent estimer cette intégrale. Tout d’abord, pour s = Reiθ ∈ C+ :

1
s

(
1 + s2

R2

)
= 1
Reiθ

(
1 + e2iθ

)
= 2 cos θ

R
(3.5)

donc d’après (3.3), puisque σ = R cos θ :∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
C+

g(s) − gT (s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

2 cos θ
R

M

σ
eσT e−σTπR ≪ 1

R
. (3.6)

On scinde à présent l’intégrale sur W en deux parties :

I1(T ) def= 1
2πi

∫
W

gT (s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds ; I2(T ) def= 1

2πi

∫
W

g(s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds.

Comme l’intégrande est une fonction entière, on ne change pas la valeur de I1(T ) en ajoutant un lacet simple
au contour, en l’occurrence celui allant des points A à B en passant par C−, puis empruntant le chemin W dans
le sens contraire. Par conséquent :

I1(T ) = 1
2πi

∫
C−

gT (s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds.

De plus, par une estimation similaire à (3.3) et à l’aide de (3.4), on obtient :

I1(T ) ≪ 1
R

(3.7)

et ceci uniformément en T . Pour I2(T ) c’est un peu plus délicat, et nous allons la scinder en deux parties.
Notons S = W ∩ {|s| = R}, et V = W ∩ {t = −δ}. L’égalité (3.5) étant encore valable sur S, il vient :∣∣∣∣ 1

2πi

∫
S

g(s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds

∣∣∣∣ ≤ a(R)
R2 |σ| eσT

où a(R) > 0 ne dépend que de R. En effet, g est continue sur un compact contenant W donc elle y est bornée
par une fonction de R uniquement, et la longueur de S ne dépend que de R. Puisque x 7−→ xe−x atteint un
maximum global en x = 1, on peut préciser l’estimation :∣∣∣∣ 1

2πi

∫
S

g(s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds

∣∣∣∣ ≤ a(R)
R2

e
T
. (3.8)

Enfin, si s ∈ V alors
∣∣esT

∣∣ = e−δT , ce qui donne :∣∣∣∣ 1
2πi

∫
V

g(s)
s

(
1 + s2

R2

)
esT ds

∣∣∣∣ ≤ b(R)e−δT (3.9)
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où b(R) > 0 ne dépend que de R. En résumé, les estimations (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9) impliquent :

|g(0) − gT (0)| ≪ 1
R

+ c(R)
T

+ d(R)e−δT

où c(R) > 0 et d(R) > 0 ne dépendent que de R. Finalement :

lim sup
T →∞

|g(0) − gT (0)| ≪ 1
R

et comme R peut à présent être rendu arbitrairement grand, la limite supérieure est nulle. □

Théorème 3.10 (Ikehara, 1931). Soit la série de Dirichlet :

G(s) =
∞∑

n=1

bn

ns
avec bn ≥ 0.

On suppose que :

(a) G(s) converge absolument pour σ > 1,

(b) G(s) se prolonge en une fonction méromorphe sur le demi-plan σ ≥ 1, qui possède uniquement un
pôle simple de résidu r en s = 1,

(c) B(x) def=
∑

n≤x bn = O(x).

Alors B(x) ∼ rx lorsque x → ∞.

Démonstration. Afin d’appliquer le théorème 3.1, on transforme d’abord G(s) en une intégrale :

G(s) = B(1) +
∞∑

n=2

B(n) −B(n− 1)
ns

=
∞∑

n=1
B(n)

(
1
ns

− 1
(n+ 1)s

)
=

∞∑
n=1

B(n)
∫ n+1

n

s

xs+1 dx.

Ainsi, puisque B(x) = B(n) lorsque n ≤ x < n+ 1 :

G(s)
s

=
∫ ∞

1

B(x)
xs+1 dx. (3.11)

On peut supposer que r > 0 sans perte de généralité. Il suffit en effet d’appliquer le théorème d’Ikehara à la
série de Dirichlet G(s) + (1 − r)ζ(s) si r < 0. Quitte à diviser an par r, on peut également supposer que r = 1.
Ainsi, pour σ > 1, d’après (3.11) :

G(s)
s

− 1
s− 1 =

∫ ∞

1

B(x) − x

xs+1 dx

c’est-à-dire, pour σ > 0 :

g(s) def= G(s+ 1)
s+ 1 − 1

s
=
∫ ∞

1

B(x) − x

xs+2 dx =
∫ ∞

0

B(eu) − eu

eu
e−su du.

On pose alors f(u) = B(eu)e−u − 1, localement intégrable et bornée par l’hypothèse (c). De plus, g possède
un prolongement analytique au demi-plan σ ≥ 0, puisqu’on a retiré le seul terme d’ordre négatif dans son
développement en série de Laurent. Le théorème 3.1 garantit donc l’existence de :

g(0) =
∫ ∞

0
f(u) du =

∫ ∞

1

B(x) − x

x2 dx.

Reste à montrer que B(x) ∼ x lorsque x → ∞. Supposons par l’absurde que :

ℓ
def= lim inf

x→∞

B(x)
x

< 1 ou L
def= lim sup

x→∞

B(x)
x

> 1.
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Sans perte de généralité, on peut supposer L > 1. En effet, on a toujours ℓ ≤ L, et le cas ℓ < 1 est analogue.
En résumé, B(x) ≥ Lx pour une infinité de x ≥ 0. Puisque B est croissante, cela entrâıne B(t) ≥ B(x) ≥ Lx
pour tout t ≥ x, puis :∫ Lx

x

B(t) − t

t2
dt ≥

∫ Lx

x

Lx− t

t2
dt =

∫ L

1

L− v

v2 dv = L− 1 − logL

et cette quantité est strictement positive, indépendamment de x. Par conséquent :

lim sup
x→∞

∫ Lx

x

B(t) − t

t2
dt > 0

ce qui constitue une contradiction, puisque l’intégrale sur (0,∞) converge. □

Remarque. L’hypothèse (c) peut en fait se déduire des hypothèses (a) et (b) à l’aide du théorème 3.1 (voir [19]
pour une preuve alternative du théorème et de ce résultat).

3.2 Application : Théorème des nombres premiers
Nous présentons une preuve du théorème des nombres premiers faisant usage du théorème de Wiener-Ikehara,
tout en conservant l’argument crucial du comportement de ζ(s) sur la droite σ = 1.

Définition 3.12. La fonction de compte des nombres premiers est définie, pour x ∈ R, par :

π(x) =
∑
p≤x

1 = card {p ∈ P | p ≤ x}.

Plutôt que π(x), nous utiliserons ici la seconde fonction de Tchebychev, définie par :

ψ(x) =
∑

pk≤x

log p =
∑
n≤x

Λ(n).

Pourquoi ce choix ? C’est le corollaire 2.6 qui va nous permettre d’appliquer le théorème de Wiener-Ikehara, et
le théorème des nombres premiers se reformule comme suit à l’aide de ψ(x).

Proposition 3.13. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) lim
x→∞

ψ(x)
x

= 1,

(b) lim
x→∞

π(x) log(x)
x

= 1.

Démonstration. Dans la définition de ψ(x), le terme log p apparâıt exactement ⌊log x/ log p⌋ fois pour chaque
nombre premier p dont au moins l’une des puissances est inférieure à x. Par conséquent :

ψ(x) =
∑
p≤x

⌊
log x
log p

⌋
log p ≤ log x

∑
p≤x

1 = π(x) log x.

Il nous faut à présent une minoration. Fixons x ≥ 2 et considérons y ∈ (1, x). Alors :

π(x) = π(y) +
∑

y<p≤x

1 ≤ π(y) +
∑

y<p≤x

log p
log y ≤ y + ψ(x)

log y

puisque π(y) ≤ y. Ceci équivaut donc à :

π(x) log x
x

− y log x
x

≤ ψ(x)
x

log x
log y .
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En prenant y = x / log2(x), il vient :

π(x) log x
x

− 1
log x ≤ ψ(x)

x

log x
log x− 2 log log x

ce qui prouve le résultat attendu. □

Théorème 3.14 (des nombres premiers, Hadamard, De La Vallée Poussin, 1896). Lorsque
x → ∞ :

π(x) ∼ x

log x.

Démonstration. D’après les propositions 1.2 et 1.4 ainsi que le corollaire 2.6, la série de Dirichlet :

D(Λ)(s) = −ζ ′(s)
ζ(s)

admet un prolongement méromorphe au demi-plan σ ≥ 1 (notamment puisque ζ(s) ne s’y annule pas !) dont le
résidu en s = 1 vaut 1. Le théorème de Wiener-Ikehara permet de conclure. □

Il a été question de la « profondeur » de ce résultat pendant quelques dizaines d’années. Il s’agit en effet d’un
énoncé de nature arithmétique, sans lien immédiat avec l’analyse complexe. Une démonstration n’utilisant que
des outils « élémentaires » d’arithmétique était donc attendue. C’est en 1949 que Paul Erdös et Atle Selberg
donnèrent indépendamment une telle preuve de ce résultat [20, 21].

3.3 Application : Moyenne de φ−1(n)
Voici une seconde application du théorème de Wiener-Ikehara, reliant la fonction zêta et l’indicatrice d’Euler.

Théorème 3.15. Pour n ≥ 1, on pose bn = card {k ≥ 1 | φ(k) = n}. Alors :

1
x

∑
n≤x

bn −−−−→
x→∞

ζ(2)ζ(3)
ζ(6) .

Démonstration. Avec les notations du théorème 3.1, observons d’abord que :

G(s) =
∞∑

n=1

bn

ns
=

∑
k,n≥1

φ(k)=n

1
ns

=
∞∑

k=1

1
φ(k)s

.

De plus, φ est multiplicative et vérifie φ(pk) = pk−1(p− 1) pour tous p ∈ P et k ≥ 1, donc :

G(s) = lim
r→∞

( ∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kr=0

(
φ(pk1

1 ) · · ·φ(pkr
r )
)−s

)
=
∏
p∈P

∞∑
k=0

1
φ(pk)s

=
∏
p∈P

(
1 +

∞∑
k=1

1
p(k−1)s(p− 1)s

)

=
∏
p∈P

(
1 + (1 − p−s)−1

(p− 1)s

)
.

La proposition 1.3 donne alors :
G(s)
ζ(s) =

∏
p∈P

(
1 − (p− 1)−s + p−s

)
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et comme la série
∑

(n− 1)−s + n−s converge pour σ ≥ 1, cette expression définit une fonction holomorphe sur
le demi-plan σ ≥ 1, sauf en s = 1 où :

lim
s→1

(s− 1)G(s) =
∏
p∈P

(
1 − (p− 1)−1 + p−1) .

Ce produit converge bien, car la série associée converge absolument. On montre enfin que :

Res(G, 1)
∏
p∈P

(
1 − p−2) (1 − p−3) =

∏
p∈P

(
1 − p−6) .

Il suffit alors d’observer que Res(G, 1) = ζ(2)ζ(3)/ζ(6) et d’appliquer le théorème de Wiener-Ikehara. □

3.4 La formule explicite
Le théorème des nombres premiers nous fournit un équivalent de π(x), et on peut déjà préciser cette approxi-
mation à l’aide du logarithme intégral.

Définition 3.16. Le logarithme intégral est défini, pour x ∈ (0,∞) \ {1}, par :

li(x) = v.p.
∫ x

0

1
log t dt = lim

ε↓0

(∫ 1−ε

0

1
log t dt+

∫ x

1+ε

1
log t dt

)
.

On constate que li(x) ∼ π(x) lorsque x → ∞, et c’est une approximation de π(x) qui se révèle empiriquement
plus précise. La meilleure estimation connue à ce jour est :

π(x) = li(x) + O
(
x exp

(
−c(log x)3/5(log log x)1/5

))
pour une certaine constante c > 0. En 1901, Helge von Koch (1870–1924) a démontré que, sous l’hypothèse de
Riemann, on dispose de l’estimation beaucoup plus forte [22] :

π(x) = li(x) + O(
√
x log x).

Ceci dit, peut-on trouver une formule exacte pour π(x) ? Pour ce faire, il nous faut comme souvent « sortir »
de l’arithmétique. Reprenons pour ce faire la fonction ψ définie par (1.9). D’après (1.10) et (1.20), il vient :

π−s/2ζ(s)Γ
(s

2

)
= 1
s(s− 1) +

∫ ∞

1
ψ(x)

(
x

s−3
2 − x(s/2)−1

)
dx

puis, en prenant s = 1/2 + it :

Ξ(t) = 1
2 −

(
t2 + 1

4

)∫ ∞

1
ψ(x)x−3/4 cos

(
t

2 log x
)

dx.

En intégrant deux fois par parties, on peut montrer que :

Ξ(t) = 4
∫ ∞

1

d
dx

(
x

3
2ψ′(x)

)
x−1/4 cos

(
t

2 log x
)

dx

et cette expression est développable en une série entière dont la convergence est suffisamment rapide pour
qu’elle se factorise à l’aide de ses zéros, à la manière d’un polynôme (cf. sections 2.1 à 2.8 de [23] pour une
démonstration complète). Cependant, le produit doit ici être effectué dans un ordre précis, à savoir :

Ξ(t) = ξ(0)
∏

ρ∈S∩H

(
1 − s

ρ

)(
1 − s

1 − ρ

)
(3.17)
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où S désigne l’ensemble des zéros de Ξ(t), qui sont exactement les zéros non triviaux de ζ(s) ! Chaque zéro ρ
est regroupé avec 1 − ρ en raison de la parité de Ξ(t). Bref, on déduit de (1.13) et (3.17) l’égalité :

log ζ(s) = s

2 log π − log(s− 1) − log Γ
(s

2 + 1
)

+ log ξ(0) +
∑

ρ

log
(

1 − s

ρ

)
(3.18)

où la somme sur ρ doit donc être effectuée au sens suivant (cf. section 1.10 de [23]) :∑
ρ∈S∩H

(
log
(

1 − s

ρ

)
+ log

(
1 − s

1 − ρ

))
.

Nous allons voir que tout repose sur l’étude de la fonction suivante.

Définition 3.19. La fonction de compte de Riemann est définie, pour x ∈ (1,∞), par :

J(x) =
∞∑

n=1

1
n
π(x1/n).

Il s’agit en fait d’une somme finie, puisque x1/n < 2 pour n assez grand. Remarquons que, si σ > 1 :

log ζ(s) =
∑
k≥1

∑
p∈P

1
kpks

.

Le terme général de la somme s’écrit comme une intégrale :
1
pks

=
∫ ∞

p

ks

uks+1 du =
∫ ∞

1

ks

uks+1 1p≤u du =
∫ ∞

1

s

xs+1 1p≤x1/k dx

où l’on a effectué le changement de variable x = uk, ce qui donne finalement :
log ζ(s)

s
=
∫ ∞

1
J(x)x−s−1 dx. (3.20)

L’objectif est donc d’inverser (3.20) pour obtenir une expression de J(x) faisant intervenir (3.18). Nous allons
d’abord voir comment obtenir π(x) à partir de la fonction J . Dans toute la suite, nous adopterons la convention
standard suivante, attribuant aux fonctions π et J la valeur moyenne entre leur limite à gauche et leur limite à
droite au niveau de leurs points de discontinuité :

π(x) = lim
ε→0

π(x− ε) + π(x+ ε)
2 ; J(x) = lim

ε→0

J(x− ε) + J(x+ ε)
2 . (3.21)

Proposition 3.22. Pour tout x ∈ (1,∞) :

π(x) =
∞∑

n=1

µ(n)
n

J(x1/n).

Démonstration. Il s’agit d’inverser la définition 3.19, comme dans la formule d’inversion de Möbius vue dans
la section 2.1. Tant que x1/n ≥ 2, on retranche au membre de gauche la quantité µ(n)/n× J(x1/n), le facteur
µ(n) permettant de prendre en compte le nombre de facteurs premiers de n. On obtient ainsi :

J(x) = π(x) + 1
2π(x1/2) + 1

3π(x1/3) + 1
4π(x1/4) + 1

5π(x1/5) + · · · ,

J(x) − 1
2J(x1/2) = π(x) + 1

3π(x1/3) + 1
5π(x1/5) + · · · ,

J(x) − 1
2J(x1/2) − 1

3J(x1/3) = π(x) + 1
5π(x1/5) − 1

6π(x1/6) + 1
7π(x1/7) + · · · ,

J(x) − 1
2J(x1/2) − 1

3J(x1/3) + 1
6J(x1/6) = π(x) + 1

5π(x1/5) + 1
7π(x1/7) + · · · ,
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de sorte que le membre de droite contienne exactement les 1/k×π(x1/k), l’entier k ne possédant pas de facteur
premier déjà pris en compte dans le membre de gauche. □

Théorème 3.23. Pour tout x ∈ (1,∞) :

J(x) = li(x) −
∑

ρ∈S∩H

(
li(xρ) − li(x1−ρ)

)
− log 2 +

∫ ∞

x

1
t(t2 − 1) log t dt.

Démonstration. Nous suivons la démarche adoptée dans [23], pp. 25–33. Nous donnerons un sens aux termes
li(xρ) en temps voulu. Näıvement, on pourrait d’abord utiliser (3.20) afin d’obtenir, par inversion de Mellin :

J(x) = 1
2πi

∫ a+i∞

a−i∞

log ζ(s)
s

xs ds (3.24)

pour a ∈ (1,∞). Même si la fonction J n’est pas continue, l’égalité est tout de même vraie en valeur principale
(voir [23], p. 25), entre autres grâce à (3.21). Cependant, les termes du membre de droite de (3.18) ne sont pas
intégrables ! Pour y remédier, on intègre alors (3.24) par parties :

J(x) = − 1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
log ζ(s)

s

)
xs ds

et (3.18) se dérive en :

− d
ds

(
log ζ(s)

s

)
= d

ds

(
1
s

log(s− 1)
)

+ d
ds

(
log Γ

(s
2 + 1

))
+ log ξ(0)

s2 − d
ds
∑

ρ

1
s

log
(

1 − s

ρ

)
.

Observons avant de poursuivre que (0.1) entrâıne :

−1
s

log Γ
(s

2 + 1
)

= lim
N→∞

(
1
s

N∑
n=1

log
(

1 + s

2k

)
+ 1
s

log
(

1 + s+ 1
2N

)
− 1

2 logN
)

et que logN peut s’écrire comme une somme téléscopique :

logN =
N−1∑
n=1

(log(n+ 1) − log(n)) =
N−1∑
n=1

log
(

1 + 1
n

)
.

Par conséquent, en éliminant deux termes négligeables, il vient :

−1
s

log Γ
(s

2 + 1
)

=
∞∑

n=1

(
1
s

log
(

1 + s

2n

)
− 1

2 log
(

1 + 1
n

))
(3.25)

et cette série converge uniformément sur tout compact de C, ce qui nous permet de la dériver terme à terme.
En résumé, (3.18) et (3.25) donnent :

− d
ds

(
log ζ(s)

s

)
= log ξ(0)

s2 + d
ds

(
1
s

log(s− 1)
)

+ d
ds
∑

ρ

1
s

log
(

1 − s

ρ

)
−

∞∑
n=1

d
ds

(
1
s

log
(

1 + s

2n

))
(3.26)

et nous allons devoir intégrer chacun de ces termes contre xs. Pour le premier, par définition :∫ a+i∞

a−i∞

xs

s2 ds = ixa

∫ ∞

−∞

eit log x

(a+ it)2 dt.

Cette intégrale peut se calculer avec le théorème des résidus. En considérant un contour parcourant le segment
[−r, r] pour r ∈ (0,∞), puis reliant ses extrémités en décrivant un demi-cercle, il vient, en faisant r → ∞ :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

xs

s2 ds = 1 (3.27)
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et puisque log ξ(0) = log(−ζ(0)) = − log 2 (cf. proposition 1.14) :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

log ξ(0)
s2 xs ds = − log 2. (3.28)

En vue d’étudier les termes logarithmiques, considérons β ∈ C et définissons, pour Re(β) > 0 :

h(β) = 1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

log
(
s

β
− 1
))

xs ds.

Cette intégrale converge absolument. En effet, |xs| = xa ne dépend pas de la partie imaginaire de s, et :

d
ds

(
1
s

log
(
s

β
− 1
))

= 1
s(s− β) − 1

s2 log
(
s

β
− 1
)

≪ 1
s3/2 .

On peut maintenant dériver sous l’intégrale, puis appliquer le théorème de Schwarz (∂β∂s = ∂s∂β) et intégrer
par parties :

h′(β) = 1
2πiβ

∫ a+i∞

a−i∞

xs

s− β
ds.

Pour calculer cette intégrale, observons que si a > Re(β), alors pour tout v ∈ R :

1
a+ iv − β

=
∫ ∞

0
e−itvet(β−a) dt

donc par inversion de Fourier, pour tout t ∈ R :∫ ∞

−∞

eitv

a+ iv − β
dv = 2πet(β−a)

1{t>0}

et puisque log x > 0 :

h′(β) = 1
2πiβ

∫ a+i∞

a−i∞

xs

s− β
ds = xa

2πβ

∫ ∞

−∞

eit log x

a+ it− β
dt = xa

β
elog x(β−a) = xβ

β
.

Fixons à présent ε > 0 et considérons l’intégrale :

g(β) =
∫

C+
ε

zβ−1

log z dz

où le contour C+
ε est défini comme suit.

0 1 x1 − ε 1 + ε

C+
ε

En dérivant sous l’intégrale, on obtient :

g′(β) =
∫

C+
ε

zβ−1 dz =
∫ x

0
tβ−1 dt = xβ

β

puisqu’il n’y a plus de singularité en z = 1, donc l’intégrale ne dépend pas du chemin suivi entre 1 − ε et 1 + ε
(à condition qu’il reste dans le demi-plan Re(β) > 0). On constate alors que g′(β) = h′(β), donc comme g et
h sont analytiques, g(β) = h(β) + cx où cx dépend éventuellement de x, mais pas de β. Pour la déterminer,
on peut par exemple calculer les limites de g(β) et h(β) lorsque Im(β) → +∞, tandis que Re(β) reste fixe. En
ajoutant iδ au contour C+

ε pour δ > 0, puis en posant z = eu, le contour d’intégration devient le suivant.
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log x+ iδ

log x

C1

C2

−∞ + iδ

−∞

sachant qu’il n’y a plus de singularité sur le segment en pointillés bleus, donc on peut y déplacer la partie
incurvée du contour si nécessaire. Ainsi :

g(β) =
∫

C1

eβu

u
du+

∫
C2

eβu

u
du

=
∫ log x

−∞

eβ(t+iδ)

t+ iδ
dt−

∫ δ

0

eβ(log x+it)

log x+ it
dt

= e(i Re(β)−Im(β))δ

∫ log x

−∞

e(Re(β)+it)v

v + iδ
dv − ieβ log x

∫ δ

0

e(i Re(β)−Im(β))v

log x+ iv
dv −−−−−−−−→

Im(β)→+∞
0.

Pour déterminer la limite de h(β), on considère la fonction :

h̃(β) = 1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

log
(

1 − s

β

))
xs ds.

Lorsque |s| ≥ |β|, la définition de log(1 − s/β) est ambigüe. Pour β ∈ C \ [0,∞), on pose alors :

log
(

1 − s

β

)
def= log(s− β) − log(−β).

Cette définition entrâıne log(−β) − log(β) = −πi, d’où :

h(β) − h̃(β) = 1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

log
(
s

β
− 1
)

− 1
s

log
(

1 − β

s

))
xs ds

= 1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

(log(−β) − log(β))
)
xs ds

= 1
2 log x

∫ a+i∞

a−i∞

xs

s2 ds

donc d’après (3.27), il vient :
h(β) − h̃(β) = πi.

Par convergence dominée, on montre également que h̃(β) → 0 lorsque Im(β) → +∞ à partie réelle fixée, ce qui
entrâıne cx = πi. Enfin, lorsque ε → 0 :∫

H∩C+
ε

1
log z dz =

∫ π

0

iεeiθ

log(1 + εeiθ) dθ = πi+ O(ε)

donc h(1) = li(x), c’est-à-dire :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

log(s− 1)
)
xs ds = li(x). (3.29)
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L’étude du terme suivant nécessite un prolongement du logarithme intégral. Il est en effet licite de permuter la
somme sur les zéros non triviaux et l’intégrale (voir [23], p. 38), de sorte que :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

∑
ρ

log
(

1 − s

ρ

))
xs ds = −

∑
ρ

h̃(ρ)

et nous avons vu que g(β) = h̃(β) lorsque Re(β) > 0 et Im(β) > 0. Cette égalité reste vraie quand Re(β) > 0
et Im(β) < 0, à ceci près qu’il faut changer le contour d’intégration en C−

ε comme ci-dessous.

0 1 x1 − ε 1 + ε

C−
ε

Lorsque β ∈ (0,∞), on a donc : ∫
C±

ε

zβ−1

log z dz = li(xβ) ∓ πi

et cette formule fournit un prolongement analytique de li(xβ) dans les domaines mentionnés. Enfin, on peut
vérifier que si Re(β) < 0, alors[1] :

h̃(β) = −
∫ ∞

t

uβ−1

log u du (3.30)

prolonge h̃ de manière analytique. En effet, les deux expressions ont la même dérivée et la limite de (3.30) est
nulle lorsque β → −∞. En résumé, la somme sur les zéros non triviaux s’écrit :∑

ρ

h̃(ρ) =
∑

ρ∈S∩H

(∫
C+

ε

zρ−1

log z dz +
∫

C−
ε

z−ρ

log z dz
)

soit finalement :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

d
ds

(
1
s

∑
ρ

log
(

1 − s

ρ

))
xs ds =

∑
ρ∈S∩H

(
li(xρ) + li(x1−ρ)

)
. (3.31)

L’interversion somme/intégrale est également valide pour la dernière somme (voir [23], p. 32), et elle donne :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

∞∑
n=1

d
ds

(
1
s

log
(

1 + s

2n

))
xs ds = −

∞∑
n=1

h̃(−2n) =
∫ ∞

x

1
log t

∞∑
n=1

t−2n−1 dt

ce qui correspond exactement à :

1
2πi log x

∫ a+i∞

a−i∞

∞∑
n=1

d
ds

(
1
s

log
(

1 + s

2n

))
xs ds =

∫ ∞

x

1
t(t2 − 1) log t dt. (3.32)

Le résultat final se déduit alors de (3.26), (3.28), (3.29), (3.31) et (3.32). □

Hans von Mangoldt (1854–1925) fut le premier à prouver rigoureusement ce résultat en 1895, en démontrant
d’abord l’égalité suivante, faisant intervenir la fonction ψ de Tchebychev [24] :

ψ(x) = x−
∑

ρ

xρ

ρ
− log(2π) − 1

2 log
(
1 − x−2)

[1]C’est suffisant pour notre étude, puisqu’il y a pas de zéro non trivial de partie réelle nulle !
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Histoires de la fonction zêta de Riemann Giovanni Lebaron

avec la même convention que précédemment sur les discontinuités de ψ. Remarquons enfin qu’en combinant la
proposition 3.22 et le théorème 3.23, on obtient :

π(x) = R(x) −
∑

ρ

R(xρ) + . . . avec R(x) =
∞∑

n=1

µ(n)
n

li(x1/n).
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4 Caractères et fonctions L de Dirichlet
Le lien entre les nombres premiers et les séries de Dirichlet n’est plus à prouver. Nous nous intéresserons dans
cette section à un cas particulier de série de Dirichlet :

D(s) =
∞∑

n=1

χ(n)
ns

où χ est un certain morphisme de groupes. Nous montrerons aussi le théorème de la progression arithmétique,
qui stipule que pour tous entiers a et q premiers entre eux, l’ensemble :

Pa,q = {p ∈ P | p ≡ a (mod q)}

est infini. Nous expliciterons sa densité analytique, c’est-à-dire l’unique d ∈ (0, 1] tel que :∑
p∈Pa,q

1
ps

∼
s↓1

d log
(

1
s− 1

)
.

Cette définition est motivée par la proposition suivante.

Proposition 4.1. Il existe une infinité de nombres premiers. Plus précisément, lorsque s ↓ 1 :∑
p∈P

1
ps

∼ log
(

1
s− 1

)
.

Démonstration. Considérons s ∈ (1,∞). Puisque ζ(s) > 0, les propositions 1.2 et 1.3 donnent :

−
∑
p∈P

log
(
1 − p−s

)
= log

(
1

s− 1 + ψ(s)
)
.

On développe maintenant le logarithme en série entière :∑
p∈P

∑
k≥1

1
kpks

=
∑
p∈P

1
ps

+
∑
p∈P

∑
k≥2

1
kpks

= log
(

1
s− 1 + ψ(s)

)
.

Puisque ψ est holomorphe sur le demi-plan σ > 0, elle est en particulier bornée au voisinage de s = 1, donc le
terme ψ(s) dans le logarithme est négligeable. Par ailleurs :

∑
p∈P

∑
k≥2

1
kpks

≤
∑
p∈P

1
p2s − ps

≤
∞∑

n=2

2
n2

et ceci uniformément en s, d’où le résultat. □

4.1 Caractères sur un groupe fini

Définition 4.2. Soit G un groupe fini. Un caractère de G est un morphisme de groupes G → C∗.

On note traditionnellement Ĝ l’ensemble des caractères de G, appelé groupe dual de G. Ce dernier peut être
naturellement muni d’une structure de groupe, héritée de celle de G :

χ · χ′ : x 7−→ χ(x)χ′(x).

Le neutre pour cette loi est le caractère trivial χ0 = 1. Dans cette section, nous étudierons le groupe (Z/qZ)×

pour un entier q ≥ 2, dont le dual sera noté Cq. Ses éléments sont appelés caractères de Dirichlet modulo q.
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Proposition 4.3. Tout groupe abélien fini est isomorphe à son dual.

Démonstration. D’après le théorème de structure des groupes abéliens de type fini, il suffit de traiter le cas des
groupes cycliques. Considérons donc un groupe cyclique G d’ordre n engendré par x ∈ G, ainsi qu’une racine
primitive nème de l’unité ω. Il existe alors un unique χ ∈ Ĝ tel que χ(x) = ω. Le groupe Ĝ est donc cyclique
d’ordre n, engendré par χ. □

Proposition 4.4. Si a ∈ (Z/qZ)×, alors :∑
χ∈Cq

χ(a) =
{
φ(q) si a = 1,
0 sinon.

Démonstration. Si a = 1, c’est évident. Sinon, il existe un caractère χ′ tel que χ′(a) ̸= 1, de sorte que :

χ′(a)
∑

χ∈Cq

χ(a) =
∑

χ∈Cq

χχ′(a) =
∑

χ∈Cq

χ(a)

puisque χ 7−→ χχ′ est une permutation de Cq. Par conséquent :

(χ′(a) − 1)
∑

χ∈Cq

χ(a) = 0

et on avait supposé que χ′(a) − 1 ̸= 0, d’où le résultat. □

Proposition 4.5. Si χ ∈ Cq, alors :

∑
a∈(Z/qZ)×

χ(a) =
{
φ(q) si χ = χ0,
0 sinon.

Démonstration. Immédiat avec la proposition 4.4 et l’isomorphisme donné par la proposition 4.3.

Proposition 4.6. Si a ∈ (Z/qZ)× est d’ordre n, alors :

(i) pour tout χ ∈ Cq, χ(a) est une racine nème de l’unité ;

(ii) chaque racine nème de l’unité apparâıt exactement φ(q)
n

fois parmi les χ(a).

Démonstration. L’assertion (i) découle immédiatement du théorème de Lagrange :

χ(a)n = χ(an) = χ(1) = 1.

Pour le point (ii), considérons une racine nème de l’unité ρ, et notons m le nombre d’occurrences de ρ parmi les
complexes de la forme χ(a), c’est-à-dire :

m = card {χ ∈ Cq | χ(a) = ρ}.

Considérons alors la somme double :

S =
∑

χ∈Cq

n∑
k=1

χ(ak)
ρk

=
∑

χ∈Cq

n∑
k=1

(
χ(a)
ρ

)k

.

Si χ(a) = ρ, il est clair que :
n∑

k=1

χ(ak)
ρk

= n
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et dans le cas contraire, χ(a)/ρ est une racine nème de l’unité différente de 1. Par conséquent :

n∑
k=1

χ(ak)
ρk

=
n∑

k=1

(
χ(a)
ρ

)k

= 0

d’où S = mn. Les deux sommes étant finies, on peut les permuter :

S =
n∑

k=1

1
ρk

∑
χ∈Cq

χ(ak).

Puisque a et ρ sont d’ordre n et que (Z/qZ)× est d’ordre φ(q), on en déduit mn = φ(q). □

4.2 Séries L de Dirichlet
Pour définir la série de Dirichlet associée à un caractère, il nous faut au préalable étendre sa définition aux
entiers naturels. Si χ ∈ Cq, on pose alors :

χ(k) =
{
χ(k̄) si pgcd(k, q) = 1,
0 sinon,

où k̄ désigne la classe de k ∈ N dans (Z/qZ)×.

Définition 4.7. Si χ ∈ Cq, sa série L de Dirichlet est définie par :

L(s, χ) =
∞∑

k=1

χ(k)
ks

.

Comme |χ(k)| ≤ 1, on sait que L(s, χ) est bien définie pour σ > 1. Nous allons voir que le comportement des
fonctions L(s, χ) près de s = 1 diffère toutefois de celui de ζ(s).

Proposition 4.8. Si χ ∈ Cq et σ > 1, alors :

L(s, χ) =
∏
p∈P

1
1 − χ(p)p−s

.

Démonstration. Même démarche que dans la proposition 1.3, en utilisant la multiplicativité de χ. □

Proposition 4.9. La fonction L(s, χ0) a un pôle simple en s = 1.

Démonstration. Supposons σ > 1. Pour p ∈ P :

χ0(p) =
{

1 si p ∤ q,
0 sinon,

de sorte que, d’après la proposition 4.8 :

L(s, χ0) =
∏
p∤q

1
1 − p−s

= ζ(s)
∏
p|q

1
1 − p−s

.

Comme le produit sur les nombres premiers divisant q est fini, la proposition 1.2 donne le résultat. □
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Lemme 4.10. Soit (ak)k≥1 une suite de nombres complexes. Pour N ≥ 1 entier, on note :

S(N) =
N∑

k=1
ak.

On suppose qu’il existe deux réels M ≥ 0 et r > 0 tels que, pour tout entier N ≥ 1 :∣∣∣∣S(N)
Nr

∣∣∣∣ ≤ M.

Alors la série
∑
akk

−s converge pour σ > r.

Démonstration. Montrons que S est une suite de Cauchy. Considérons pour ce faire m,n ∈ N tels que m ≤ n.
Une transformation d’Abel donne tout d’abord :

n∑
k=m

ak

ks
= S(n)

ns
− S(m− 1)

ms
+

n−1∑
k=m

S(k)
(

1
ks

− 1
(k + 1)s

)
et nous avons vu déjà plusieurs fois que :

1
ks

− 1
(k + 1)s

=
∫ k+1

k

s

xs+1 dx.

Par conséquent : ∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

ks

∣∣∣∣∣ ≤ M

nσ−r
+ M

(m− 1)σ−r
+ σ

n−1∑
k=m

|S(k)|
∫ k+1

k

1
xσ+1 dx

≤ 2M
(m− 1)σ−r

+ σM

n−1∑
k=m

1
kσ−r+1

et comme σ − r > 0, on obtient le résultat souhaité. □

Proposition 4.11. Si χ ∈ Cq n’est pas trivial, alors la série L(s, χ) converge pour σ > 0.

Démonstration. Puisque χ n’est pas trivial, d’après la proposition 4.5, pour tout entier N ≥ 1 :∣∣∣∣∣
N∑

k=1
χ(k)

∣∣∣∣∣ ≤ φ(q)

et le lemme 4.10 assure la convergence de la série pour σ > 0. □

4.3 Non-annulation de L(1, χ)

Proposition 4.12. Si χ ∈ Cq n’est pas trivial, alors L(1, χ) ̸= 0.

Démonstration. Pour p ∈ P inversible modulo q, notons f(p) l’ordre de p̄ dans (Z/qZ)×, ainsi que :

g(p) = φ(q)
f(p) .

Définissons également la fonction :

ζωq
(s) =

∏
χ∈Cq

L(s, χ) =
∏

χ∈Cq

∏
p∤q

1
1 − χ(p)p−s

.
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Cette expression peut être simplifiée comme suit. Comme p ne divise pas q :

∏
χ∈Cq

(
1 − χ(p)

ps

)
=

f(p)−1∏
k=0

∏
χ(p)=ωk

(
1 − ωk

ps

)
=

f(p)−1∏
k=0

(
1 − ωk

ps

)g(p)

= p−f(p)sB(ps)

où B est le polynôme :

B =
f(p)−1∏

k=0

(
X − ωk

)
= Xf(p)−1 − 1.

Ceci entrâıne donc :
ζωq

(s) =
∏
p∤q

(
1 − p−f(p)s

)−g(p)
.

Supposons par l’absurde qu’il existe un caractère χ non trivial tel que L(1, χ) = 0. Couplée aux propositions
4.9 et 4.11, l’égalité :

ζωq
(s) = L(s, χ0)

∏
χ̸=χ0

L(s, χ)

nous montre que ζωq
est bien définie pour σ > 0. Pour s ∈ (0,∞), on a alors :

(
1 − p−f(p)s

)−g(p)
=

 ∞∑
j=0

p−f(p)sj

g(p)

≥
∞∑

j=0
p−φ(q)sj =

(
1 − p−φ(q)s

)−1

puisque les termes de la somme sont positifs, et que f(p)g(p) = φ(q). Finalement :

ζωq
(s) ≥

∏
p∤q

(
1 − p−φ(q)s

)−1

et cela contredit l’existence de ζωq
(s) pour s = 1/φ(q) > 0. □

4.4 Théorème de la progression arithmétique
Nous avons désormais presque tous les ingrédients nécessaires à la démonstration du théorème de Dirichlet.

Proposition 4.13. Si χ ∈ Cq n’est pas trivial, alors la fonction :

dχ(s) =
∑
p∈P

χ(p)
ps

=
∑
p∤q

χ(p)
ps

reste bornée lorsque s ↓ 1.

Démonstration. Observons que pour p ∈ P et σ > 1 :∣∣∣∣χ(p)
ps

∣∣∣∣ ≤ 1
pσ

< 1

ce qui nous autorise à passer au logarithme dans la proposition 4.8, et à développer ce dernier en série entière
autour de s = 1 :

logL(s, χ) = −
∑
p∈P

log
(

1 − χ(p)
ps

)
= dχ(s) +

∑
p∈P

∑
k≥2

χ(pk)
kpks

.

La proposition 4.12 assure que logL(s, χ) reste borné lorsque s ↓ 1. Par ailleurs, si σ > 1 :

∑
p∈P

∑
k≥2

∣∣∣∣χ(pk)
kpks

∣∣∣∣ ≤
∑
p∈P

∑
k≥2

1
pkσ

=
∑
p∈P

p−2σ

1 − p−σ
≤

∞∑
n=1

2
n2 < ∞
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et ceci uniformément en σ, ce qui permet de conclure. □

Théorème 4.14 (de la progression arithmétique, Dirichlet, 1838). Soient a et q deux entiers
premiers entre eux. Alors, lorsque s ↓ 1 :∑

p∈Pa,q

1
ps

∼ 1
φ(q) log

(
1

s− 1

)
.

En particulier, l’ensemble Pa,q est infini.

Démonstration. Montrons tout d’abord l’égalité :∑
p∈Pa,q

1
ps

= 1
φ(q)

∑
χ∈Cq

dχ(s)χ(a−1). (4.15)

Pour ce faire, observons d’abord que :∑
χ∈Cq

dχ(s)χ(a−1) =
∑

χ∈Cq

∑
p∤q

χ(pa−1)
ps

.

Il s’agit d’une somme finie de séries absolument convergentes, ce qui nous autorise à les permuter :∑
χ∈Cq

∑
p∤q

χ(pa−1)
ps

=
∑
p∤q

1
ps

∑
χ∈Cq

χ(pa−1).

D’après la proposition 4.4, si p ∈ P :∑
χ∈Cq

χ(pa−1) =
{
φ(q) si p ∈ Pa,q,
0 sinon,

ce qui donne bien (4.15). Enfin : ∑
p∈Pa,q

1
ps

= dχ0(s)
φ(q) + 1

φ(q)
∑

χ̸=χ0

dχ(s)χ(a−1).

Les propositions 4.1, 4.9 et 4.13 permettent alors de conclure. □

4.5 L’équation fonctionnelle des fonctions L

Définition 4.16. Soit χ ∈ Cq. On dit que χ est primitif lorsqu’il n’existe aucun χ′ ∈ Cm pour un certain
entier m < q, tel que χ(k) = χ′(k) pour tout entier k premier avec q.

Intuitivement, χ est primitif lorsque ce n’est pas un prolongement d’un caractère de Dirichlet modulo un entier
plus petit que q. En particulier, le caractère trivial est primitif si, et seulement si, q = 1.

Définition 4.17. Soit χ ∈ Cq. La somme de Gauss relative à χ est définie, pour ℓ ∈ Z, par :

G(ℓ, χ) =
q∑

n=1
χ(n) e

(
nℓ

q

)
où l’on a posé e(x) = exp(2πix).

Proposition 4.18. Soit χ ∈ Cq. Si χ est primitif, alors pour tout entier k ≥ 1 :

G(k, χ) = χ(k)G(1, χ).
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Démonstration. Détaillée dans [25], pp. 365–366. □

Proposition 4.19. Soit χ ∈ Cq. Si χ est primitif, alors la fonction L(s, χ) se prolonge en une fonction
entière (resp. méromorphe avec un pôle simple de résidu 1 en s = 1) lorsque χ ̸= χ0 (resp. χ = χ0), et
satisfait l’équation fonctionnelle :

L(s, χ) = G(1, χ)
iα

2sπs−1

qs
sin
(π

2 (s+ α)
)

Γ(1 − s)L(1 − s, χ)

où l’on a posé :
α = α(χ) = 1 − χ(−1)

2 .

Démonstration. Nous présentons la méthode du contour de Hankel. Considérons l’intégrale :

I(s, χ) =
∫

Cv

W (z, χ)zs−1 dz avec W (z, χ) =
∞∑

n=1
χ(n)e−nz

où 0 < v < 2π/q, le logarithme complexe étant défini en coupant la demi-droite des réels positifs, et le contour
de Hankel Cv = C1,v ∪ C2,v ∪ C3,v étant défini comme suit[2] :

• C1,v est la demi-droite (v,∞) parcourue en partant de +∞,

• C2,v est le cercle de centre 0 et de rayon v, dont l’argument des points crôıt de 0 à 2π,

• C3,v est la demi-droite (v,∞) parcourue en partant de v.

Il est clair que I(s, χ) est une fonction entière de s, et on montre sans peine que pour t ∈ R :

W (t, χ) = 1
1 − e−qt

q∑
n=1

χ(n)e−nt. (4.20)

Supposons d’abord σ > 1. Par définition de I(s, χ) :

I(s, χ) =
∫ ∞

v

W (t, χ)ts−1 dt+
∫

C2,v

W (z, χ)zs−1 dz + e2πis

∫ ∞

v

W (t, χ)ts−1 dt.

Puisque |v| < 2π, W (z, χ) est holomorphe sur C2,v donc en particulier bornée sur ce domaine. Ainsi :∫
C2,v

W (z, χ)zs−1 dz = O
(
vσ−1) .

En faisant tendre v vers 0, on en déduit :

I(s, χ) =
(
e2πis − 1

) ∫ ∞

0
W (t, χ)ts−1 dt

=
(
e2πis − 1

) ∞∑
n=1

χ(n)
∫ ∞

0
ts−1e−nt dt

=
(
e2πis − 1

)
Γ(s)

∞∑
n=1

χ(n)
ns

= 2ieπis sin(πs)Γ(s)L(s, χ).

[2]En toute rigueur, on ne peut pas intégrer sur un domaine qui rencontrerait la demi-droite coupée ! C’est donc un passage à la
limite implicite qui est fait ici, et qui explique le terme e2πis. En effet, l’égalité (ab)c = abc n’est plus tout à fait vraie dans C...

40
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La formule des compléments donne alors :

L(s, χ) = e−πis

2πi Γ(1 − s)I(s, χ). (4.21)

Deux cas se présentent ici :

• si χ ̸= χ0, alors L(s, χ) se prolonge en une fonction entière d’après la proposition 4.11 ;

• si χ = χ0, alors q = 1 puisque χ est également primitif, donc la proposition 4.9 implique :

L(s, χ0) =
∏
p|q

(
1 − p−s

)
ζ(s) ∼

s→1

φ(q)
q

1
s− 1 = 1

s− 1 .

Supposons à présent σ < 0, et notons vk = (2k + 1)π/q pour k ∈ N. Le contour Cvk
\ Cv est un lacet simple

parcouru dans le sens trigonométrique, qui entoure les pôles de h(z) = W (z, χ)zs−1 que sont les :

zℓ = 2πiℓ
q

lorsque 1 ≤ |ℓ| ≤ k. D’après le théorème des résidus :∫
Cvk

h(z) dz −
∫

Cv

h(z) dz = 2πi
∑

1≤|ℓ|≤k

Res(h, zℓ).

Le résidu se calcule à l’aide de (4.20) :

Res(h, zℓ) = lim
z→zℓ

(z − zℓ)W (z, χ)zs−1 = zs−1
ℓ

q

q∑
n=1

χ(n) e
(

−nℓ

q

)
ce qui nous donne donc :

I(s, χ) −
∫

Cvk

h(z) dz = −zs
1
∑

1≤|ℓ|≤k

ℓs−1
q∑

n=1
χ(n) e

(
−nℓ

q

)
= −zs

1
∑

1≤|ℓ|≤k

(−1)s−1ℓs−1G(ℓ, χ)

= zs
1eπsi

∑
1≤|ℓ|≤k

ℓs−1G(ℓ, χ)

= zs
1(eπsi − χ(−1))

∑
1≤ℓ≤k

ℓs−1G(ℓ, χ).

Observons maintenant que χ(−1) = 1 − 2α(χ) = e−πiα, car :

α(χ) =
{

1 si χ(−1) = −1,
0 sinon,

et comme σ < 0, on peut faire tendre k vers l’infini :

I(s, χ) = zs
1(eπis − eπiα)

∞∑
ℓ=1

ℓs−1G(ℓ, χ).

Enfin, la proposition 4.18 entrâıne :

I(s, χ) = zs
1(eπis − eπiα)G(1, χ)L(1 − s, χ)
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et (4.21) fournit un prolongement analytique pour L(s, χ) et donne l’équation fonctionnelle souhaitée. □

Considérons par exemple le caractère χ4 défini sur (Z/4Z)× par χ(−1) = −1. La série L associée est :

L(s, χ4) =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)s

et se prolonge en une fonction entière. Puisque α(χ4) = 1, G(1, χ4) = 2i, et χ4 = χ4 :

L(s, χ4) = 21−sπs−1 sin
(π

2 (s+ 1)
)

Γ(1 − s)L(1 − s, χ4)

ce qui peut se réécrire, à l’aide de la formule des compléments et de l’égalité (1.12) :

L(s, χ4) = 21−2sπs−1/2
Γ
(

2 − s

2

)
Γ
(
s+ 1

2

)L(1 − s, χ4). (4.22)
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5 La quête des exposants
Nous allons à présent illustrer toute la puissance des méthodes analytiques dans l’étude des fonctions dites
arithmétiques (cf. section 2.1). Si a est une telle fonction dont les variations paraissent assez anarchiques, il
peut être intéressant de s’intéresser à sa fonction sommatoire :

A(x) =
∑
n≤x

a(n).

Les estimations asymptotiques de A(x) prennent en général la forme suivante :

A(x) = partie principale + O(xα)

et l’objectif est alors d’optimiser l’exposant α, ce qui s’avère souvent extrêmement complexe. Néanmoins, les
équations fonctionnelles de ζ(s) et des fonctions L(s, χ) contiennent des informations importantes sur certaines
fonctions arithmétiques. Voici un premier théorème permettant de relier celles-ci et celles-là.

Théorème 5.1. Soit a une fonction arithmétique. Pour σ > 1, on pose :

L(s, a) =
∞∑

n=1

a(n)
ns

et on suppose que L(s, a) possède un prolongement analytique au plan complexe, sauf éventuellement avec
un pôle en s = 1, satisfaisant l’équation fonctionnelle :

γ(s)L(s, a) = γ(1 − s)L(1 − s, a) avec γ(s) = wsΓ(a1s) · · · Γ(ars)

étant donnés w > 0 et a1, . . . , ar > 0. Alors, pour toute fonction f ∈ S (R) :

∞∑
n=1

a(n)f(n) = f(0)L(0, a) + Res (Mf(s)L(s, a), 1) +
∞∑

n=1
a(n)

∫ ∞

0
f(y)K(ny) dy

où l’on a posé, pour x ∈ (0,∞) :

K(x) = 1
2πi

∫
σ= 3

2

γ(s)
γ(1 − s)x

−s ds.

Démonstration. Puisque f ∈ S (R), la proposition 0.9 assure que sa transformée de Mellin est bien définie et
holomorphe sur le demi-plan σ > 0. En intégrant par parties, on obtient tout d’abord :

Mf(s) =
∫ ∞

0
f(x)xs−1 dx = −1

s

∫ ∞

0
f ′(x)xs dx = −1

s
Mf ′(s+ 1). (5.2)

Ceci fournit un prolongement méromorphe pour Mf(s), avec éventuellement des pôles en les entiers négatifs.
Par inversion de Mellin, on a également :

∞∑
n=1

a(n)f(n) = 1
2πi

∞∑
n=1

a(n)
∫

σ= 3
2

Mf(s)n−s ds = 1
2πi

∫
σ= 3

2

Mf(s)L(s, a) ds

l’interversion série/intégrale étant justifiée par le fait que f ∈ S (R). De plus :

Res (Mf(s)L(s, a), 0) = L(0, a)
∫ ∞

0
f ′(x) dx = −f(0)L(0, a).

Par conséquent, sous des hypothèses convenables sur f (cf. remarque de la proposition 0.11) :
∞∑

n=1
a(n)f(n) = f(0)L(0, a) + 1

2πi

∫
σ=− 1

2

Mf(s)L(s, a) ds.
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Posons à présent :

G(s) = Mf(1 − s) γ(s)
γ(1 − s) ; J(x) = 1

2πi

∫
σ= 3

2

1
1 − s

γ(s)
γ(1 − s)x

1−s ds

et observons que J ′(x) = K(x). Enfin, d’après (5.2) :

1
2πi

∫
σ= 3

2

G(s)x−s ds = 1
2πi

∫
σ= 3

2

1
s− 1Mf ′(2 − s) γ(s)

γ(1 − s)x
−s ds

= 1
2πi

∫
σ= 3

2

1
s− 1

γ(s)
γ(1 − s)x

−s

∫ ∞

0
f(y)y1−s dy ds

= − 1
x

∫ ∞

0
f ′(y)J(xy) dy

= 1
x
f(0)J(0) +

∫ ∞

0
f(y)K(xy) dy

et ceci achève la preuve puisque J(0) = 0. □

Remarque. Par un argument de densité, on prouve sans peine que le théorème s’applique également lorsque f
est continue à support compact, ou si c’est l’indicatrice d’un intervalle borné de R.

5.1 Le problème des diviseurs de Dirichlet
Ce problème concerne la fonction nombre de diviseurs, introduite dans la section 2.1. Cette fonction n’est pas
bornée, puisque d(2n) = n+ 1 pour tout n ∈ N, mais crôıt plus lentement que n’importe quelle puissance de n.
Dirichlet a établi en 1849 une estimation élémentaire sur sa fonction sommatoire [26] :

D(x) =
∑
n≤x

d(n).

Proposition 5.3. Lorsque x → ∞ :∑
n≤x

d(n) = x log x+ (2γ − 1)x+ O(x1/2).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que :

D(x) =
∑
n≤x

n∑
d=1

1d|n =
n∑

d=1

∑
n≤x

1d|n =
⌊x⌋∑
d=1

⌊x
d

⌋
.

Pour calculer cette somme, nous utilisons la méthode dite de l’hyperbole de Dirichlet. En effet, D(x) représente
le nombre de points à coordonnées dans N∗ situés sous l’hyperbole ab = x. Voici un exemple avec x = 16.
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a

b

Ax = {(p, q) ∈ (N∗)2 | p ≤
√
x, q ≤ x}

Bx = {(p, q) ∈ (N∗)2 | p ≤ x, q ≤
√
x}

Cx = Ax ∩Bx = {1, . . . , rx}2

On constate alors que D(x) = |Ax| + |Bx| − |Cx|, c’est-à-dire :

D(x) = 2
rx∑

d=1

⌊x
d

⌋
− r2

x avec rx =
⌊√

x
⌋

(5.4)

puisque, par symétrie :

|Ax| = |Bx| =
rx∑

d=1

⌊x
d

⌋
.

On utilise à présent les encadrements :
x

d
− 1 ≤

⌊x
d

⌋
≤ x

d
;

√
x− 1 ≤ rx ≤

√
x

ainsi que le développement asymptotique :∑
n≤x

1
n

= log x+ γ + 1
2x + O

(
1
x2

)
et l’égalité (5.4) fournit le résultat. □

En 1904, Gueorgui Voronöı (1868–1908) a présenté une nouvelle méthode pour améliorer l’exposant 1/2 obtenu
par Dirichlet [27, 28]. Elle repose sur une formule sommatoire similaire à celle du théorème 5.1, et fait appel
aux fonctions de Bessel Kν et Yν dont l’étude détaillée fait l’objet de la section annexe 5.3.

Théorème 5.5. Lorsque x → ∞ :∑
n≤x

d(n) = x log x+ (2γ − 1)x+ O(x1/3 log x).

Démonstration. Rappelons que ζ(s) vérifie l’équation fonctionnelle :

ζ(s)γ(s) = γ(1 − s)ζ(1 − s) avec γ(s) = π−s/2Γ
(s

2

)
et en vertu du corollaire 2.7, lorsque σ > 1 :

∞∑
n=1

d(n)
ns

= ζ2(s).

De plus, le corollaire 5.37 peut se réécrire sous la forme « symétrique » :

M{4K0(4π
√
x) − 2πY0(4π

√
x)}(s) = 24sπ2s

(
γ(s)

γ(1 − s)

)2
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donc par inversion de Mellin, pour tout x ∈ (0,∞) :

1
2πi

∫
σ= 3

2

γ(s)
γ(1 − s)x

−s ds = 4K0(4π
√
x) − 2πY0(4π

√
x).

Par ailleurs, lorsque s → 1 :

xs−1 = 1 + (s− 1) log x+ O(s− 1)2 et ζ2(s) = 1
(s− 1)2 + 2γ

s− 1 + O(1)

d’après la proposition 1.2. Donc, pour toute fonction f ∈ S (R) :

Res
(
Mf(s)ζ2(s), 1

)
= lim

s→1

∫ ∞

0
f(t)(2γ + log t)xs−1 dt =

∫ ∞

0
f(t)(2γ + log t) dt

et le théorème 5.1 entrâıne alors (voir [29] pour une preuve rigoureuse du déplacement de la droite verticale
d’intégration) :

∞∑
n=1

d(n)f(n) = 1
4f(0) +

∫ ∞

0
f(t)(2γ + log t) dt+

∞∑
n=1

d(n)
∫ ∞

0
f(t)(4K0(4π

√
nt) − 2πY0(4π

√
nt)) dt. (5.6)

Il faut désormais considérer la bonne fonction f . On pourrait prendre l’indicatrice de (0, x+ 1), mais cela ne
fournit pas assez d’informations. On préfère alors prendre une fonction continue par morceaux, constante entre
0 et x, puis qui décrôıt entre x et un certain y = y(x) ∈ (0, x) (voir [30], pp. 183–186) :

f(t) =

 1 si t ∈ [0, x]
1 − (t− x)/y si t ∈ (x, x+ y)
0 sinon.

La formule exacte (5.6) prend alors la forme :

∑
n≤x+y

d(n)f(n) = x log x+ (2γ − 1)x+
∫ x+y

x

f(t)(2γ + log t) dt+
∞∑

n=1
d(n)(4gx(n) − 2πhx(n)) (5.7)

où l’on a défini les intégrales :

gx(n) =
∫ x+y

0
f(t)K0(4π

√
nt) dt ; hx(n) =

∫ x+y

0
f(t)Y0(4π

√
nt) dt.

En vertu du corollaire 5.25, l’égalité (5.7) devient :

D(x) + S3(x) = x log x+ (2γ − 1)x+
∫ x+y

x

f(t)(2γ + log t) dt− 2πS1(x) − 2πS2(x) + O(1) (5.8)

où l’on a défini les sommes :

S1(x) =
∑

1≤n≤y

d(n)hx(n) ; S2(x) =
∑
n>y

d(n)hx(n) ; S3(x) =
∑

x<n≤x+y

d(n)
(

1 − n− x

y

)
.

Un peu de calcul (non détaillé ici) permet de montrer que :∫ x+y

x

f(t)(2γ + log t) dt ≪ y log x.

Il nous suffit donc d’estimer hx(n) pour en savoir davantage sur S1(x) et S2(x). Une première intégration par
parties couplée à la proposition 5.20 donne :

hx(n) = 1
2πy

√
n

∫ x+y

x

√
tY1(4π

√
nt) dt (5.9)
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et de nouveau à l’aide de la proposition 5.20, cette intégrale se calcule explicitement :

hx(n) = 1
4π2yn

(
(x+ y)Y2(4π

√
n(x+ y)) − xY2(4π

√
nx)
)
. (5.10)

On prend à présent[3] y(x) = x1/3. On tire de (5.9) l’estimation :

hx(n) ≪ 1
y
√
n

√
x+ yY1(4π

√
n(x+ y)) ≪ x1/12n−1/4. (5.11)

Estimons d’abord S1(x). Une transformation d’Abel donne[4] :

S1(x) =
∑
n≤y

D(n)(hx(n) − hx(n+ 1)) −D(y)hx(y + 1) + O(1)

puis, d’après le théorème des accroissements finis et (5.11) :

hx(n) − hx(n+ 1) ≪ x1/12
(
n−1/4 − (n+ 1)−1/4

)
≪ x1/12n−5/4

ce dont on déduit, avec la proposition 5.3 :∑
n≤y

D(n)(hx(n) − hx(n+ 1)) ≪ x1/12
∑
n≤y

n logn
n5/4 ≪ x1/12y3/4 log y ≪ x1/3 log x.

Enfin, D(y)hx(y + 1) ≪ D(x1/3) ≪ x1/3 log x, d’où :

S1(x) ≪ x1/3 log x. (5.12)

Estimons à présent S2(x). Une transformation d’Abel donne :

S2(x) =
∑
n>y

D(n)(hx(n) − hx(n+ 1)) +D(y)hx(y + 1)

et (5.10) implique hx(n) ≪ x5/12n−5/4. D’après le théorème des accroissements finis, on a donc :

hx(n) − hx(n+ 1) ≪ x5/12
(
n−5/4 − (n+ 1)−5/4

)
≪ x5/12n−9/4

ce qui entrâıne : ∑
n>y

D(n)(hx(n) − hx(n+ 1)) ≪ x5/12y1/4 log y ≪ x1/3 log x

et donc, comme précédemment :
S2(x) ≪ x1/3 log x. (5.13)

Estimer S3(x) serait difficile, et n’est en fait pas nécessaire. En utilisant simplement sa posivité, on peut déjà
déduire de (5.8), (5.12) et (5.13) :

D(x) ≤ x log x+ (2γ − 1)x+ O(x1/3 log x). (5.14)

En reprenant les mêmes calculs avec la fonction :

f(t) =

 1 si t ∈ [0, x],
(x− t)/y si t ∈ (x, x+ y),
0 sinon,

[3]On peut montrer qu’il s’agit de l’exposant optimal pour cette méthode.
[4]On voit là toute l’utilité d’avoir obtenu une estimation élémentaire de D(x) au préalable !
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on aboutit à l’inégalité (5.14) dans l’autre sens, ce qui donne l’estimation attendue. □

Notons ∆(x) = D(x) − x log x− (2γ − 1)x le terme d’erreur. En 1916, Hardy a démontré [31] :

∆(x) ≫ x1/4.

La meilleure estimation connue à ce jour a été obtenue par Martin Huxley en 2003 [32] :

∆(x) ≪ x131/416

et on conjecture que ∆(x) ≪ x1/4+ε pour tout ε > 0.

5.2 Le problème du cercle de Gauss
Ce problème concerne la fonction :

r2(n) = card
{

(a, b) ∈ Z2 | a2 + b2 = n
}

dont nous noterons R2(x) la fonction sommatoire, qui possède une interprétation géométrique simple. Il s’agit
en effet du nombre de points à coordonnées entières situés dans le disque de rayon

√
x. L’estimation suivante

a été établie par Gauss en 1863 [33].

Proposition 5.15. Lorsque x → ∞ : ∑
n≤x

r2(n) = πx+ O(x1/2).

Démonstration. Par définition :

R2(x2) = card
{

(a, b) ∈ Z2 | a2 + b2 ≤ x2} .
Considérons (a, b) ∈ Z2 situé dans le quadrant supérieur droit, tel que a2 + b2 ≤ x2. Si 1 ≤ a ≤ x, alors il y a
exactement

⌊√
x2 − a2

⌋
possibilités pour b. En ajoutant les trois autres quadrants et l’origine, il vient :

R2(x2) = 1 + 4
∑
n≤x

⌊√
x2 − n2

⌋
= 4x

∑
n≤x

√
1 − n2

x2 + O(x)

= 4x2
∫ 1

0

√
1 − t2 dt+ O(x)

= πx2 + O(x). □

Théorème 5.16. Lorsque x → ∞ : ∑
n≤x

r2(n) = πx+ O(x1/3).

Démonstration. On peut montrer que, pour σ > 1 :

1
4

∞∑
n=1

r2(n)
ns

= ζ(s)L(s, χ4)

qui vérifie l’équation fonctionnelle suivante, d’après la proposition 1.5, ainsi que (0.3) et (4.22) :

γ(s)ζ(s)L(s, χ4) = γ(1 − s)ζ(1 − s)L(1 − s, χ4) avec γ(s) = (2π)−sΓ(s).
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Par inversion de Mellin et avec le corollaire 5.31, il vient, pour tout x ∈ (0,∞) :

1
2πi

∫
σ= 3

2

γ(s)
γ(1 − s)x

−s ds = 2πJ0(4π
√
x).

De plus, pour toute fonction f ∈ S (R) :

Res (Mf(s)ζ(s)L(s, χ4), 1) = L(1, χ4)
∫ ∞

0
f(t) dt = π

4

∫ ∞

0
f(t) dt

donc d’après le théorème 5.1 (voir de nouveau [29]) :
∞∑

n=1
r2(n)f(n) = π

∫ ∞

0
f(t) dt+ 2π

∞∑
n=1

r2(n)
∫ ∞

0
f(t)J0(4π

√
nt) dt.

En prenant la même fonction f que dans le théorème 5.5, on obtient la formule exacte :

R2(x) = π(x+ y) + 2πS1(x) + 2πS2(x) − S3(x)

où l’on a posé :

S1(x) =
∑

1≤n≤y

r2(n)hx(n) ; S2(x) =
∑
n>y

r2(n)hx(n) ; S3(x) =
∑

x<n≤x+y

r2(n)
(

1 − n− x

y

)
ainsi que :

hx(n) =
∫ x+y

0
f(t)J0(2π

√
nt) dt.

Une intégration par parties couplée à la proposition 5.20 donne :

hx(n) = 1
2πy

√
n

∫ x+y

x

√
tJ1(4π

√
nt) dt (5.17)

puis en calculant l’intégrale, on trouve :

hx(n) = 1
4π2ny

(
(x+ y)J2(4π

√
n(x+ y)) − xJ2(4π

√
nx)
)

(5.18)

et il suffit alors de suivre la même démarche que dans le théorème 5.5 en utilisant (5.17) et (5.18), ainsi que
l’estimation fournie par la proposition 5.26. □

Hardy et Landau ont montré indépendamment que le terme d’erreur ∆(x) = R2(x) − πx satisfait [34, 35] :

∆(x) ≫ x1/4(log x)1/8.

La meilleure estimation connue à ce jour a été obtenue par Martin Huxley en 2000 [36] :

∆(x) ≪ x131/416

et on conjecture, comme pour le problème de Dirichlet, que ∆(x) ≪ x1/4+ε pour tout ε > 0.

5.3 Annexe : Fonctions de Bessel
Dans les sections précédentes, nous avons fait usage des fonctions de Bessel, découvertes par le mathématicien
Friedrich Wilhelm Bessel (1784–1846). Elles admettent des représentations intégrales très utiles pour calculer
leurs transformées de Mellin, qui ont été plus que nécessaires dans la démarche que nous avons suivi.
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Définition 5.19. Les fonctions de Bessel de première espèce sont définies, pour ν ∈ R et z ∈ C, par :

Iν(z) =
∞∑

n=0

1
n!Γ(n+ ν + 1)

(z
2

)2n+ν

; Jν(z) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(z
2

)2n+ν

et les fonctions de Bessel de deuxième espèce sont définies par :

Kν(z) = π(I−ν(z) − Iν(z))
2 sin(πν) ; Yν(z) = cos(πν)Jν(z) − J−ν(z)

sin(πν)

où le passage à la limite est sous-entendu lorsque ν ∈ Z.

Proposition 5.20. Pour tout ν ∈ [1,∞) :

d
dz (zνJν(z)) = zνJν−1(z) ; d

dz (zνYν(z)) = zνYν−1(z).

Démonstration. La convergence rapide de la série définissant Jν(x) justifie la dérivation terme à terme :

d
dz (zνJν(z)) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)22n+ν

d
dz
(
z2n+2ν

)
=

∞∑
n=0

2(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)22n+ν
(n+ ν)z2n+2ν−1

= zν
∞∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν)22n+ν−1 z
2n+ν−1

= zνJν−1(z)

et on en déduit la même égalité sur Yν(z) via sa définition. □

Proposition 5.21. Pour tous ν ∈ R et x ∈ R :

Jν(x) = 1
π

∫ π

0
cos(νt− x sin t) dt− sin(πν)

π

∫ ∞

0
exp(−νt− x sinh t) dt.

Démonstration. On part de la représentation suivante, vue dans la proposition 4.19 :

1
Γ(s) = 1

2πi

∫
C

z−sez dz (5.22)

où C est un contour de Hankel partant de −∞, parcourant un cercle centré en 0 dans le sens trigonométrique,
puis repartant vers −∞. Ainsi, par définition de Jν(x) :

Jν(x) = 1
2πi

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(x
2

)2n+ν
∫

C

z−n−ν−1ez dz

= 1
2πi

(x
2

)ν
∫

C

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
x2

4z

)n

z−ν−1ez dz

= 1
2πi

(x
2

)ν
∫

C

z−ν−1 exp
(
z − x2

4z

)
dz. (5.23)

En posant z = ux/2, on en déduit :

Jν(x) = 1
2πi

∫
C

u−ν−1 exp
(
x

2

(
u− 1

u

))
du
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puis le changement de variable u = ey donne :

Jν(x) = 1
2πi

∫
C′

exp(−νy + x sinh y) dy

où le contour C ′ est défini comme suit.

−πi

πi
+∞

+∞

C ′

En résumé :
2πiJν(x) = iA1(x) +A2(x) +A3(x)

où l’on a posé :

A1(x) =
∫ π

−π

exp(−νit+ x sinh(it)) dt,

A2(x) =
∫ ∞

0
exp(−ν(πi+ t) + x sinh(πi+ t)) dt,

A3(x) =
∫ ∞

0
exp(−ν(−πi+ t) + x sinh(−πi+ t)) dt.

Le résultat final s’obtient en simplifiant ces intégrales, à l’aide de l’égalité sinh(±πi+ t) = − sinh t. □

Corollaire 5.24. Pour tous ν ∈ R et x ∈ R :

Kν(x) =
∫ ∞

0
cosh(νt) exp(−x cosh t) dt,

Yν(x) = 1
π

∫ π

0
sin(x sin t) dt− 1

π

∫ ∞

0
exp(−x sinh t)

(
eνt + cos(πν)e−νt

)
dt.

Démonstration. Par une démarche analogue à celle de la proposition 5.21, on montre sans difficulté :

Iν(x) = 1
π

∫ π

0
cos(νt) exp(x cos t) dt− sin(πν)

π

∫ ∞

0
exp(−νt− cosh t) dt

et la définition de Kν(x) permet de conclure. La formule pour Yν(x) est obtenue en reprenant la preuve de la
proposition 5.21. On obtient en effet :

π sin(πν)Yν(x) = A1(x) −A2(x) − sin(πν)A3(x)

où l’on a posé cette fois :

A1(x) = cos(πν)
∫ π

0
cos(x sin t− νt) dt,

A2(x) =
∫ π

0
cos(x sin t+ νt) dt,

A3(x) =
∫ ∞

0
exp(−x sinh t)

(
eνt + cos(πν)e−νt

)
dt.

Reste à développer cos(πν) cos(x sin t− νt) et à changer t en π − t dans A1(x). □
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Corollaire 5.25. Lorsque x → ∞, K0(x) ≪ e−x.

Démonstration. Il suffit d’observer que si x ≥ 1, alors :∫ ∞

0
exp(−x(cosh t− 1)) dt ≤

∫ ∞

0
e−t2/2 dt < ∞

et le corollaire 5.24 permet de conclure. □

Proposition 5.26. Soit ν ∈ Z. Lorsque x → ∞ :

Jν(x) = cos
(
x− 2ν + 1

4 π

)√
2
πx

+ 1 − 4ν2

8 sin
(
x− 2ν + 1

4 π

)√
2
πx2 + O(x−5/2).

Démonstration. Nous suivons la méthode dite de la phase stationnaire. Posons, pour x ∈ R :

Gν(x) =
∫ π

0
exp(−i(νt− x sin t)) dt

de sorte que πJν(x) = Re(Gν(x)) d’après la proposition 5.21. En changeant t en t− π/2, on obtient :

Gν(x) = e−iνπ/2
∫ π/2

−π/2
e−iνteix cos t dt.

En changeant maintenant t en −t et en additionnant les deux intégrales, on obtient :

Gν(x) = e−iνπ/2
∫ π/2

−π/2
cos(νt)eix cos t dt.

On effectue à présent le changement de variable :

cos t = 1 − u2

2 i.e. u =
√

2(1 − cos t) = 2 sin(t/2) = 1 − t3

24 + O(t5)

c’est-à-dire :

t = 2 arcsin(u/2) ; dt =
(

1 − u2

4

)−1/2

du =
(

1 + u2

8 + O(u4)
)

du.

Après quelques calculs, on obtient :

Gν(x) = exp
(
ix− ν

2 iπ
)∫ √

2

−
√

2

(
1 + 1 − 4ν2

8 u2 + O(u4)
)

e−ixu2/2 du.

On fait à présent pivoter l’intervalle d’intégration pour obtenir une décroissance rapide de l’exponentielle :

−
√

2
√

2

−1 − i

1 + i

u

v

en posant v = eiπ/4u, de sorte que u2 = −iv2. Ainsi :

Gν(x) = exp
(
ix− 2ν + 1

4 iπ

)∫ √
2

−
√

2

(
1 + 4ν2 − 1

8 iv2 + O(v4)
)

e−xv2/2 dv
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et le terme en O(v4) ne dépend pas de x, ce qui entrâıne :∫ ∞

√
2

(
1 + 4ν2 − 1

8 iv2 + O(v4)
)

e−xv2/2 dv = O(e−x)

et de même pour l’intégrale sur
(
−∞,−

√
2
)
. En résumé :

Jν(x) = 1
π

Re
(

exp
(
ix− 2ν + 1

4 iπ

)∫ ∞

−∞

(
1 + 4ν2 − 1

8 iv2 + O(v4)
)

e−xv2/2 dv
)

+ O(e−x). (5.27)

Enfin, on peut montrer que : ∫ ∞

−∞
v4e−xv2/2 dv = O(x−5/2)

en répétant les intégrations par parties. Le résultat final s’obtient alors en développant (5.27). □

Corollaire 5.28. Soit ν ∈ Z. Lorsque x → ∞ :

Yν(x) =
√

2
πx

sin
(
x− 2ν + 1

4 π

)
+ O(x−3/2).

Démonstration. On utilise l’égalité :

cos(πν) cos
(
x− 2ν + 1

4 π

)
− cos

(
x− 1 − 2ν

4 π

)
= sin(πν) sin

(
x− 2ν + 1

4 π

)
et la proposition 5.26 permet de conclure. □

Proposition 5.29. Si ν ∈ R et s ∈ C vérifient −ν < σ < ν + 2, alors, sous réserve d’existence :

MJν(s)Γ
(
ν − s+ 2

2

)
= 2s−1Γ

(
ν + s

2

)
.

Démonstration. Tout d’abord, si λ ∈ C est tel que Reλ > −1, alors :∫ ∞

0
xλe−zx2

dx = 1
2Γ
(
λ+ 1

2

)
z− λ+1

2 . (5.30)

Cela se démontre sans peine lorsque z ∈ (0,∞) à l’aide du changement de variable u = zx2 puis reste valable
pour z ∈ C tel que Re(z) > 0 par prolongement analytique. Reprenons maintenant (5.23) :

MJν(s) = 1
2πi2

−ν

∫
C

z−ν−1
∫ ∞

0
xν+s−1 exp

(
z − x2

4z

)
dz dx.

Puisque σ > −ν, on peut appliquer (5.30) à λ = ν + s− 1 pour obtenir :

MJν(s) = 1
2πi2

s−1Γ
(
ν + s

2

)∫
C

z− ν−s+2
2 ez dz

et on reconnâıt l’égalité (5.22) appliquée à (ν − s+ 2)/2, valable puisque σ < ν + 2. □

Corollaire 5.31. Pour s ∈ C tel que 0 < σ < 3/4 :

M{J0(
√
x)}(s) = 4s Γ(s)

Γ(1 − s) .

53
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Démonstration. En vertu des propositions 0.9 et 5.26, la transformée de Mellin de J0 est bien définie pour
0 < σ < 1/2. Le développement (5.27) étant exact, le terme oscillant permet de prolonger de manière analytique
cette formule pour 0 < σ < 3/2. Par conséquent, si 0 < σ < 3/4, le changement de variable x = y2 donne :∫ ∞

0
J0(

√
x)xs−1 dx = 2

∫ ∞

0
J0(y)y2s−1 dy

et on peut maintenant appliquer la proposition 5.29 à ν = 0. □

Proposition 5.32. Pour s ∈ C tel que σ > 0 :

MK0(s) = 22s−1Γ(s)2.

Démonstration. On calcule d’abord la transformée de Mellin de K0(
√
x), qui est bien définie et holomorphe sur

le demi-plan σ > 0 d’après la proposition 0.9 et le corollaire 5.25. De plus, en vertu du corollaire 5.24 :

MK0(s) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
exp(−

√
x cosh t)xs−1 dx dt.

On effectue le changement de variable u =
√
x cosh t à t fixé :

MK0(s) =
∫ ∞

0

1
(cosh t)2s

∫ ∞

0
e−uu2s−1 dx dt = 2Γ(2s)

∫ ∞

0

1
(cosh t)2s

.

Rappelons que (cosh t)−2 = 1 − tanh2 t, donc le changement de variable u = tanh2 t et l’égalité (0.6) donnent :

MK0(s) = 1
2

∫ 1

0
u−1/2(1 − u)s−1 du = 1

2 B
(
s,

1
2

)
=

Γ(s)Γ( 1
2 )

2Γ(s+ 1
2 )

=
√
π

2
Γ(s)

Γ(s+ 1
2 )
.

La formule de duplication de Legendre donne alors :

MK0(s) =
√
πΓ(2s)Γ(s)Γ

(
s+ 1

2

)−1
= 22s−1Γ(s)2. □

Proposition 5.33. Pour s ∈ C tel que 0 < σ < 3/2 :

MY0(s) = − 1
π

2s−1 cos
(πs

2

)
Γ
(s

2

)2
.

Démonstration. D’après la proposition 0.9 et le corollaire 5.28, la transformée de Mellin de Y0 est bien définie
pour 0 < σ < 3/2 (cf. preuve du corollaire 5.31). D’après le corollaire 5.24, on a Y0(x) = F (x) −G(x), avec :

F (x) = 1
π

∫ π

0
sin(x sin t) dt ; G(x) = 2

π

∫ ∞

0
exp(−x sinh t) dt.

On suppose pour le moment que 0 < σ < 1. Calculons d’abord MF (s). En posant u = x sin t, il vient :

MF (s) = 1
π

∫ π

0

1
(sin t)s

∫ ∞

0
sin(u)us−1 du dt = M sin(s)

∫ π

0

1
(sin t)s

dt. (5.34)

Or, pour y ∈ (0,∞) et α ∈ C tel que Reα > 0 :

y−α = 1
Γ(α)

∫ ∞

0
tα−1e−ty dt.
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Par conséquent :

M sin(s) = 1
Γ(1 − s)

∫ ∞

0
t−s sin(u)e−tu du dt

= 1
Γ(1 − s)

∫ ∞

0
t−sL sin(t) dt

= 1
Γ(1 − s)

∫ ∞

0

t−s

t2 + 1 dt

puis en posant v = t2 :

M sin(s) = 1
2Γ(1 − s)

∫ ∞

0

v− s+1
2

v + 1 dv =
(0.5)

1
2Γ(1 − s) B

(
1 − s

2 ,
1 + s

2

)
.

Par conséquent :

M sin(s) =
(0.6)

1
2Γ(1 − s)Γ

(
1 − s

2

)
Γ
(

1 + s

2

)
= 1

2Γ(1 − s)Γ
(

1 − 1 + s

2

)
Γ
(
s+ 1

2

)
=

(0.2)

π

2Γ(1 − s) sin
(
π(s+ 1)

2

)−1

= π

2Γ(1 − s) cos
(πs

2

)−1

=
(0.2)

Γ(s) sin
(πs

2

)
.

L’égalité (5.34) devient alors :

MF (s) = Γ(s)
π

sin
(πs

2

)
F̃ (s) avec F̃ (s) =

∫ π

0
(sin t)−s dt.

En scindant F̃ (s) en deux intégrales et en changeant t en t− π/2 dans la seconde, il vient :

F̃ (s) =
∫ π/2

0
(sin t)−s dt+

∫ π

π/2
(sin t)−s dt

=
∫ π/2

0
(sin t)−s dt+

∫ π/2

0
(cos t)−s dt

=
(0.4)

B
(

1 − s

2 ,
1
2

)
=

(0.6)

√
πΓ
(

1 − s

2

)
Γ
(

1 − s

2

)−1
.

La formule des compléments et l’égalité (1.12) nous donnent enfin :

MF (s) = 2sΓ(s)Γ(1 − s) sin
(πs

2

)
Γ
(

1 − s

2

)−2
= 2s−1 cos

(πs
2

)−1
Γ
(

1 − s

2

)−2
. (5.35)

Calculons à présent MG(s). Comme précédemment, on pose u = x sinh t de sorte que :

MG(s) = 1
π

2sΓ(s)G̃(s) avec G̃(s) =
∫ ∞

0

1
(sinh t)s

dt
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que l’on peut expliciter :

G̃(s) =
∫ ∞

0

e−st

(1 − e−2t)s
dt

=
∫ 1

0

us−1

(1 − u2)s
du

= 1
2

∫ 1

0
v(s/2)−1(1 − v)−s dv

=
(0.6)

1
2 B

(s
2 , 1 − s

)
.

Par conséquent, d’après (0.2) et (0.6) :

MG(s) =
2sΓ(s)Γ

(s
2

)
Γ(1 − s)

4πΓ
(

1 − s

2

) = 2s−2 cos
(πs

2

)−1
Γ
(s

2

)2
(5.36)

puis en combinant (5.35) et (5.36), on obtient :

MY0(s) = 1
π

2s−2 cos
(πs

2

)−1
(

2Γ
(

1 − s

2

)−2
− Γ

(s
2

)−2
)
.

La formule des compléments fournit le résultat souhaité, et celui-ci s’étend à 0 < σ < 3/2 par prolongement
analytique. □

Corollaire 5.37. Pour s ∈ C tel que 0 < σ < 3/4 :

M{4K0(
√
x) − 2πY0(

√
x)}(s) = 22s+1Γ(s)2 cos2

(πs
2

)
.

Démonstration. Les propositions 5.32 et 5.33 donnent, via le changement de variable x = y2 :

M{4K0(
√
x) − 2πY0(

√
x)}(s) = 22s+1Γ(s)2(1 + cos(πs)) = 22s+1Γ(s)2 cos2

(πs
2

)
et la formule de duplication de Legendre entrâıne :

M{4K0(
√
x) − 2πY0(

√
x)}(s) = 1

π
24sΓ

(s
2

)2
Γ
(
s+ 1

2

)2
cos2

(πs
2

)
.

Le résultat se déduit alors de la formule des compléments, comme dans le calcul de M sin(s). □
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