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Introduction

Un nombre premier est un entier qui admet exactement deux diviseurs.

Giovanni Lebaron Fonction zéta de Riemann Stage de fin de L3 2/16



Introduction

Un nombre premier est un entier qui admet exactement deux diviseurs.

—300. Euclide : il en existe une infinité.

Giovanni Lebaron Fonction zéta de Riemann Stage de fin de L3 2/16



Un nombre premier est un entier qui admet exactement deux diviseurs.

—300. Euclide : il en existe une infinité.

—200. Crible d'Eratosthéne.
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Introduction

1644. Probléeme de Bale : que vaut la somme des inverses des carrés ?
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1644. Probléeme de Bale : que vaut la somme des inverses des carrés ?

1735. Euler répond a cette question :

QIO T TR i
49 16 25 6
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Introduction

1644. Probléeme de Bale : que vaut la somme des inverses des carrés ?

1735. Euler répond a cette question :

1+1+1+1+1+ _r
279" 16 6

[l découvre un lien entre ce type de séries et les nombres premiers :
=1 1
2=

1859. Riemann reprend les travaux d'Euler.

— définition et prolongement de la fonction zéta

— conjecture sur ses zéros

— liens avec les nombres premiers
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Fonction zéta de Riemann

Définition, équation fonctionnelle, zéros
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Fonction zéta de Riemann

Définition, équation fonctionnelle, zéros

Définition

La fonction zéta de Riemann est définie, pour Re(s) > 1, par :

() =3

n=1
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Fonction zéta de Riemann

Définition, équation fonctionnelle, zéros

Définition

La fonction zéta de Riemann est définie, pour Re(s) > 1, par :

()=
n=1

C’est une fonction analytique sur Re(s) > 1, avec un pdle simple en s = 1.
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Fonction zéta de Riemann

Définition, équation fonctionnelle, zéros

La fonction ( se prolonge en une fonction méromorphe, vérifiant, pour
tout s € C\ {1} :

¢(s) = 257"~ sin (%) (1= s)c(1—s).

Cette équation fonctionnelle peut s'écrire h(s)((s) = h(1 —s)¢{(1 —s).

Théoreme
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La fonction ( se prolonge en une fonction méromorphe, vérifiant, pour
tout s € C\ {1} :

¢(s) = 257"~ sin (%) (1= s)c(1—s).

Cette équation fonctionnelle peut s'écrire h(s)((s) = h(1 —s)¢{(1 —s).

Théoreme

— ((—2n) = 0 pour tout entier n > 1 (zéros triviaux)
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Fonction zéta de Riemann

Définition, équation fonctionnelle, zéros

Théoréme

La fonction ( se prolonge en une fonction méromorphe, vérifiant, pour
tout s € C\ {1} :

¢(s) = 257"~ sin (%) (1= s)c(1—s).

Cette équation fonctionnelle peut s'écrire h(s)((s) = h(1 —s)¢{(1 —s).

— ((—2n) = 0 pour tout entier n > 1 (zéros triviaux)

Hypothése de Riemann. Les zéros non triviaux se situent tous sur la
droite critique Re(s) = 1/2.
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Liens avec les nombres premiers

Théoréeme des nombres premiers
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Liens avec les nombres premiers

Théoréeme des nombres premiers

Théoreme (Hadamard, De La Vallée Poussin, 1896)

Lorsque x — 00 :

m(x) = card {p premier | p < x} ~ é.
X
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Liens avec les nombres premiers

Théoréme des nombres premiers

Théoreme (Hadamard, De La Vallée Poussin, 1896)

Lorsque x — 00 :

m(x) = card {p premier | p < x} ~ é.
X

Une étape cruciale de beaucoup de démonstrations consiste a montrer que
¢(s) # 0 lorsque Re(s) = 1.
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Liens avec les nombres premiers

La formule explicite
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Liens avec les nombres premiers

La formule explicite

Une meilleure approximation de 7(x) est donnée par la fonction :
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Liens avec les nombres premiers

La formule explicite

Une meilleure approximation de 7(x) est donnée par la fonction :

Les zéros non triviaux de ¢ sont fortement liés a la répartition des nombres
premiers, et a I'estimation de I'écart |7(x) — li(x)|.
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Liens avec les nombres premiers

La formule explicite

Théoreme (Riemann, 1859 / Von Mangoldt, 1895 / Landau, 1908)
Pour tout x € (1,00) :

avec !

J(x) = Ii( Iog2—ZI|x” +/

—dt
2—1)logt

ou la somme porte sur les zéros non triviaux p de la fonction (.
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La quéte des exposants

Formule sommatoire de Voronoi
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La quéte des exposants

Formule sommatoire de Voronoi

On se donne une fonction a : N* — R, dont on cherche a étudier la

fonction sommatoire :
A(x) = Z a(n).

n<x
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La quéte des exposants

Formule sommatoire de Voronoi

On se donne une fonction a : N* — R, dont on cherche a étudier la

fonction sommatoire :
A(x) = Z a(n).
n<x

Son développement asymptotique prend souvent la forme :

A(x) = partie principale + O(x”).
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La quéte des exposants

Formule sommatoire de Voronoi

On se donne une fonction a : N* — R, dont on cherche a étudier la

fonction sommatoire :
A(x) = Z a(n).

n<x

Son développement asymptotique prend souvent la forme :
A(x) = partie principale + O(x”).

Objectif. Optimiser I'exposant .
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La quéte des exposants

Formule sommatoire de Voronoi

Théoreme

Soit a: N* — R. On suppose que :

se prolonge en une fonction méromorphe, vérifiant une équation
fonctionnelle de la forme :

h(s)L(s,a) = h(1 —s)L(1 — s, a).

Alors, sous des hypothéses convenables, pour toute fonction f € S(R) :

o0

S a(n)f(n) = F(0)L(0, 3) +Z / £)H(nt) dt.

n=1
v
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La quéte des exposants

Le probléeme des diviseurs de Dirichlet

On note d(n) le nombre de diviseurs de n.
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La quéte des exposants

Le probléeme des diviseurs de Dirichlet
On note d(n) le nombre de diviseurs de n.

b

S d(n) = ]{ab <x}n ()

n<x
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La quéte des exposants

Le probléeme des diviseurs de Dirichlet

On note d(n) le nombre de diviseurs de n.

b

>~ d(n) = [{ab < x} N (N)?|

n<x

= xlog x + (27 — 1)x + O(x'/?).

Giovanni Lebaron Fonction zéta de Riemann Stage de fin de L3 12/16



La quéte des exposants

Le probléeme des diviseurs de Dirichlet

La fonction L associée a d(n) est :
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La quéte des exposants

Le probléeme des diviseurs de Dirichlet

La fonction L associée a d(n) est :

Théoreme (Voronoi, 1904)

Lorsque x — oo :

> d(n) = xlogx + (2y — 1)x + O(x*/* log x).

n<x
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La quéte des exposants

Le probléeme des diviseurs de Dirichlet

La fonction L associée a d(n) est :

Théoreme (Voronoi, 1904)

Lorsque x — oo :

> d(n) = xlogx + (2y — 1)x + O(x*/* log x).

n<x

On sait que I'exposant optimal se trouve entre 1/4 et 131/416 ~ 0.3149.
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La quéte des exposants

Le probleme du cercle de Gauss

On note ry(n) = card {(x,y) € Z? | x* + y*> = n}.
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Le probleme du cercle de Gauss
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La quéte des exposants

Le probleme du cercle de Gauss

La fonction L associée a ra(n) est :

n

C(s)L(s,xa) avec L(s,xa)= E D
) ( X) ( X) n:0(2n+1)s
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La quéte des exposants

Le probleme du cercle de Gauss

La fonction L associée a ra(n) est :

n

C(s)L(s,xa) avec L(s,xa)= E D
) ( X) ( X) n:0(2n+1)s

Théoreme (Voronoi, 1904)

Lorsque x — o0 :

> n(n) = mx 4+ O(x*?).

n<x
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La quéte des exposants

Le probleme du cercle de Gauss

La fonction L associée a ra(n) est :

1.5 n(n) = (-1
1; 7 = ((s)L(s.xa)  avec L(s,m)—ngom.

Théoreme (Voronoi, 1904)

Lorsque x — o0 :

> n(n) = mx 4+ O(x*?).

n<x

On sait que I'exposant optimal se trouve entre 1/4 et 131/416 ~ 0.3149.
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Merci !

Merci pour votre attention !
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