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Questions de cours

Exercice 1 - Convergence des séries de RIEMANN et applications (solution <)

1. Qu’est-ce qu'une série de RIEMANN ? A quelle condition une série de RIEMANN converge ?

2. Application : pour quelle(s) valeur(s) de o € R chacune des séries suivantes converge ?

1 n?+1
Zl+n+n2—|—na; Z ne

neN neN*

Exercice 2 - Régles de CAUCHY et de D’ALEMBERT (solution <)

1. Enoncer la régle de D’ALEMBERT en faisant attention & préciser toutes les hypothéses.

2. Application : Pour quelle(s) valeur(s) de a € R la série suivante converge ?

3. Enoncer la régle de CAUCHY en faisant attention a préciser toutes les hypothéses.

*1riy Exercice 3 - Régle d’ABEL (solution <)

1. Enoncer la régle d’ABEL en faisant attention & préciser toutes les hypothéses.

2. Application (Exercice) : Montrer que la série suivante converge si et seulement si 6 # 0[27].

Indication : Utiliser la formule de la somme des premiers termes d’une suite géométrique pour borner

les sommes partielles. Utiliser la formule sin(z) = 5 (" — e~) et majorer [sin| par 1




Exercices

wirye Exercice 4 - Une série avec des sinus (solution ‘Cl)

Montrez que la série suivante converge et calculer sa somme.

37L71 i3 1
Z sin (3”)

neN

Indication : Utiliser que |sin(x)| < |z| puis linéariser sin®

KXY’ Exercice 5 - La régle du n“u, n’est pas une CNS (solution 'ﬁ)

Version difficile

1. Enoncez la régle du n®u,,, puis trouvez une série »  u,, qui converge mais telle que pour tout
a > 1, la suite (n%u,), ne tend pas vers zéro.

Indication : Chercher des séries alternées
2. Mieux : trouvez une série > u, a termes positifs qui converge mais telle que pour tout a > 0,
la suite (n®uy,), n’est pas bornée.

Indication : Chercher des séries lacunaires

Version moins difficile

1. Soit (uy,)n, une suite vérifiant :

Ja > 1, n%u,, — 0.
n—-+o00

Montrer que la série > u, converge.

2. On pose pour tout n € N* :

% si n est un carré parfait
Up =
0 sinon.

Montrer que la série ) u, converge mais que pour tout « > 1 la suite (n%u,), ne tend pas

vers zéro.

+oo 1

Indication : Borner les sommes partielles par ) '~ =5
—1in




KXy Exercice 6 - Terme général d’'une SATP décroissante (solution 'i‘_\_l)

Soit Y u, une série a termes positifs telle que la suite (u,,), soit décroissante. Si la série converge,
montrez que lim, nu, = 0. Donnez un contre-exemple si la suite n’est pas décroissante.

Indication : Considérer la suite (San, — Sy),,

K KXYy Exercice 7 - Partie fractionnaire de % (solution ‘Cl)

Si x € R, on note {z} la partie fractionnaire de x. Montrer que 'intégrale suivante est bien

[ {}e

définie et calculer sa valeur

Indication : Hy, =40 In(n) + v+ o(1)

K WY Exercice 8 - Développement limité de la série harmonique (solution <)

Pour tout n € N*, on pose

0.

1. A l'aide d’une comparaison série /intégrale, montrer que —_—
In(n) n—+oo

2. On pose pour tout n € N*
u, = H, —In(n).

Montrer que la suite (u,), est décroissante et positive. En déduire que la suite (u, ), converge

vers un réel positif noté ~.

3. Pour tout n € N*, on note

Pnzzn:i et I,=

k=1 k=

o

Exprimer P, et I,, en fonction de H,, et H,, puis en déduire que

> <_§)” = —In(2).




*YrYy Exercice 9 - Dérivons la série géométrique (solution '-'\‘:l)

Soit z € R.

1. Montrer que la série ) 2" converge si et seulement si x €] — 1, 1[. Dans ce cas, que vaut la
somme Y %0z ?

2. Soit z €] — 1, 1] fixé. On considére la série > naz™"'. Montrer qu’elle converge, puis calculer
sa somme.
Indication : On pourra commencer par calculer les sommes partielles de la série géométrique de la

question 1 puis dériver l’égalité obtenue.

KYrsy Exercice 10 - Calcul de série type exponentielle (solution ‘i‘:l)

On souhaite calculer, si possible, la somme des séries suivantes

HY L eyt oy

neN neN neN

1. Montrer que ces trois séries convergent. Rappeler la valeur de la série (1)

2. En déduire la somme de la série (2).

3

3. Exprimer n® comme une combinaison linéaire de 1, n, n(n—1) et n(n—1)(n—2). En déduire

la somme de la série (3).

Remarque : Soit B(n) le n-iéme nombre de BELL, alors on a l'égalité > 20 %]f = B(k)e.



https://oeis.org/A000110

Corrections

Solution 1 - Convergence des séries de RIEMANN et applications (£ exercice)

1. Voir le cours

2. Quelque soit n € N* et quelque soit a € R, on a l'inégalité

1 1

< .
1+n+n?+n> "~ n?

Par comparaison de séries a terme positifs, et puisque la série de terme général 1/n? converge
par le critére de convergence des séries de RIEMANN, alors la série de 1’énoncé converge
quelque soit la valeur de a.
n?+1
na

1
3. La suite ( > est positive et équivalente en 4+o0o a la suite ( - 1) qui aussi
o
n n

positive. Par comparaison de séries & termes positifs, la série de I’énoncé converge si et

seulement si la série )

— converge. Par le critére de convergence des séries de RIEMANN,
o

cette série converge si et seulement si a — 1 > 1, c’est-a-dire a > 2.

On peut également procéder sans utiliser la notion d’équivalence de suite. Pour tout n € N*,

on a les inégalités

1 n n2+1<2n: 2

e
Ainsi, par comparaison de séries & termes positifs, si a > 2 alors la série converge, et si a < 2

alors la série diverge.

Solution 2 - Régles de CAUCHY et de D’ALEMBERT (K7 exercice)

1. Voir le cours.

na’
2. On pose pour tout n € N, u,, = \/_' . La suite (u,), est une suite & termes positifs. De
n!

plus, on a pour tout n € N,

o r1 o n)
Un+1 _ o n -+ n _ Q 0<1
U, am n (n+1)! n(n + 1) n—+oo

donc la série ) w, converge par le critere de D’ALEMBERT.

3. Voir le cours.




Solution 3 - Régle d’ABEL (P exercice)

1. Voir le cours.

2. On pose pour tout n € N*

Tout d’abord, si 8 = 0[27], alors (v,,), est la suite constante égale a 1, et la série > u,v, est

la série harmonique qui est divergente. Dans le cas ou 6§ # 0[27], on calcule :
T, = Z =
k=1
c’est la somme des n premiers termes d’une série géométrique de raison e # 1, on a donc

0 _ pif(n+1) i _ ,if(n+1) 1 — eint —inf/2 _ 4ind/2

oo 7€ el € T e - — € ibmtn)/28 .
n 1 — et e—10/2 _ if/2 e—10/2 _ if/2 e—i0/2 _ (i0/2
On utilise la formule sin(z) = 5 (" — ™) pour obtenir
T — 619(n+1)/2sin(n9/2)
" sin(6/2)

Pour tout n € N*, on a

_ |sin(n0/2)| < 1

Tl = @2 < ngg) S T

Donc la suite (7,,), est bornée. On peut alors appliquer le critére d’ABEL ce qui montre que

la série ) u,v, converge.

Solution 4 - Une série avec des sinus (£? exercice)

Tout d’abord, la série converge bien car le terme général est équivalent & la série de terme
général 3372771 qui est un multiple d’une série géométrique de raison 1/9 < 1. De plus, si = € R,
on a :

i’ (z) }1 (3 sin(z) — sin(32))

(A redémontrer si vous ne savez pas faire!) En particulier, on a :

23" sin® (1)2%712]:;( sm( >—3"’1sin<3:_1>>



Par téléscopage, on obtient que

N N
n—1-31_3_‘(l> s
> 3" tsin <3n> sV vl

n=1

Solution 5 - La régle du n®u, n’est pas une CNS (£ exercice)

1. La régle du n“u,, est :
Théoréme : Soit Y u, une série numérique. S’il existe a > 1 telle que la suite (n®uy),

converge vers 0, alors la série converge.

Un contre exemple facile peut s’obtenir via les séries de BERTRAND : on sait que la série de

L o 1 fe ol a _ no b
terme général u,, = T2 converge, mais si o > 1, alors n“u,, = In(n)2 —>n_)+oo +00.

Un autre contre exemple facile peut s’obtenir en utilisant une série alternée : la série de terme

(="

général u,, = converge (critére spécial des séries alternées) mais n®u, = (—1)"n*"!
n

est le terme général d’une suite divergente.

2. L’idée est de prendre une série trés lacunaire. Prenons par exemple :

0 sing?2N
Up = 1
= sin=2k

Alors la série Y u, est & termes positifs et converge (somme de RIEMANN), mais si o > 0,

on a :
0 sin ¢ 2N

naun = 2al~c
— sin=2F

L2

En particulier, la sous-suite (uqr)g de (uy), tend vers +oo, donc (u,), n’est pas bornée.

Solution 6 - Terme général d’une SATP décroissante (K exercice)
Soit N € N. Comme la suite (uy,), est décroissante, on a :

2N

Z Uy, > Nugy >0

n=N-+1



En multipliant par 2 ces inégalités, et en utilisant le fait que la série ) u,, converge, on obtient
par encadrement que (2N)ugy — 0
n—~+00

Ensuite, toujours par décroissance de la suite (uy,)n, on a :
0 S (2N + 1)u2N+1 S (2N + 1)u2N = (QN)UQN + U N

Par ce qui précéde, le membre de droite tend vers zéro en +oo. On a donc par encadre-
ment : (2N + 1)ugn11 m 0. Finalement, en rassemblant les termes paris et impairs, on a que
uy = o(%)-

Pour trouver un contre exemple, 'idée est de prendre une série lacunaire. Posons u,, = 0 si n
n’est pas un carré parfait, et 1/n si n est un carré parfait. Alors la série »  u, converge (série de
RIEMANN). Mais nu,, = 0 si n n’est pas un carré parfait et 1 si n est un carré parfait, donc (nu,),

ne tend pas vers 0.

Solution 7 - Partie fractionnaire de % (> exercice)
La fonction = — {i} est bornée sur |0, 1] donc intégrable. On a :
1 “+o00 1
1 w1
—odr = —rd
L= e

n=1 n+1
N

. w1
=dm S5 [ (G
n n+1

=1

R 1 1 1 1
= lim In{—)—1n —n|l—-
N—H—oon:l n n+1 n n+1

N
. 1
:ngfoo;m(n+ 1) —In(n) — m— ]
AN
:ngfooln(N—i_l)_;n%—l

= lim In(N+1)— Hyyy

N—+o00

=7

ou la premiére égalité est bien définie car tout est positif (I'intégrande et donc le terme général de

la série).




Solution 8 - Développement limité de la série harmonique (X7 exercice)

*

1. La fonction & +— 1/x est positive et décroissante sur R’ , on a donc I'encadrement suivant

k+11 1 k 1
/ L <tlc / L. (1)
kX k k—1 L

En sommant les inégalités de 2 & n, et en ajoutant 1, on obtient que

n+11 nl
1—|—/ —deHn§1+/ —dzx.
2 x 1 X

pour tout k > 2

Donc
I+In(n+1)—In(2) < H, <1+ 1In(n).

On divise par In(n) cette chaine d’inégalité, on obtient

1-In@) (1) o M 1
In(n) 1 (1 * n) = In(n) =1+ In(n)

Par encadrement, on a bien

2. Montrons que (u,), et décroissante. On a

. 1 In(n-+1)-+In(n) 1 /n+1 1d /n+1 1 1 “0
vn € N*, upi1—u, = ———In(n+1)+In(n) = — —dr = ——)d .
y Up41—U ——— n n)=-—" : T : x

Donc la suite (uy,), est décroissante. De plus, en sommant la premiére inégalité de (1) de 1

a n, on obtient que pour tout n € N*,
In(n+1) < H,

donc
0<Iln(n+1)—1In(n) < H, —In(n) = u,.

Donc la suite (u,), est positive. Puisqu’elle est décroissante, alors elle converge vers un réel

positif noté ~.

3. On a pour tout n € N*,

1
P, = §Hn et [,=Hy, —PF,=Hy, —-H,.

10



(=DF

De plus, si pour tout n € N*, A4, =3 | _T, alors on a
1 1

En reprenant la suite (u,), de la question précédente, on a donc
A, = up + In(n) — ug, — In(2n) = u, — ugy, — In(2).
Et puisque la suite (u,,), converge vers 7, on a finalement
A, T In(2) = —1In(2).

D’ou le résultat.

Solution 9 - Dérivons la série géométrique (£ exercice)

1. Siz € R\] —1,1], alors la suite (2"),, ne converge pas vers 0, donc la série diverge grossiére-
ment. Sinon, on a
n?x" —— 0
n—-+oo

donc par la regle du n®u,, la série converge. Sa somme est alors (c’est du cours)

+00 1
;x -

2. On note S, (z) = Y__, 2. Il s’agit d’une fonction dérivable sur R, donc sur | — 1, 1[. De plus,
on a l'égalité suivante puisque S,(z) est la somme des n + 1 premiers termes d’une suite
géométrique :

S(x) = Lo

11—z

On dérive cette égalité, on a alors :

_ xn—l—l)

N (D"l —-2)+ (1
;kx = TEESE

Il reste deux choses & faire. Premiérement, il faut montrer que la série ), kx*=1 converge,
puis que le membre de droite, a x fixé, converge vers une valeur réelle lorsque n — +o00. En

passant a la limite dans ’égalité précédente, on aura le résultat.

11



(a) On applique la régle du n®u,, : on a k?(kz*~1) R 0 donc la série Y, ka*~! converge.
—+00

(b) Le dénominateur étant une constante (z est fixé), il faut que le numérateur converge

I converge vers 1

pour avoir la convergence du membre de droite. Le terme 1 + 2""
en +oo car x €] — 1,1 et le terme (n + 1)z™ converge vers 0 (croissance comparée).

Finalement, on a :

—(n+1a2"(1 —z)+ (1 — 2™t o1
(1 - :B)2 n*>+OO/ (1 - 27)2'

En passant a la limite, on a donc :
+00
1
kot = —
; (1 —x)?

Remarque : On a dérivé une fonction en dérivant chaque terme de sa série entiére. Ce n’est pas

toujours possible !

Solution 10 - Calcul de série type exponentielle (K2 exercice)

1. On applique la régle du n“u,, avec ae = 2 pour ces trois séries. On a

2 2 1 5
Lo (G o Lo

n! n—too n! n—too n! n—too

Donc ces trois séries convergent. De plus, la somme de la série (1) est e (c’est du cours).

2. Puisque les séries de terme général % et 7 sont a terme positifs, on peut séparer la série en

1+n 1 n
2o Tt

neN neN neN

deux :

et puisque toutes les séries ci-dessus convergent, cette égalité est vraie sur leurs sommes :

+il+n—fijtfﬁ—e—{—f;—e—l—fi—e—i—e—%
o n! _nzon! nzon!_ —— (n—1)! nzon!_ -

3. En partant du plus haut degré, on retrouve que

n®=n(n—1)(n—2)+3n(n—1)+n.

12



Ainsi, on peut écrire

n3 nin—1)(n— 2 3n(n—1 n nin—1)(n—2 nin—1 n
ZEZZ ( )( )nJ!F ( )+ =S ( n)!( )+3Z (n! )+Z_'

! n!
neN neN neN neN neN

Comme & la question précédente, toutes ces séries convergent donc on peut passer aux

sommes :
+o0 3 400 +oo 0
n° n(n —1)(n — 2) n(n —1) n
D= +3Y )
n=0 n=0 n=0 n=0
oo o0 oo
1 1 1
= g — +3 E + g
— )1 — 92 —1)!
— (n —3)! —~ (n—2)! — (n—1)!
—+oco —+o00 —+o00
1 1 1
=D 3 S+
n=0 n=0 n=0
=(1+3+1)e
= be.
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