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Questions de cours

Yrivyy Exercice 1 - Sommes finies et combinatoire

1. Soit n € N et k € [0,n]. Rappeler 'expression de (Z) en quotient de factorielles. Rappeler la

relation de récurrence (appelée relation de PASCAL) vérifiée par les coefficients binomiaux.
2. Rappeler la formule du bindbme de NEWTON.
3. En justifiant, donner la valeur des sommes suivantes :

() 2 ()

k=0 k=0

wirsr Exercice 2 - Polynoémes, factorisation

1. Soit P = aX? 4+ bX + ¢ avec a # 0. On suppose que P se factorise en a(X — r1)(X — ry).

Exprimer b et ¢ en fonction de a, r et ro.

2. Définir la notion de multiplicité d’une racine d’un polyndéme. Donner la multiplicité de 2 des

polynoémes suivants :

(X —2)(X?+X—-6); X'-3X°-3X?+16X —12.

wivyy Exercice 3 - Fractions rationnelles, réduction en éléments simples
1. Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 ‘ x . r+1
rlx+1)" (x—1)2" 222+52+3

2. Expliquer comment utiliser les décompositions en éléments simples pour calculer des primi-

tives de fractions rationnelles en appliquant ces méthodes au calcul de

/ o
r(z?+1)




Exercices

Sommes finies et combinatoire

*1riy Exercice 4 - Nombres de CATALAN (solution )

1 /2
Pour tout n € N, on pose C,, = —( n) On l'appelle le n-iéme nombre de CATALAN.

1.
2.

n+1
Calculer Cy, C4, Cy, C5 et Cy.

n

n + n
tout n € N.

. n 2n
Ecrire ] ( ) comme un seul coefficient binomial. En déduire que C,, est un entier pour

Calculer de deux maniéres différentes le coefficient en 2™ de (1+xz)?" pour en déduire 1'égalité

C)-x()

En déduire une autre expression de ), pour tout n € N.

* R’ Exercice 5 - Formule du bindme et série harmonique (solution "Cl)

Le but de cet exercice est de démontrer 1’égalité suivante :

1.

2.

3.

B

k=1 k=1

7| =
—
*
~

Soit x € R*. Montrer 1’égalité

x
k=0
On pose pour tout x € R
- —~ (n (—1)k k
k=1
Montrer que
n—1
fla)==>(-a)
k=0

Aprés avoir calculé la valeur de f(1) en intégrant f” entre 0 et 1, montrer I'égalité (x).




Polynoémes, factorisation
K1Yy Exercice 6 - Théoréme de GAUss-LuUcAs pour les polynémes réels (solution )
Soit P € R[X] de degré n > 2 scindé. On écrit P(X) = a[[_,(X — z;)™ avec z1,...,z, les
racines distinctes de P et n; leurs multiplicités.
1. Montrer que pour tout = € R qui n’est pas une racine de P,

P'(x) " on
Plz) Z T —x;

i=1

2. Soit x une racine de P’ qui n’est pas une racine de P. Montrer que

(Set) =S ()

3. En déduire que pour toute racine x de P’, il existe des réels positifs ou nuls Aq,..., A\, tels
que

rT=Mx1+ -+ A,

Remarque : Le théoréme reste vrai pour P € C[X] et la preuve est identique.

Fractions rationnelles, réduction en éléments simples
KYriy Exercice 7 - Dérivation et fractions rationnelles (solution ‘Cl)

Soit F' une fraction rationnelle réelle. On rappelle que le degré de F' est défini par deg(F) =

P
deg(P) — deg(Q) pour tous polynomes réels P et @ tels que F' = 0

1. Montrer que si deg(F") < deg(F') — 1, alors deg(F') = 0.
1
2. Montrer que F’ # <
Indication : On pourra raisonner par l'absurde et considérer la multiplicité de la racine 0 de @Q si

F = P/Q.




*YryYy Exercice 8 - DES a paramétres et un calcul de somme (solution 'i‘_\_l)

1. Soient m < n deux entiers strictement positifs. Décomposer en éléments simples la fraction

rationnelle
Xm
(X =1
On pourra noter X = (X — 1) + 1 et utiliser le binéme de NEWTON pour développer X™.

2. Soit n € N. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

1
X(X+1)...(X+n)

3. En déduire la limite de la suite (.S,),, définie par

n

1
S”:;X(X+1)(X+2)'




Corrections

Solution 4 - Nombres de CATALAN (K7 exercice)

1. On a:
00:1,01:1,02:2,03:5704:14.

(1) = e

nj— 1 (2:) - (n7jr(217)l:!n! T (n+ i)zréy)ﬂ:— - (nQ—iT-Ll)'
1

2
Puisque C,, = —( n)) alors
n+1\n

2. Pour tous k,n > 0, on a la formule

Ainsi, on a

c - (Qn) _< 2n )
n n—+1
3. La formule du binéme de NEWTON donne :

(1+2)* = 2Zn (2;) ",

En particulier, C,, est un entier.

) 2n . .
Donc le coefficient en =" est ( . On peut aussi écrire :
n

(1+2)" = (1 +2)")? = (i (Z‘) x>2

=0

n\ [n
Le coefficient en 2™ est alors la somme de tous les termes de la forme ( > ( ) avec i+j = n,
¢ J

c’est-a-dire j = n — <. Donc le coefficient en x™ est :
n n n 2
=0 =0 =0

Par identification, on trouve 1’égalité



On en déduit une nouvelle expression de C,, :

1 - n2
vneN, C, = ]
n+1 -

Solution 5 - Formule du bindéme et série harmonique (£? exercice)

1. Le membre de droite est une somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison

1—x+#1, donc on a

3

—(1—x)”_1—(1—x)"'

-1 . 1
(1_x):1—(1—x)_ T

k=0

2. On a pour tout z € R :

k=1 k=1
Sixz#0,on a
n n 1 n n 1 n—1
k, k-1 _ ko k _ n _ k
> (3 ) vt =130 () vt = Lo - = - -
k=1 k=1 k=0
Siz =0, alors f/(0) = —n et — Z;é(l —2)% = —n, donc on a bien 1'égalité voulue pour
tout x € R.

3. On remarque que —f(1) est le membre de gauche dans I'égalité (x). On a :

1 n—1

£(1) = £(0) = /01 f(2)de = —/0 S (10— a)tde = — ni /01(1 _ 2)tda.

Or,si k€N, ona

Donc



Or, f(0) = 0, ce qui donne la valeur de —f(1) :

D’ou I'égalité (x).

Solution 6 - Théoréme de GAUSS-LUCAS pour les polynomes réels (£ exercice)
1. En appliquant la formule de dérivation d’un produit, on obtient que

"(X) = aini(X — )it H(X — ;)" = inl( ) aH — ;)"
i=1

J#i i=1 J#1
P/(X i)

Donc si z n’est pas une racine de P, on a

1 r
l’ x—l’ n;
E ny——— = .

CIZ QZ—SL’ - r — I
=1

2. Si x est une racine de P’ qui n’est pas une racine de P, alors P'(x)/P(z) = 0. Par la question

précédente, on a donc :
,

B ni " ni(x — ;)
O_Zx—xi_;(:ﬁ—xi)?'

=1

On passe les termes en x dans 'autre membre de 1’égalité :
: n;x : n;T
PDERLCEES g

i=1 i=1

Le résultat s’obtient en factorisant par x dans la somme du membre de droite.



3. Si x est une racine de P’ qui n’est pas une racine de P, on pose

n;

_ )2
Vie[1,r], A = M
N
= (z =)

D’aprés la question précédente, on a alors

r=MNx1+ -+ ANy

Si x est une racine de P’ qui est une racine de P, alors = x; pour un certain ¢ € [1,7]. On

pose alors \; = 1 et A\; = 0 pour tout j # ¢. On a bien
rT=Mx1+ ... 2.

Le résultat est donc vrai pour toute racine de P'.

Solution 7 - Dérivation et fractions rationnelles (£? exercice)

P
1. On écrit F' = — avec P et () premiers entre eux. On a alors

P/Q _ QP/
Done deg(F') = deg(P'Q — QP') — 2deg(Q) < max(deg(P'Q), deg(PQ")) — 2deg(Q) =
deg(P) + deg(Q) — 1 — 2deg(Q) = deg(P) — deg(Q) — 1 = deg(F) — 1. S’il n’y a pas
égalité, cela signifie que les coefficients dominants de P'Q) et QP sont égaux, donc que
deg(P)Gaeg(p)bdeg(@) = deg(Q)adeg(P)bdeg(@) Si on note P = SapXF et Q = > b X", Cela
signifie alors que deg(P) = deg(Q), c’est-a-dire que deg(F') = 0.

F/

2. On suppose par 'absurde que F' = 1/X. On écrit F' = P/Q) une fraction irréductible. Dans

ce cas, on a
X(P'Q-QP) = Q.
Donc 0 est une racine de Q?, donc de Q). En particulier, ce n’est pas une racine de P car P

et () sont premiers entre eux. On note k la multiplicité de 0 en tant que racine de () : on a
Q = X*Q avec @(0) #0et k> 1. On a donc :

X(P'X*Q — kPX*'Q — PX*Q) = X*Q%.

9



On simplifie par X*, on obtient :
P'XQ - kPQ — PXQ = X*Q2

En évaluant en 0, on obtient

0 — kP(0)Q(0) — 0 = 0.

Cest absurde puisque P(0) # 0 et Q(0) = 0.

Solution 8 - DES a paramétres et un calcul de somme (X7 exercice)

1. La formule du binéme de NEWTON donne

Ainsi, on a

Or, tous les indices k de la somme sont strictement inférieurs a n, donc n—k > 0. Le membre

de droite de I'égalité est donc la décomposition en léménets simples de X™ /(X — 1)".

2. La décomposition en éléments simples de cette fraction rationnelle est de la forme

1 _i ag
XX +1)...(X+n) ZX+k

Pour déterminer ay, on multiplie 1’égalité précédente par (X + k) et on évalue en —k. On

obtient donc

1 _(=D*
(=k)(=k+1)...(wk+k—=1)(=k+k+1)...(=k+n) kl(n—k)

ap =

3. D’apreés la question précédente, on a la décomposition en éléments simples

1 _1/2+ -1, 1/2
XX+D)(X+2) X  X+1 X+2

Donc

3

172 1 1/2
Si=2 it e
k=1 k=1 k=1

10



On effectue des changements d’indice :

n
1/2
=2
k=1
On sépare les termes extrémaux :

Sh, +

1 1
n 4 2

N | —

1
D S, — —.
onc 4

n+1 n+2

1 1/2
IR =
k=2 k=3
1 1/2 1/2
n+l n+1 n+2

11
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