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Questions de cours

Exercice 1 - Equations matricielles et pivot de GAUSS (solution <)

Soit n € N* et A € M, (R). Si A est inversible, expliquer comment calculer A~! en résolvant

un systéme linéaire. Utiliser la méthode du pivot de GAUSS pour calculer 'inverse de la matrice

(On admet que la matrice est inversible)

Exercice 2 - Produit de matrices (solution <)

Soit n € N* et A, B € M,(R). Pour tout 1 < ¢,5 < n, donner la formule du coefficient en
ligne i et colonne j de la matrice AB. Démontrer que le produit de deux matrices triangulaires

supérieures est triangulaire supérieure. Que dire du produit de deux matrices symétriques ?

Exercice 3 - Déterminant (solution <)

Soit n € N*et A € M,,(R). Donner la formule du déterminant de A. Donner une formule simple
pour les cas n = 2 et n = 3. Expliquer comment déterminer si une matrice est inversible par un
calcul de déterminant. Calculer le déterminant de la matrice suivante en utilisant un développement

par rapport a une ligne ou & une colonne de votre choix :

-1 3 -2 -6

-1 2 0 8
A —

1 -6 2 0

0 4 0 1




Exercices

*Yryy Exercice 4 - Equation matricielle (solution '*'Cl)

Soit n € N* et M, B € M,,(R). On considére I'équation matricielle d’inconnue A € M,,(R)
MA = B. (1)

1. Montrer comment ramener la résolution de ’équation (1) & un systéme de n équations vec-
torielles de la forme M X; = B; ou By, ..., B, sont des vecteurs a déterminer et Xy,..., X,
sont des indéterminées vectorielles.

2. On pose

1 -1 4
M=| -2 3 -1
3 -5 =2
Résoudre MX =Y ou Y = (a,b,c) avec la méthode du pivot de GAUSS. La matrice M
est-elle inversible 7

3. Trouver toutes les solutions de (1) pour

1 0 -1 1 -1 4
B = 0 1 0 et B=| -2 3 -1
-1 0 1 3 =5 =2

*Yriy Exercice 5 - Matrices orthogonales (solution ‘ﬁ)

Soit A € M,,(R). On dit que A est une matrice orthogonale si ‘AA = I,,.

1. Montrer qu'une matrice orthogonale est inversible. Plus précisément, montrer que si A est
une matrice orthogonale, det(A) € {—1,1}. En déduire que A est orthogonale si et seulement
si AA = I,.

2. Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont orthogonales ?
I cos(f) —sin(f) \
i sin(@)  cos(f) /'

3. Si A et B sont deux matrices orthogonales, montrer que AB est une matrice orthogonale.

o O =
[ BTSN V)
S Ot W



4. Montrer la caractérisation suivante : Une matrice A est orthogonale si et seulement si les
colonnes de A sont de norme 1 pour la norme euclidienne et sont deux a deux orthogonales

pour le produit scalaire usuel sur R”.

5. En déduire qu'une matrice orthogonale et triangulaire supérieur est nécessairement une ma-

trice diagonale comportant uniquement des 1 et —1 sur la diagonale.

wirye Exercice 6 - Diagonale de a sur un parterre de b (solution ‘Cl)

Soient a,b € R. On considére la matrice

a b b
A:ba

b

b b a

Calculer le déterminant de A. Pour quelles valeurs de (a, b) € R? la matrice A est-elle inversible ?

Wiy Exercice 7 - Centre de M, (R) (solution <)

Soit n un entier strictement supérieur & 1. Le but de cet exercice est de calculer le centre de
M., (R), c’est-a-dire ’ensemble

Z (Mo(R)) = {A € M, (R) | VB € M,(R); AB = BA}.

1. Justifier pourquoi la question est intéressante : exhiber une matrice qui n’appartient pas a
Z (Mn(R)).

2. Soit A € R, montrer que A\, € Z (M, (R)).

3. Soient ¢,j € [1,n]. On définit la matrice élémentaire E;; comme étant la matrice dont le

coefficient en ligne i et colonne j vaut 1, et tous les autres coefficients valent 0. Si A € M,,(R),

de coefficients A = (a; j)1<i j<n, calculer AE; ; et E; ;A.

4. En déduire que Z (M,,(R)) = {A\[, | A € R}.




Corrections

Solution 1 - Equations matricielles et pivot de GAUSS (K exercice)

Pour calculer A7, on considére X € R™ et on pose Y = AX. On exprime alors les coefficients

de X en fonction de ceux de Y en résolvant le systéme AX = Y. Les coefficients de X sont

combinaison linéaire de ceux de Y, ce qui permet d’écrire Y = BX ou B est une certaine matrice.
En fait, on a B = A7! puisque AX =Y & X = A~lY.
Faisons-le pour la matrice A de I'énoncé. On pose X = {(z,y,2) € R® et Y = Ya,b,c) € R3. On

a les équivalences :

AX =Y

(L2 <— L2 — 2L1)

(Lg <— L3 —+ LQ)

ot B = A~! est la matrice

-1 1 2 x a
& -2 3 4 =10
0 -1 -1 z c
(2 +y+22z =a
& —20+3y+4z=">
| —y—= =c
(2 +y+22=a
= Y =b—2a
[ —y—= =c
(2 +y+22=a
& Yy =b—2a
[ —% =c+b—2a
(s =a—b—2c
= y=—2a-+b
( 2 =2a—-b—c
< X =BY




Solution 2 - Produit de matrices (£ exercice)

Soient 1 < 4,5 < n. Le coefficient du produit AB en ligne i et colonne j est

(AB)Z'J‘ = Z ai,kbk,j-
k=1

Une matrice M est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout 1 < j < i < n, on a
M; ; = 0. Soient A et B deux telles matrices. Si1 < j <i<mn,ona:

n i—1 n
(AB)Z‘,J' = ;ai7kbk7j = ; Aj K ka + ;ai,k bk,j =0.
= =0 =t 0

Donc AB est une matrice triangulaire supérieure.
Une matrice M est symétrique si et seulement si pour tout 1 < 4,7 < n, on a M,;; = M;,.

Soient A et B deux telles matrices. Si 1 <i,5 <n,on a:

n n

(AB)Z'J = Z ai,kbk,j = Zakviijk = (BA)JJ

k=1 k=1

On en déduit que le produit de deux matrices symétriques A et B et la transposée du produit de
B et A. En particulier, si A et B commutent, alors la matrice AB est symétrique. Mais ce n’est

pas vrai en général, par exemple, si

Ao (0 etB:107
10 00
AB:(00>

10

n’est pas une matrice symétrique, pourtant A et B le sont.

alors

Solution 3 - Déterminant (X7 exercice)

Le déterminant de A est donné par la formule

det(A) = Y (o) Haw@.

O'esn



Pour le cas n = 2, on a la formule simple suivante :

= ad — bc.

b d

Pour le cas n = 3, on a la régle de SARRUS :

S
S

g
h | =aei+bfg+ cdh — gec — dbi — ahf.

]

o
-~ o

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
Le déterminant de la matrice A de I’énoncé peut se calculer en développant par rapport a la

derniére ligne, puis en calculant deux déterminants de matrices 3 x 3 par la régle de SARRUS.

-1 3 -2 -6
-1 2 0 8
det(A) = L6 2 o
0 4 0 1
-1 -2 —6 -1 3 =2
= (=D -1 0 8 |+(-D**1| -1 2 0
1 2 0 1 -6 2
= 4(0+12+(-16) —0—(—=16) = 0) + (— 4+ (=12) + 0 — (—4) — 0+ 6)
= 4x12—-6

= 42.

On a det(A) = 42, donc la matrice A est inversible.

Solution 4 - Equation matricielle (> exercice)

1. Puisque la i-éme colonne du produit M A est la i-éme colonne de B, on se raméne & un

systéme de n équations vectorielles sur chaque colonne de X et B.



2. On a:

1 -1 4 T a
MX =Y & -2 3 -1 y | =129
3 =5 =2 z c
(c—y+42 =a
& —2r+3y—z=%»%
| 32 -0y —2z =c¢
(
r—y+4dz=a
Lo+ Lo+ 214 J
& y+ Tz =2a+b
Lg(—Lg—ng
[ 2y — 14z = -3a+c
(:U—y+4z:a
VRN Y+ Tz =2a+0b
1
_ 3
ky‘i"?Z —§a—§c
[ =a+2a+b—Tz—4z
o Yy =2a+b—Tz
1
— 34 - =
K26L+b—Qa 5¢
[z =a+2a+b—T7Tz—4z
&S Ly =2a+b—-Tz
( a+20+c=0

La matrice M n’est pas inversible puisque si a + 2b + ¢ est non nul, il n’y a pas de solution.
Une autre maniére de le voir est que s’il y a une solution, il y en a une infinité paramétrées

par z.
3. Pour le premier B, la deuxiéme colonne de B ne vérifie pas a + 2b+ ¢ = 0, donc la deuxiéme

équation M Xy = By n’a pas de solutions, donc (1) n’a pas de solution. Pour le second B, on

a bien a + 2b + ¢ = 0 pour chaque colonne donc il existe une infinité de solutions, qui sont

1-— 1121 —1122 11 — ].1,2’3
—721 1-— 722 7 — 723 (Zl, 29, 23) € R5

21 Z2 z3

On remarque qu’on a bien la matrice identité dedans en prenant (21, 22, z3) = (0,0, 1), ce qui

est attendu puisque I3 est bien solution triviale de ’équation !




Solution 5 - Matrices orthogonales (£ exercice)

1. Par définition, une matrice orthogonale vérifie 3B € M,,(R); BA = I,,, donc A est inversible.
En fait, on a 1 = det([,,) = det(*fAA) = det(*A) det(A) = det(A)?, donc det(A) € {—1,1}.

Puisque A est inversible, on a la chaine d’équivalence suivante :
AA=1, & A (A =1 =1, &I, = AA.

2. La matrice I, vérifie 'I,,I, = I,, donc elle est orthogonale. Si § € R, on a

cos(f)  sin(0) ) < cos(f) —sin(6) >
—sin(f) cos(0) sin(f)  cos(0)
_ cos(6)? + sin(6)? — cos(#) sin(0) + cos(0) sin(0) )
— cos(0) sin(6) + cos(0) sin(0) cos(6)? + sin(6)?
(10
S\o 1)

Donc la matrice est orthogonale.

La troisieme matrice a pour déterminant 1 X 4 x 6 = 24 donc elle n’est pas orthogonale.
3. On a (AB)(AB) ='B'AAB ='BI,,B = 'BB = I,,. Donc la matrice AB est orthogonale.

4. Le coefficient en position (7,7) du produit ‘AA est égal au produit scalaire entre la i-éme
ligne de 'A qui est par définition la i-éme colonne de A et la j-éme colonne de A. Donc si on

note C; la i-éme colonne de A pour tout i € [[1,n], on a

Vi #] S [[1,”]], <CZ,CJ> =0
\4) c ﬂl,n]], <027Cz> = 1.

Ceci équivaut a dire que les colonnes de A sont deux a deux orthogonales, et que chacune
est de norme 1.
5. On démontre le résultat par récurrence sur la taille de la matrice.

e Initialisation : n = 1. Toute matrice orthogonale de taille 1 est la matrice (1) ou (—1).

Donc l'initialisation est vérifiée.

e Hérédité : soit n € N*. On suppose que le résultat est vrai au rang n. Soit A € M,,1(R)

une matrice orthogonale et triangulaire supérieure. Alors A est de la forme

alaz ... Qp+1

A/




ou A € M, (R) est triangulaire supérieure. On montre dans un premier temps que a €

{—1,1}. Puisque la premiére colonne de A est de norme 1, alors va2 + 02 +--- +02 =1
donc |a| = 1 donc a € {—1,1}. On montre maintenant que les coefficients sur la premiére
ligne, sauf a, sont tous nuls. Puisque A est orthogonale, alors !A l'est aussi. Or, la

premiére colonne de ‘A est le vecteur (a, as, ..., a,41) qui est aussi normé. Donc

\/a+a§+---+a3+1:1:1+a§+---+ai+1:1:a§+---+ai+1:0

est une somme de termes positifs qui somme a 0, donc chaque terme est nul, donc

finalement A est de la forme

£10 ... 0

A/

Il reste donc juste & monter que A’ est orthogonale pour appliquer I’hypothése de récur-
rence sur A’ et conclure. Les colonnes de A sont deux a deux orthogonales et de norme
1, et a partir de la deuxiéme colonne commencent toutes par un 0. Donc les colonnes
de A’ sont également de norme 1 et deux a deux orthogonales, donc A’ est une matrice
orthogonale. Puisqu’elle est aussi triangulaire supérieur, on peut appliquer I'’hypotheése
de récurrence a A’ qui est donc diagonale avec uniquement des 1 ou —1 sur la diagonale.

Donc A est aussi de cette forme, ce qui conclut I’hérédité.

Par récurrence, nous avons donc montré le résultat.

10



Solution 6 - Diagonale de a sur un parterre de b (£ exercice)

On calcule le déterminant de A en appliquant des opérations élémentaires sur les lignes et les

colonnes pour pouvoir se ramener a une forme plus simple.

a b b
b
det(A) = ¢
b
b b a
a+(n—10 a+(n—-1>b ... a+(n—1)
b :
(L« Ly + -+ L) = ¢
b
b b a
a+(n—-10>0 0 0
b -b 0
(CiC—Chi>1) = ¢
0 0
b 0 a—b

La derniére matrice est triangulaire inférieure, donc son déterminant est le produit des coefficients

diagonaux. On a donc

det(A) = (a+ (n — 1)b)(a — b)" .

On en déduit que A est inversible si et seulement si a # b et a # —(n — 1)b. Dans le premier cas,
on obtient une matrice avec toutes les colonnes égales, qui est donc bien non inversible. Dans le
second cas, la somme de toutes les colonnes (ou lignes) donne le vecteur nul, donc les colonnes (ou

lignes) de A ne forment pas une famille libre, donc la matrice n’est pas inversible.

Solution 7 - Centre de M, (R) (£ exercice)

1. On a

11



et

0 ... 0 0 ... 0o ...
0 0 00 ... 00 00 ... 0
00 ... 00
00 ... 00

Donc ces deux matrices ne sont pas dans le centre de M,,(R).

. Dans un anneau, 1’élément neutre commute avec tout élément. Donc I, € Z (M, (R)). Soit
AeRet Ae M,(R). On a

(M)A = M, A = NAL, = AX, = A(\L,).

Donc A\, € Z (M, (R)).

. On note E;; = (e4)1<ay<n- On a €;; = 1 et les autres coefficients sont nuls. Par définition,

le coefficient en position p,q de AE;; vaut

. 0 sig#j
D kg =
k=1

ap; Slq=].

En particulier, AE;; est la matrice nulle dans laquelle on a ajouté la i-éme colonne de A

dans la colonne n°j. De méme, on a que le coefficient en position p, q de E; ;A est

- 0 sip#i
D Enkltig =
k=1

ajq, Sip=1i.

Ce qui signifie que F; ;A est la matrice nulle dans laquelle on a ajouté la j-éme ligne de A

dans la ligne n’i.

. Soit A € Z (M, (R)), alors A commute avec toutes les matrices élémentaires E; ;. Si i # j,
le coefficient en 7, j de AFE;; est a;; et celui de Fj; ;A est a;; d’aprés la question précédente :
donc les coefficients diagonaux de A sont tous égaux puisque AFE;; = E; ;A. Mais aussi, le
coefficient en 4,7 de AE;; est nul puisque ¢ # j, tandis que celui de E; ;A vaut a;;. Donc
aj; = 0.

Ainsi, A est une matrice dont les coefficients non diagonaux sont nuls, et les coefficients

diagonaux sont tous égaux a un certain A € R. Donc A = A\I,,. D’ou le résultat.
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