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Questions de cours

Exercice 1 - Sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel. Donner la définition d’un sous-espace vectoriel de F. Parmi les

sous-ensembles suivants de R?, lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

Fi={(2,9,2) €R*| 2 =0}, F={(z,y,2)eR®|2=1}, Fy={(a+b,a,b)|abcR}.

Exercice 2 - Applications linéaires

Soient F et F' deux espaces vectoriels, et f € L(E,F). Donner la définition du noyau de f,
noté ker(f), et de I'image de f, notée im(f). Donner une condition sur ker(f) et/ou im(f) pour
que f soit injective, surjective ou bijective.

Soit A € M, ,»(R) une matrice. Donner la définition du noyau de A, noté ker(A), et de I'image

de A, noté im(A). Quel est le lien entre matrice et application linéaire ?

Exercice 3 - Bases, coordonnées et dimension

Soit E un espace vectoriel. Donner la définition d’une famille libre, d’une famille génératrice et
d’une base de E. Définir la notion de dimension de E. Soit B une base de F, et u € E un vecteur.

Définir les coordonnées de u dans la base B. Donner les bases canoniques de R?, R3[X] et M (R).

Exercices

* X5y Exercice 4 - Changement de base (solution ‘Cl)

1. Soit la famille de vecteurs suivante

2 -1 0
B = -1 1, 0 1
0 -1 1

Montrer que B est une base de R?. En déduire la matrice de passage de la base canonique

de R3 notée B, vers la base B, notée Pg 5.



2.

Vérifier que la matrice de passage de la base B vers la base canonique vers la base, notée

Py p., est la matrice suivante :

1 1 —1
Pgep, =11 2 =2
1 2 —1

On note B. = (e, e, e3) la base canonique de R3. Soit f € L(IR?) I'application linéaire définie
par :

fle1) = 5e1 —ex +2e3;  f(ea) = Gey +4es;  f(esz) = —6ep + ez — 3es.
Donner la matrice représentative de f dans la base canonique, notée M. Calculer la matrice
représentative de f dans la base B, notée D.

Soit £ € N. Déduire de ce qui précéde une expression de M* en fonction de k, D et des

matrices de passages calculées précédemment. Calculer M* en fonction uniquement de k.

* XY Exercice 5 - Noyau et image d’une matrice (solution ‘{))

Soit A la matrice de My 5(R) définie par

AR AN

1 -2 0 3 =2
-3 6 4 -1 -2
3 —6 2 4 -1
7 —-14 0 -1 8

. Sans faire de calcul, déterminer 5 vecteurs dans im(A).

. Parmi les vecteurs suivants de R®, lesquels appartiennent a ker(A)?

w = (1,1,1,1,1), up = (1,1,0,1,1), uz = (0, —1,0, -2, —2).

Déterminer la forme échelonnée réduite de A.
Déterminer une base de ker(A), notée B; et une base de im(A), notée Bs.
Exprimer les vecteurs de la question 1. qui appartiennent au noyau de A dans la base B;.

Les vecteurs suivants sont-ils dans im(A) 7 Si oui, les exprimer dans la base Bs.

v =(1,1,5,7), va =(1,2,3,4), vs = (0,1, -2, -3).



WK Wiy Exercice 6 - Rotations dans R? (solution <)

On se place dans I'espace vectoriel E = R3 muni de sa base canonique B = (ey, e, e3). On pose
0,0 €R.

1.

Soit w = (z,y,2) € E. Donner les coordonnées du point v € R? obtenu a partir du point u
aprés avoir effectué une rotation d’angle 6 par rapport a 'axe {z = y = 0} (« l'axe des z »).
En déduire 'expression de la matrice de rotation d’angle 6 par rapport a ’axe des z, notée
Ry ..

)

Sans faire de calcul, donner I'expression des matrices de rotation Ry, et Ry .

Montrer que ces matrices de rotation sont inversibles en calculant leur déterminant (on ne le

fera que pour un des trois axes). Trouver la matrice inverse de Ry ..

Calculer Ry R

Pz
On définit une matrice de rotation dans R® comme étant toute matrice M € M;3(R) telle
que '"MM = I et det(M) = 1. Montrer que Ry, R, . est une matrice de rotation.

KA KXYy Exercice 7 - Evaluation et interpolation (solution ‘Cl)

Soit n € N. On note R, [X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur

ou égal & n. On pose a = (ag, ..., q,) € R™! tel que les coordonnées de a soient deux a deux

distinctes. Enfin, on considére ’application

eve: R, [X] — R+
P +— (Pla),...,P(ay))

. Montrer que 'application ev,, est linéaire.

. Montrer que I'application ev,, est injective. Rappeler la dimension de R, [X] et, sans faire de

calcul, montrer que cette application est surjective.

Exprimer la matrice représentative de ev, dans la base canonique de R, [X], notée P =
(1,X,...,X™), et la base canonique de R"*! qu’on notera B = (e,...,e,) (attention au

décalage d’indice).

. Soit ¢ € [0,n]. Trouver 'antécédent de e; par ev,,.



5. On pose pour tout i € [0,n] le polynéme

X —aqj
L; = =
w0 =11 =1
0<jAi<n
Montrer que la famille F = (Lo q, - .., Lna) est une base de R,,[X].

6. Exprimer la matrice représentative de ev,, dans la base F de R, [X] et la base canonique B de
R, Soit P € R,,[X]. Quel est le lien entre les valeurs (P(ay), . - ., P(a,)) et les coordonnées
de P dans la base F7




Corrections

Solution 4 - Changement de base (£? exercice)

1. Pour montrer que B est une base de R3, on calcule le déterminant de la matrice obtenue

placant en colonne les vecteurs de B. On a par la régle de SARRUS :

2 —1 0
1 0 1|=0+04+0-0—1+2=1#0.
0 -1 1

2 -1 0
Pg.p=1| -1 01
0 -1 1

est la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base B.

2. La matrice de passage de la base B vers la base canonique de R? est 'inverse de la matrice
Pg,. 5. On calcule le produit Pg.. 5Pg. 5, pour vérifier qu’il s’agit bien de 'identité (inutile

de faire le produit dans I’autre sens, c’est automatique!)

2 -1 0 11 -1 100
Ps.pPscp.=| -1 0 1 12 —2]=(010
0 -1 1 12 -1 00 1

Donc Pg. g, est bien la matrice de passage de la base B, vers la base canonique.

3. La matrice représentative de f dans la base canonique s’obtient en placant en colonne les

coordonnées dans la base canonique de f(eq), f(ez) et f(e3). On a donc

5 6 —6
M= -10 1
2 4 =3

Pour obtenir la matrice représentative de f dans la base B, il faut conjuguer M par les
matrices de passages. Attention a l'ordre! On veut la matrice représentative de f dans la
base B, mais M est exprimée dans la base canonique. Il faut que les indices des matrices de

passages soient cohérents avec les bases dans lesquels les matrices sont exprimées :

D= Pg g MPg, 5.



Ce qui donne aprés calcul

2 00
D=0 -10
0 01

4. On a donc M = Pg_. gDPg. ., et donc pour tout k € N, Mk = PBC%BD’“PB%BC. Or, D est

une matrice diagonale, donc D¥ = diag(2¥, (—1)*,1). On peut alors calculer M* explicite-

ment :
2 -1 0 280 0 1 1 -1
Mk = -1 01 0 (=1kF 0 1 2 =2
0 —1 1 0 0 1 1 2 —1
2 -1 0 ok 2k —2k
= -1 01 (—DF 2(=1)F 2(—1)k+!
0 —1 1 1 2 —1
2k+1+(_1)k+1 2k+1+2<_1)k+1 _2k+1+2<_1)k
= —2k 41 —2k 4+ 2 2k — 1

(D141 2(=1)kH 42 2(—1)F —1

Remarque : On calcule avec cette formule M° et MY pour vérifier rapidement le résultat obtenu !

Solution 5 - Noyau et image d’une matrice (£? exercice)

1.

Les cing colonnes de A sont des vecteurs dans im(A), chacun étant I'image par A d’un vecteur

de la base canonique.

On calcule les produits Au; pour i € {1,2,3} :
Auy = (0,4,2,0), Auy = (0,0,0,0), Aug = (0,0,0,0).

Donc ug, us € ker(A) et uy ¢ ker(A).

On applique 'algorithme du pivot de GAUSS a la matrice A. On ne détaille que les opérations



élémentaires dans cette correction.

1 -2 0 3 -2 Ly < Lo + 3Ly
L3y + L3 — 3L,
-3 6 4 -1 -2 Ly« L4 — 7Ly [ ]
3 —6 2 4 -1
7T —14 0 -1 8

L3+ Lz — 1L

Ly« Lo

1 -2 0 3 =2
4 Ly— L3 O O 1 2 —2
( Forme échelonnée non réduite ) facta- b

0 001 -1

0 0 0O 0

1 =2 0 0 1

Ly < Ly —3L3 O O 1 0 0

( Forme échelonnée réduite ) oo fa ks
0O 00 1 -1
0 0 00 0

4. On note B la forme échelonnée réduite de A obtenue a la question précédente. On a ker(A) =
ker(B). Calculons ker(B). Soit (a,b,c,d,e) € R*. On a

Q

0 a—2b+e = 0
b 0 0 a = 2b—e
c
Bl ¢ = & & c 0
0 d—e 0
d = e
0 0 =0
e

Ainsi, on a

ker(A) =ker(B) = {(a,b,c,d,e) €ER’ |a=2b—ecetc=0etd=ec}
= {(Qb—€7b,0,€,€)|b7@€R}
= Vect((2,1,0,0,0),(-1,0,0,1,1)).

Les vecteurs (2,1,0,0,0) et (—1,0,0,1,1) étant non colinéaires, il s’agit bien d’une famille
libre donc d’une base de ker(A).

Pour calculer I'image de A, on n’a pas I'égalité im(A) = im(B). En revanche, on sait par
le cours que im(A) est engendré par les colonnes de A a la méme position qu'une conne de

B qui contient un pivot, et que cette famille génératrice est libre (donc c’est une base). Les



colonnes pivot de B sont les colonnes numéros 1, 3 et 4, donc la famille
((1,-3,3,7),(0,4,2,0),(3,—1,4,-1))

est une base de im(A).

5. Onauy =(2,1,0,0,0) + (—1,0,0,1, 1), donc ses coordonnées dans la base B sont (1,1). De
méme, on a uz = —(2,1,0,0,0) —2(—1,0,0,1,1) (on peut le trouver en résolvant un systéme
si on ne le remarque pas tout de suite), donc ses coordonnées dans cette base sont (—1,—2).

6. Onawv; =(1,-3,3,7) 4+ (0,4,2,0) donc v; € im(A) et ses coordonnées dans la base B, sont

(1,1,0). On cherche a savoir si vy s’exprime comme combinaison linéaire des vecteurs de la

base Bs. On résout le systéme donné par I'égalité
a(l,-3,3,7) +0(0,4,2,0) + ¢(3,-1,4,—-1) = (1,2,3,4).

Aprés application des premiéres étapes de la méthode du pivot de GAUSS, on trouve le

systéme
a+3c =1
b+2c = %
_ 5
€ = 18
_ 3
c = 25

Or, 1% =+ 2—32, donc ce systéme n’a pas de solution. Ainsi, vy n’appartient pas a I'image de A.
Puisque v3 = vy — vy et que vy appartient & I'image de A mais pas vq, alors v3 n’appartient

pas a I'image de A (sinon, v = v; + v3 appartiendrait a I'image de A).

Solution 6 - Rotations dans R? (£? exercice)

1. La rotation étant effectuée autour de 'axe z, la coordonnée selon z de v est la méme que
celle de u, et la projection sur le plan z = 0 de u (c’est-a-dire le vecteur (z,y,0)) subit une
rotation dans ce plan d’angle 6, donc la projection de v sur ce plan est (x cos(6),ysin(6),0).
Finalement, on a v = (x cos(f) —y sin(f), z sin(0) +y cos(d), z) (Faire un dessin pour le voir ! !)

On en déduit I'expression de Ry . suivante :

cos(f) —sin(d) 0
Ry. =] sin(d) cos(@) O
0 0 1



2. Par le méme raisonnement que précédemment, on obtient que

1 0 0 cos(f) 0 —sin(0)
Rop. =1 0 cos(f) —sin(0) et Ry, = 0 1 0
0 sin(f) cos(f) sin(@) 0  cos(6)

3. On calcule le déterminant de Ry . par un développement selon la derniére ligne (ou colonne) :

cos(f) —sin(d) 0
sin(f) cos(f) 0 |=1
0 0 1

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(0)

‘ = 1(cos*(#) + sin?(0)) = 1.

Donc Ry, est inversible puisque son déterminant est non nul. Il en est de méme pour Ry, et
Ry,
On intuite sur 'inverse d’une rotation d’angle # autour de I’axe des z est une rotation d’angle

—0 autour du méme axe. On fait le calcul pour vérifier que R_p . est bien I'inverse de Ry.

cos(f) —sin(d) 0 cos(—0#) —sin(—6) 0
Ry .R_y, = sin(f) cos(f) 0 sin(—0) cos(—6) 0
0 0 1 0 0 1
cos(f) —sin(f) 0 cos(f) sin(d) 0
= sin(f) cos(f) 0 —sin(f) cos(f) 0
0 0 1 0 0 1
cos?(6) + sin?(0) cos(f) sin(6) — cos(#) sin(f) 0
— cos(#) sin(#) — cos(#) sin(0) cos?(0) + sin?(0) 0
0 0 1
1 00
= 010
0 01
Donc R_jy . est bien la matrice inverse de Ry ..
4. On effectue un calcul de produit de matrices
1 0 0 cos(p) —sin(p) 0
Ry,R,. = 0 cos(f) —sin(0) sin(p) cos(¢) O
0 sin(f) cos(f) 0 0 1
cos(p) — sin(yp) 0
= cos(f) sin(p) cos(0) cos(yp) —sin(h)
sin(f) sin(p) sin(f) cos(¢)  cos(h)

10



5. On note M = Ry,R, . la matrice calculée précédemment. On calcule alors ‘M M. Pour

raccourcir les notations, on notera ¢ pour cos et s pour sin.

cos(p) cos(0)sin(p) sin(@)sin(p) cos(yp) —sin(yp) 0
'MM = | —sin(p) cos(f)cos(p) sin(d) cos(yp) cos(f) sin(p) cos(f) cos(yp) —sin(6)
0 — sin(0) cos(0) sin(f) sin(p) sin(6) cos(yp)  cos(0)
c?(p) +5°(¢) c(@)c(@)s() — c(@)c(p)s(v) c(p)s(0)s(¢) — clp)s(0)s(w)
=1 c@)clo)s(e) 2(0)s* () + c*(0)c* (i) +57(0) c(0)s(0)s* () + c(0)s(0)c* () — 5(0)c(0)
(@)sO)5(¢)  c(O)(O)2(0) + c(B)(@)s(0) —cO)s(9)  SO)(p) + Ap)s(0) + (6)
100
=1 010
0 0 1

La derniére égalité provient d’un usage intensif des relations cos? 4 sin? = 1. Enfin, il reste a

calculer le déterminant de la matrice M. On applique la régle de SARRUS :

det(M) = c*(0)c*(p) +5°(0)s% () + ¢*(0)s* () + ¢*(0)s*(6)
= O)(*(p) +5%(9) +*(0)(c*(p) +5°(¢))
5°(0)

2(0) + (0

= c
= 1.

Finalement, la matrice M = Ry R, . est bien une matrice de rotation !

Remarque : Il est trés difficile de trouver l’axe de rotation et l’angle de rotation de cette matrice !

Solution 7 - Evaluation et interpolation (X7 exercice)

1. Soit P,@Q € R,[X] et A € R. Pour tout a € R, on a 'égalité (AP + Q)(a) = AP(a) + Q(a).

Ainsi, on a

evo(AP+Q) = (AP+Q)(a),.... AP+ Q)(aw))
= (AP(ao) + Q(aw), ..., AP () + Q(an))
= MP(ag),...,Pla)) + (Qag), ..., Q)
= devy(P) + evy(Q).

Donc I'application ev,, est linéaire.

2. Pour montrer I'injectivité de I'application ev,, on montre que son noyau est réduit au poly-
nome nul. Soit P € R, [X] tel que P(ap) = --- = P(a,) = 0. Alors P est un polynoéme de

degré n ayant n + 1 racines distinctes. Donc P = 0. Ainsi, ev,, est injective.

11



Puisque la dimension de R,[X] est égale a n + 1, qui est aussi la dimension de R"™!, alors

ev, est aussi surjective (donc bijective).

. On calcule ev,(X*) pour 0 < i < n dans la base canonique B. On a par définition

eve(X") = (af,...,ah).

Donc la matrice représentative de ev,, dans le couple de bases (P, B) est

1 ap ag™t an

1 o ay™toar
Matp g(evy) = :

L an a1 an

1 o aml gn

. Soit i € [0,n], on cherche le polynéme de R,,[X], qu’on note P, ,, tel que ev,(P;,) = ¢;. Cela
signifie que P, ,(a;) = 0si ¢ # j et P, 4(o;) = 1. En particulier, puisque les «; pour j # ¢
sont tous racine de P, ,, on peut factoriser P, , par le produit (X — ap)... (X — aj—1)(X —
@it1) .. (X — ). Or, ce facteur est de degré n, donc il s’agit de P;, & un multiple scalaire

pres noté C'. Trouvons ce scalaire : on a

Po=C ] (X-aqy.

0<j#i<n

On sait que P, ,(o;) =1, donc

1= Piala)=C [] (ai—ay).

0<j#i<n

-1
Ainsi, C = <H0<j sicn(Qi — ozj)> (qui est bien défini puisque les «; sont deux a deux

X — o
Po= I 5=

distincts). Finalement, on a

[0
0<j#is<n "

. Le polynoéme L;, est le polynéome F;, qu’on a trouvé a la question précédente. Il s’agit
donc de 'antécédent de e; par 'application ev,. On montre que la famille F est libre. Soit
Aoy - -5 A € Rtels que AL+ -+ Ay Lio = 0. On applique I'application ev,, et on obtient
par linéarité : Aoeg + -+ - + e, = 0. Or, la famille (e, ..., e,) est une base de R"*! donc
elle est libre, et les scalaires \; sont tous nuls. Ainsi, la famille F est aussi libre.

Puisque la famille F est de cardinal n + 1 dans R, [X] qui est de dimension n + 1, alors c’est
une base de R, [X].

12



6. Pour exprimer la matrice représentative de ev, dans les bases F de R, [X] et B de R™*!

on écrit en colonne dans une matrice les coordonnées dans la base B des images par ev,,

des vecteurs de la base F. Or, on a pour tout ¢ € [0,n], eva(L;o) = €; par les questions

précédentes. Donc :

Mat]:,lg (eva) =

— in+41-

Il s’agit simplement de la matrice identité! En particulier, pour tout polynéme P € R,[X],

ses coordonnées dans la base F sont les valeurs (P(ayp), ..., P(ay)).

13
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