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Questions de cours

Exercice 1 - Endomorphismes diagonalisables (solution <)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et u € L(F).

1. Rappelez la définition d’une valeur propre de u et d’un vecteur propre associé a une valeur

propre.
2. Rappelez la définition d’'un endomorphisme diagonalisable
3. Montrez que si u admet n valeurs propres distinctes, alors u est diagonalisable

4. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 2 - Polynéme caractéristique (solution <¥)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(FE).

1. Rappelez la définition du polynéme caractéristique de u. Dans quoi vivent ses coefficients ?

Quel est son degré?
2. Quels sont les coefficients de y, de degré n, n —1 et 07

3. Soit F' un sous-espace de E stable par u, et G un supplémentaire de F' dans E (c’est-a-dire

E=F®G). Y at-il un lien entre x, et xu, ? Et entre x, et xu ?

Exercice 3 - Stabilité des sous-espaces propres en cas de commutativité (solution <)

Soit E un espace vectoriel, et u,v € L(E).
1. Rappelez la définition d’un espace propre de wu.

2. On suppose dans cette question que E est de dimension finie. Existe-t-il des endomorphismes

de E n’ayant pas de sous-espaces propres !

3. Montrez que si u et v commutent, alors v stabilise les espaces propres de w.

Exercices

Exercice 4 - (*) Valeur propre pour tout le monde (solution <¥)

Montrez que toute matrice de M,,(C) admet une valeur propre. Pour quels entiers n € N* toutes
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les matrices de M,,(R) admettent une valeur propre ? Et pour M,,(Q)?

Indication : On pourra utiliser une matrice compagnon pour la question sur Q

Exercice 5 - (*) Tout endomorphisme réel admet une droite ou un plan stable (solution
)

Montrez que toute matrice de M, (R) admet une droite ou un plan stable.

Exercice 6 - (*) Forme linéaire valeur propre ? (solution <)
Soit n > 2. Existe-t-il une forme linéaire ¢ sur M,,(C) telle que pour tout M € M, (C), p(M) €
o(M)?

Exercice 7 - (**) Centre de L(FE) (solution <¥)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrez que le centre de L(E) est 'ensemble des
homothéties.

Indication : On pourra montrer qu’un endomorphisme stabilisant toute droite est une homothétie.

Exercice 8 - (**) Théoréme de CAYLEY-HAMILTON dans le cas cyclique (solution <)

Soient K un corps, (ag,...,a,—1) € K" et C € M,,(K) définie par :

0 0 ... 0 —qa
—ay
C =
0 1 0 —a,_9
0 1 —a,_1

Remarque : On dit que la matrice C' est cyclique si elle est de cette forme
1. Calculez x¢. En déduire que C' est inversible si et seulement si ag # 0. On notera dans la
suite P = x¢.
2. Montrez qu’il existe X € K" tel que (X,CX,...,C" 'X) soit une base de K™. Exprimez
C™X dans cette base.
3. On note P(C) = apl, + a1C + -+ + a,_1C" 1 + C™ € M,,(K). Montrez que P(C)(X) =0,

puis en déduire que P(C) est la matrice nulle.



Remarque : On vient de démontrer le théoréme de CAYLEY-HAMILTON pour les matrices cycliques,
qui dit que xA(A) =0 si A € M, (K). Une preuve de ce théoréme repose en fait sur ce résultat sur

les matrices cycliques.

Exercice 9 - (**) Endomorphisme de dérivation (solution <¥)
Soit £ =C>([0,1],C) et D : E — E l'application de dérivation : D(f) = f’

1.
2.
3.

Montrer que E est un C-espace vectoriel et que D € L(E)
D est-elle injective 7 Surjective 7 Précisez son noyau et son image

Montrer que tout élément de C est valeur propre de D (ie. o(D) = C), précisez pour chaque

A € C un vecteur propre de D associé a la valeur propre A

En déduire que la famille (z + e*)\cc est une famille libre de E. Est-ce que c’est une base
de E7?

A-t-on les mémes réponses si on consideére 'espace F' = C[X] et D € L(F) 'endomorphisme
de dérivation? (D(P) = P’ pour tout P € C[X])

Exercice 10 - (**) Crochet de LIE de matrices (solution <)
Soit n € N*. On pose, pour tout A € M,,(C) I'application :

ad(A): M,(C) — M,(C)
B +— AB-BA

Montrez que L(A) et R(A) sont des éléments de L£(M,,(C)). En déduire que ad(A) €
L(M,(C)).

Montrer que L(A) et R(A) commutent et que pour tout k € N, L(A)* = L(A*) et R(A)* =
R(AF).

En déduire que si A est nilpotente, alors L(A) et R(A) le sont aussi. En déduire que dans ce

cas, ad(A) est également nilpotente

Si A € C, calculer ad(A — \I,,)



5. En déduire que si A n’a qu’une seule valeur propre, alors ad(A) est nilpotente.
Indication : Si le résultat n’a pas encore été vu, on peut admettre qu’une matrice complexe n’ayant

que 0 pour valeur propre est nilpotente

6. Que dire de ad(A) si A est diagonale ? Diagonalisable ?

Exercice 11 - (**) Diagonale de a sur un parterre de b (solution <¥)

Pour tout n € N et (a,b) € K* x K, on définit la matrice suivante :

a bbb ... D

b a b
Ap(a,b)=1 b b a

b b b a

1. On suppose dans un premier temps que a = b. Montrez que dim(Ey(A,(a,a))) =n — 1 et
que dim(E,,(A,(a,a))) = 1.

2. En déduire que x4, (q,q) = X" (X —na), puis que A,(a,a) est diagonalisable. Explicitez les
matrices de passage.

3. On revient dans le cas général a, b quelconques. Calculez les sous-espaces propres de A,,(a, b)
et montrez que Xa,(p = (X — (a — )" "1 (X — (a + (n — 1)b)). A quelle condition sur a et
b A,(a,b) est-elle inversible ?

4. En déduire que A,(a,b) est diagonalisable et diagonalisez explicitement A,(a,b), puis en

déduire une formule explicite pour A,(a,b)*, si k € N.




Solutions des exercices

Solution 4 - (*) Valeur propre pour tout le monde (€7 exercice)
On sait que les valeurs propres d’une matrice sont exactement les racines du polynéme caractéris-
tique (dans le corps considéré). Or, comme C est algébriquement clos, tout polynéme caractéris-
tique admet une racine, donc toute matrice admet une valeur propre.

Sur R, on sait par le théoréme des valeurs intermédiaires que tout polynéme de degré impair
admet une racine réelle. Ainsi, si n est impair, toute matrice de M,,(R) admet une valeur propre.

Si n est pair, ce n’est plus le cas. En effet, la matrice A = (? _01 ) a pour polynome caracté-

ristique X2 + 1, qui n’a pas de racines réelles. Donc si n = 2m, la matrice diagonale par blocs
diag(A, A, ..., A) a pour polynéme caractéristique (X2 + 1)™ qui n’a pas de racines réelles.
———

m fois
Enfin, sur Q, il existe des matrices sans valeurs propres dés que n > 2. En effet, soit P = X" —2

et Cp la matrice compagnon de P. Alors x¢, = P donc les valeurs propres de Cp sont les racines
dans Q de P. Or, pour tout n > 2, /2 est irrationnel (preuve classique par descente infinie), donc
Cp n’a pas de valeurs propres. Pour n = 1, toute matrice admet une valeur propre, qui est son

seul coefficient.

Solution 5 - (*) Tout endomorphisme réel admet une droite ou un plan stable (£
exercice)

Soit A € M,,(R). Si A admet une valeur propre, A admet une droite stable. On suppose maintenant
que A n’a pas de valeurs propres réelles. En particulier, les valeurs propres de A vue comme une
matrice a coefficients complexes, sont stables par conjugaison. Soit A € C une valeur propre
de A vue comme une matrice complexe, et soit X un vecteur propre associé. Comme A est a
coefficients réels, on a A = A, donc de l'égalité AX = AX, on en déduit que AX = AX. Posons
U=Re(X)=1(X+X)et V=Im(X)=2(X—-X).Ona: AU = Re(AX) et AV =Im(\X). En
posant A = A; + iAo, ot A, A € R, on a: AU = MU — AV et AV = MV 4+ A\ U. Ainsi, comme
U,V € R", on a Vectg (U, V) qui est stable par A. Donc A admet un plan stable.

Solution 1 - Endomorphismes diagonalisables (£ exercice)

1. A € K est une valeur propre de u s’il existe x € E non nul tel que u(x) = Az, on dit alors
que z est un vecteur propre de u associé a A. De maniére équivalente, \ est une valeur propre
de u si '’endomorphisme u — Aidg n’est pas inversible, et ’ensemble des vecteurs propres de
u associés a A est ker(u — Aidg) \ {0}.



2. Un endomorphisme u € L(F) est diagonalisable sil existe une base de E formée de vecteurs
propres de u. De maniére équivalente, u est diagonalisable si et seulement si il existe une

base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

3. Notons Aq,..., A, les n valeurs propres distinctes de wu, et prenons x1,...,x, des vecteurs
propres associés (x; est associé a A; pour tout 1 < ¢ < n). Or, une famille de vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes est libre (pourquoi 7), donc la famille (x4, ..., z,) est
libre dans E. Mais E est de dimension n, donc il s’agit d’une base de E. Donc on a trouvé

une base de F formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.

4. Non, l'identité est diagonalisable (car tout vecteur non nul est vecteur propre, donc toute
base est une base de vecteurs propres de identité de F) mais elle n’a que 1 comme valeur

propre. (de méme pour la matrice nulle qui n’a que 0 comme valeur propre)

Solution 2 - Polynéme caractéristique (K exercice)

1. Le polynoéme caractéristique de u, noté y,, est le polynéome défini par :
Xu(X) = det(Xidg — u) € K[X]

Il est de degré n.

2. Xy est unitaire donc son coefficient de degré n est 1. En utilisant la formule explicite du
déterminant d’'un endomorphisme dans une base (ou d’'une matrice), on retrouve que le

coefficient de y,, de degré n — 1 est —Tr(u), et que celui de degré 0 est (—1)" det(u).

3. Oui, on a X |Xw. Pour le voir, on peut se placer dans une base adaptée a la décomposition
E = F & G, on obtient une matrice triangulaire par blocs, dont le bloc en haut a gauche est
celui représentant u)r dans la base de F' choisie. Les régles sur le calcul d’un déterminant d’une
matrice triangulaire par blocs nous donne alors la relation de divisibilité voulue. Cependant,
a moins que G soit lui aussi stable par u, uj¢ n’a méme pas de sens, donc on ne peut pas

parler de son polynéme caractéristique.

Solution 3 - Stabilité des sous-espaces propres en cas de commutativité (£? exercice)



1. Un espace propre de u est un sous-espace de F associé a une valeur propre \ de u, et défini
par :
E\(u) :=ker(Aidg — u)

Remarque : On pourrait parler de sous-espace propre de E associé a n’importe quel scalaire N dans

le corps de base, mais si \ n’est pas une valeur propre de u, alors Ey = {0}.

2. Oui, par exemple sur R, la matrice (? _01 n’a pas de valeurs propres (pourquoi?), donc

pas d’espaces propres. Par contre, sur C (ou de maniére générale sur un corps algébriquement

clos), tous les endomorphismes admettent des valeurs propres, donc des espaces propres.

3. Soit A une valeur propre de u et x € E)(u). Montrons que v(z) € E,(u). Calculons :
M(z) —u(v(z)) = Av(z) — v(u(z)) = Mv(z) —v(Az) = dv(z) — Av(z) =0

Donc v(z) € Ex(z), donc v stabilise les sous-espaces propres de u.

Solution 6 - (*) Forme linéaire valeur propre ? (£ exercice)

Si 1l < 14,5 <n,onnote F,; la matrice dont la seule coordonnée non nulle est un 1 en position
(4,7). Si i # j, la seule valeur propre de E;; est 0 (car xg,, = X"). Donc ¢(F;;) = 0 pour tout
1 <i# 75 <n.Deplus, p(E;;) € {0,1}, et ¢(I,,) = 1, donc il existe un unique i € [1,n] tel que
©(E;;) = 1. Ainsi, (M) = M, par linéarité. Il suffit donc de trouver une matrice M telle que M, ;
ne soit pas une valeur propre de M, on a beaucoup de choix, prenons par exemple M la matrice

pleine de 1 (qui a pour valeurs propres uniquement 0 et 1), ou bien la matrice compagnon d'un
polynome & coefficient constant non nul, ou encore une diagonale de matrices par blocs ( (1) _01 ) ,

avec éventuellement un 1 sur la diagonale hors position (i,7) si n est impair (les valeurs propres

sont alors +i et éventuellement 1).

Solution 7 - (**) Centre de L(F) (£ exercice)

Soit u dans le centre de L£(FE). Alors par une propriété du cours (cf la question de cours 3), u

stabilise tous les espaces propres de tous les endomorphismes de E. En particulier, u stabilise

toutes les droites de E. En effet, soit D = Vect(x) une droite de £ (z € E \ {0}). On compléte

(z) en une base (x,,...,z,) de E (ou n = dim(F)), et on pose v € L(F) telle que v(x) = z et

v(x;) = 0si 2 <i <mn. Ainsi définie, D est un sous-espace propre de v, donc est stabilisé par u.
Ainsi, u stabilise toutes les droites de E. En particulier, u est diagonalisable, car elle est

diagonale dans une base de E (en fait, toutes). Montrons que o(u), le spectre de u, est de cardinal
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1. Soient A, A2 € o(u). Soient z1,x9 € E des vecteurs propres associés a A\; et A\y. Comme u

stabilise la droite Vect(z; + x3), il existe A € K (le corps de base) tel que
u(zy + o) = My + x2) = Ax1 + A2g

Mais
w(zy + xg) = u(wy) + u(z) = M1 + Ao

Ainsi :
(/\1 — /\)Il + (/\2 - /\)Ig =0

Donc A\; = Ay (en effet, si (z1, x2) est libre, alors A\; = Ay par ce qui précéde, et sinon, alors A\; = Ay
car deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distincts sont linéairement indépendants).

Ainsi, o(u) contient exactement un élément (il en contient au moins un car w stabilise une
droite), et u est diagonalisable. Donc c¢’est une homothétie, car dans une base de diagonalisation

(c’est-a-dire toutes les bases) (eq,...,e,), on a u(e;) = Ae; ou A est la valeur propre de w.

Solution 8 - (**) Théoréme de CAYLEY-HAMILTON dans le cas cyclique (K2 exercice)

1. On a, en développant par rapport & la derniére colonne :

X 0 ... 0 Qg

-1 X ... 0 aq
Xc = : .o :

0o ... -1 X Qp—o

0O 0 ... =1 X+4a,

= (X +a, 1) X"+ (—Da,o(—1)X" 2+ a, 3(—1)>X"3 + ...
co4 (_1)n+2a1(_1)n—2X + (_1)n+1a0(_1)n—1
= Xn—i_anlen_l + - +CL1X+CLO

En particulier, det(C') = (—1)"aq, donc C' est inversible si et seulement si ag # 0.

2. De Décriture matricielle de C, on en déduit que si (Xi,...,X,) est la base canonique de
K™ (X; est le vecteur nul partout sauf sa i-éme coordonnée qui vaut 1), alors CX; = X,
pour tout 1 < i < n — 1. Par une récurrence immédiate, on a que C*~'X; = X, pour tout
1 <i < n Doncsi X = X, alors (X,CX,...,C"1X) est une base de K", c’est en fait

méme la base canonique de K.

Ainsi, O"X = CX,, = —apX —a,CX — -+ —a,,_1C" ' X.



3. On a:
PCYX)=asX +a;CX + -+ a, ,C" ' X +C"X =0

par la question précédente. Pour montrer que P(C') est la matrice nulle, on montre qu’elle

s’annule sur une base de K™. Soit 1 <i¢<mn—1,o0n a :

P(C)(CIX) = ayCiX +a;CCiX + -+ + a1 C"1CX + C"CiX
= CiagX) + C'(a1CX) + - + Ci(a,,C" ' X) + C{(C" X))
= CP(C)(X)
= Ci0=0.

Ainsi, la matrice P(C') vaut zéro sur une base de K", c’est donc la matrice nulle. Donc

P(C) = 0.

Solution 9 - (**) Endomorphisme de dérivation (X7 exercice)

1. Oui (juste appliquer les définitions d’un espace vectoriel et d’une application linéaire)

2. Non : D(0) = D(1) = 0. D’ailleurs, son noyau est justement l’ensemble des fonctions
constantes. Par contre, D est surjective, toute fonction f de classe C* s'écrit D(z —
Jy ft)ar).

3. Soit A € C, alors les fonctions x +— e’ vérifient D(f) = Af. Ce sont donc des vecteurs

propres de D, chacun associé a la valeur propre A. Donc o(D) = C.

4. Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distincts est libre, donc cette
famille est libre. Ce n’est pas une base de E car l'identité z +— = n’est pas dans le vect de
cette famille. En effet, si f(x) = « est l'identité, on a D(f) # 0 et D(D(f)) = 0, mais toute
combinaison linéaire non constante de fonctions z — e** a toutes ses dérivées non nulles, et
une combinaison linéaire constante de telles fonctions a pour dérivée nulle.

5. Non. D est toujours surjective non injective, mais elle n’admet qu’une seule valeur propre,
zéro. En effet, pour tout P € C[X] non constant, on a deg(P’) = deg(P) — 1, donc pour tout
A € C*, deg(D(P)) # deg(AP), donc D(P) # AP. Zéro est bien valeur propre car le noyau

de D est I’ensemble des polynomes constants.

Solution 10 - (**) Crochet de LIE de matrices (X7 exercice)
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1. Ce sont bien des endomorphismes de M,,(C) par linéarité de la multiplication matricielle.
Comme £(M,,(C)) est un espace vectoriel, ad(A) = L(A) — R(A) est un endomorphisme de
M, (C)

2. C’est une récurrence immédiate.

3. C’est une conséquence directe de la question précédente. Si A% = 0, alors L(A)* = L(A¥) =
L(0) = 0 (endomorphisme nul). Item pour R(A)*. Pour ad(A), on peut appliquer le binome
de Newton car L(A) et R(A) commutent, et donc ad(A)* = 0.

4. Cest ad(A) : ad(A — AL,)(B) = (A — \,)B — B(A — M) = AB — BA — M, B + BAIL, =
AB — BA

5. Si A n’a qu’une seule valeur propre A, alors A — A\I,, n’a que 0 comme valeur propre, et est
donc nilpotente (par exemple car la seule racine de son polyndéme caractéristique est 0 donc
X™ annule A — A\I,,). Par ce qui précéde, ad(A — AI,,) est nilpotente, et donc ad(A) aussi car

ce sont les mémes objets.

6. Si A est diagonale, A = diag(\y,...,\,), alors un calcul montre que ad(A)(E;;) = (A —
M) E; ;. Ainsi, A est diagonale car les (E; ;)1<; j<n forment une base de M,,(C). Si A est dia-
gonalisable, on considére pour tout P € GL,(C) Papplication C(P) : B+ PBP~!. Soit P in-
versible telle que PAP~! = D est une matrice diagonale. On montre que C(P)ad(A)C(P)~! =
ad(D) qui est diagonale par ce qui précéde, donc ad(A) est diagonalisable.

Solution 11 - (**) Diagonale de a sur un parterre de b (£? exercice)

1. On remarque que les vecteurs :

1 1
1 0 0
X=| 0o |, xys=1| -1, CX,=| o
0 0 1

sont des vecteurs propres de A,(a,a) associés a la valeur propre 0. De plus, ils forment
une famille libre de K™. Donc dim(Ey(A,(a,a))) > n — 1. Or, on remarque également
que le vecteur X; = Y(1,...,1) est vecteur propre de A,(a,a) pour la valeur propre na.
Donc dim(E,4(Ax(a,a))) > 1. Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres de
A, (a,a) est au plus n = dim(K™), alors 0 et na sont les seules valeurs propres de A,(a,a) et
on a égalité : dim(Ey(A,(a,a))) =n —1 et dim(E,,(An(a,a))) = 1.
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Remarque : Ici, jutilise beaucoup de « on remarque que », mais il faut voir que c’est effectivement
le cas : multiplier a droite par un vecteur colonne revient & effectuer la combinaison linéaire des co-
lonnes de la matrice associée aux coefficients du vecteur. Ainsi, on voit aisément que sommer toutes
les colonnes, c’est-a-dire multiplier la matrice par ¥(1,...,1), renvoie un vecteur proportionnel a
Y1,...,1) par exemple.

. La dimension algébrique d’une valeur propre étant supérieure a sa dimension géométrique,
on a X" HX —na)|Xa,(aa)- O, X4, (a,a) €st un polynome unitaire de degré n, de méme pour
X" (X —na). Donc on a égalité : xa,(.q = X" (X —na).

Ainsi, la dimension algébrique et la dimension géométrique des valeurs propres de A, (a,a)
coincident, donc A, (a,a) est diagonalisable, semblable & la matrice D = diag(na,0,...,0)
dans la base (X1,...,X,,). Ainsi, on a PA,(a,a)P~" = D ou

11 1 ... 1 1 1 1 1
1 -1 0 ... 0 1 —(n-1) 1 .. 1
p=(1 0 -1 ... O et P'= 1 1 1 —(n—1) ... 1
n
1 0 0 .. -1 11 1 ... —(n-1)

Pour obtenir P~!, on peut par exemple écrire les vecteurs de la base canonique dans la base
(X1,...,X,) (ce n’est pas difficile).

. Ona A,(a,b) = (a—b)I, + A,(b,b). Ainsi, A est valeur propre de A, (b, b) si et seulement si
a — b+ A est valeur propre de A4,(a,b).

Remarque : Attention, c’est faux dans le cas général, les valeurs propres d’une somme de matrice
n’est pas la somme des valeurs propres de ces matrices ! Ici, ¢’est vrai parce qu’on travaille avec une
homothétie. De plus, les espaces propres sont les mémes, plus précisément : Ey(A,(b,b))) =
Eop(An(a,b)) et Enp(An(b,0)) = Egpn-15(An(a,b)). Done xa,(ap = (X — (@ —b))" (X —
(a+ (n—1)b)).

Enfin, A,(a,b) est inversible si et seulement si x4, (ap)(0) # 0, c’est-a-dire a # b et a #
(1 —n)b.

. Alinsi, les multiplicités algébriques et géométriques des valeurs propres de A,,(a, b) coincident,
donc A, (a,b) est diagonalisable. En fait, la méme matrice P diagonalise A,(a,b), car elle

commute avec (a — b)I,. On a donc :
PA,(a,b)P' = diag(a+ (n — 1)b,a — b, ...,a — b)
En particulier, si £ € N*| et en notant Ay =a+ (n—1)bet Ay =a—b, on a :
Ap(a,b)f = P~ ldiag(\E Ns, . )P = = %An()\’f +(n— DA AF =25
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