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Questions de cours

Remarque : Ces questions de cours sont volontairement un peu plus longues que d’habitude, car il n’y a

pas d’exercices sur ce chapitre

Exercice 1 - Normes sur K" (solution {¥)

1. Rappelez la définition d’une norme sur un K-espace vectoriel (K € {R,C}), puis définissez

|1, 1] - 1]z et |] - |]oo sur K™

2. Que veut dire que deux normes sur un espace vectoriel sont équivalentes ? Montrez que || - ||;

et || - ||oo sont équivalentes.

3. Démontrez que || - ||2 est une norme sur K".

Exercice 2 - Boules et parties convexes (solution <¥)

1. Rappelez la définition d'une partie convexe de E, un K-espace vectoriel.

2. Soit N une norme sur F, montrez que la boule unité de N est une partie convexe de E. Une

boule quelconque de E (pour la norme N) est-elle toujours convexe ?
3. Représentez la boule unité des normes || - ||1, || - ||2 et || - ||oo de R2.

4. La fonction N((z,y, z)) = max(y/22? + y?, |z|) définie sur R? est-elle une norme ? Représentez

sa boule unité.

Exercice 3 - Normes sur C([a,b],K) (solution <»)

1. Définissez les normes || - ||1, || - |2 et || - || sur £ = C([a, b],K) (sans démontrer que ce sont

des normes). Pourquoi sont-elles bien définies et séparantes ?

2. Ces normes sont-elles équivalentes ?




Exercices

Exercice 4 - (*) ¢ + e’ converge (solution <¥)
Soient (@, )n, (by)n € RY. On suppose que e + e’ ——— 2 et que a,, + b, — 0. Que dire des

n—-+o0o n—-+00
suites (an), et (by), 7

Exercice 5 - (**) Valeurs d’adhérence (solution <¥)

Soit (uy), une suite réelle.

1. Montrez que si (uy), est bornée, alors elle admet une valeur d’adhérence. La réciproque
est-elle vraie ?
2. Montrez que si (u,), est bornée et n’a qu'une seule valeur d’adhérence, alors elle converge

vers cette valeur d’adhérence.

3. Donnez un exemple de suite qui n’a pas de valeurs d’adhérence, une valeur d’adhérence, deux

valeurs d’adhérence, et [0, 1] pour valeurs d’adhérence

Exercice 6 - (**) Suite u,,; = sin(u,) (solution )
Soit uy € R. Montrez que la suite définie par u, 1 = sin(u,) converge, et en donner un équivalent.
Indication : Si o € R, trouver un équivalent de uy, — ugy = Z?;ol (ugyy — ), puis utilisez le théoreme de

CESARO pour un « bien choisi.

Exercice 7 - (**) Une suite récurrente non linéaire (solution <¥)
Soient ug,u;, A > 0. On définit pour tout n > 2, u, 9 = A\ /u,u,+1- Le but de l'exercice est de

donner une formule explicite pour u,, n € N.

1. Justifiez la bonne définition de la suite (uy,),. On pose pour tout n € N, v, = In(u,). Quelle

relation de récurrence vérifie la suite (vy,), 7
2. Trouvez une solution particuliére a I’équation vérifiée par la suite (v,), de la forme w, = an.

3. On pose z, = v, —w,. Montrez que (z,), vérifie une relation de récurrence linéaire homogéne
d’ordre 2. En déduire une expression explicite de x,, pour tout n € N (on pourra garder deux

inconnues)

4. En déduire une expression explicite de u,, pour tout n € N (sans inconnue)




Exercice 8 - (**) Suite u,,; = v/n+1 + u, (solution )

Soit (uy,)nen+ la suite définie par :

u; = 1; Vn>1, up1 = vn+l+u,

1. Montrez que pour tout n € N*, on a u, < 24/n, puis en déduire que u,, ~ /n

2. Calculez les trois premiers termes du développement asymptotique de (u,,), en U'infini

Exercice 9 - (**) Méthode de NEWTON (solution {¥)

Soit f : [c,d] — R une fonction de classe C?. On suppose que f’ > 0 et que f(c) < 0 < f(d). Soit

xo € [¢,d]. On pose pour tout n € N :

Tpi1 = F(x,) ou F(x)=1z—

1. Montrez que f a un unique zéro dans [c,d], qu'on note a. Puis montrez que pour tout

x € [e,d], il existe z entre a et x tel que

_ 1)

=Y

F(z)—a

. En déduire qu'’il existe C' > 0 tel que pour tout = € [¢,d] : |F(z) — a|] < Clz — al?. Puis
montrez qu’il existe un réel o > 0 tel que Uintervalle I = [a — «, a + ] soit stable par F'.
Enfin, montrez que pour tout zo € I, la suite (z,), converge vers a et a une vitesse de

convergence d’ordre 2.

. Application : Retrouvez la méthode de HERON (aussi connue sur le nom de méthode ba-
bylonienne) du calcul de racines carrées : Si a € R*, alors la suite définie par uy = 1 et
Up + a/uy,
2
termes de cette suite pour @ = 3, calculez une approximation de v/3 & 4 chiffres (pour

information, v/3 ~ 1.73205)

Upyi1 = converge vers y/a & une vitesse d’ordre 2. En calculant les 3 premiers

Exercice 10 - (**) Intégrales de WALLIS et formule de STIRLING (solution <)

Pour tout n € N, on pose :

W, = /2 sin” (t)dt
0



1. Justifiez que pour tout n € N, W,, est bien définie et calculez Wy et W7.
2. Montrez que pour tout n > 2, W,, = %Wn,g
3. En déduire que pour tout n € N :

2n—1)2n—-3)...17
on(2n—2)...2 2

2n(2n —2)...2
2n+1)2n—1)...1

Wgn = et W2n+1 -

4. Justifiez que pour tout n € N* et pour tout x € [0, 7] :

0 < sin? ™ (z) < sin?"(z) < sin®" ()

et en déduire que

W2n
—1
Wap g1 n—too

puis la formule de WALLIS :

1 on(2n—2)...2 \°
— >
n\(2n—1)2n—3)...1/) n—o+oo

1 |

VVan\“VVZH—&—l"\J5\/j

n

s

2n

6. On admet qu’il existe une constante k € R telle que n! ~ (n/e)"y/nk. En utilisant la formule

5. En déduire que

puis que W,, ~

de WALLIS, calculez k.

Exercice 11 - (***) Théoréme de réarrangement de RIEMANN (solution <)

1. Soit > wu, une série a termes positifs divergente telle que u,, — 0. Montrer que pour tout
a € R, il existe une suite de signes (€, )nen € {1, —1}" telle que a = :i% Enly,.
Indication : (Orale) Faire un dessin !

2. (Théoréme de réarrangement de Riemann) Soit ) u,, une série réelle semi-convergente. Mon-

trer que pour tout a € R, il existe 0 € G(N) une permutation de N telle que Z:ﬁ% Ug(n) = @

Indication : On pourra partitionner N en trois ensembles, celui des indices ol wu, est strictement
négatif, nul, strictement positif respectivement. L’idée de la preuve est trés similaire & celle de la

question précédente.






Solutions des exercices

Solution 1 - Normes sur K" (£? exercice)

1. Une norme N sur un espace vectoriel F est une application N : E — R, qui vérifie :
e Séparation : Vr € E, N(z) =0& 2 =0
e Homogénéité : Vo € E, VA € K, N(A\zx) = |A|N(x)
e Inégalité triangulaire : Vz,y € F, N(z +vy) < N(x) + N(y)
Sur K", on définit pour tout x = (z1,...,x,) € K" :
o Jlofly =320 i
o lzllz = (32iy )

o |[7][oc = maxi<i<y, |74

eI

2. On dit que deux normes N; et Ny sur E sont équivalentes s’il existe deux constantes stricte-

ment positives ¢ et C' telles que :
Ve € B, ¢Ny(z) < Ni(z) < CNy(x)

Sur K", on a :
n
max |z;| < Z |z;] < n max |x;|
1<i<n p 1<i<n

Donc ||z]]oo < ||z|l1 < n]|2||00, donc ces normes sont bien équivalentes sur K.

3. La séparation et I’homogénéité sont claires, le point délicat est de prouver I'inégalité triangu-
laire. Il y a plusieurs fagons de faire, selon ce qui a été vu ou non sur les fonctions convexes.
Faisons sans :

Tout d’abord, nous voulons montrer que ||z + yl|[2 < [|z|[2 + |[y|]2, pour tous z,y € K". En

passant aux carrés, et en développant, on obtient :

{ le+yllz = S0r el + X0, [wl? + 250, ||yl
2 n
(lzllz + yll)® = iy [2al® + X0y [yl + 21|z [al 9]

Ainsi, il suffit de montrer que :

n

> lzillyil < llellallylle

i=1

Soit on connait déja (la preuve de) I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et on conclut direc-

tement, soit on la redémontre dans ce cas particulier, grace au fait suivant a connaitre :



€

ab < i(a® + %) (parce que (a — b)* > 0). Posons pour tout 1 < i < n, &; = Tzl et
T2
U = ﬁ On veut alors montrer que Y, |Z;]|g;| < 1. Or, par I'inégalité précédente, on a :
Yli2
i~ ~1 [ |z |yil? L0l 220 il 1
Sl <305 (i) = 5 (ZE =) < jo e -1
|12 1yl]3 [E15; [yll3

=1 =1

D’ou I'inégalité triangulaire.

Solution 2 - Boules et parties convexes (£? exercice)

1. Une partie C' C E est convexe si pour tout z,y € C, le segment [z,y] est inclus dans C.
Autrement dit, pour tout ¢t € [0,1], Az + (1 — Ny € C.

2. Soit B = N7!([0,1]) la boule unité de N. Soient z,y € B, et soit A € [0,1]. Alors N(A\z +
(I =XNy) < N(Ax) + N((1 — N)y) par inégalité triangulaire, puis par homogénéité on a
AM1—=X>0):

NAz+(1=Ny) <AN(@)+(1—=AN(@y) <A+ (1-X) =1

car N(z), N(y) <1 car z,y € B. Donc \x + (1 — )y € B, donc B est convexe. De maniére
générale, une boule quelconque de E est convexe. Il s’agit du méme argument, en remplagant
x et y par x — c et y — ¢ (ou ¢ est le centre de la boule), puis N(z), N(y) < 1 par N(x —
¢), N(y —c¢) <r, our est le rayon de la boule.

3. La boule unité de la norme 1 est le carré de sommets (0,1),(—1,0),(0,—1),(1,0), la boule
unité de la norme est le disque unité, la boule unité de la norme infinie est le carré de sommets
(1,1),(=1,1),(=1,-1),(1,—1) (bien-sir, faites un dessin au tableau pour répondre a cette

question)

4. On peut vérifier les axiomes d’une norme (c’est facile dans ce cas), ou bien remarquer qu’il
s’agit d’'une norme produit des espaces vectoriels normés (Ro, ||]]2) et (R, ||-]|1) (ou la norme
2, ou infinie), qui est donc une norme. Sa boule unité est le cylindre de centre 0, de rayon 1,
d’axe selon I'axe des z et de hauteur 1 (faire un dessin lors de la colle, ¢’est beaucoup plus

clair!)




Solution 3 - Normes sur C([a,b],K) (£ exercice)

1. Soit f € E. On définit :
o IIflle=J7 17 @)t
o 11l = (f7 17 (1))
® [|flloc = suppy |f]
Elles sont bien définies car |f| et |f|* sont continues sur [a, ], donc intégrables et bornées.

En fait, comme [a, b] est un compact de R, |f| atteint ses bornes donc on peut remplacer le

sup par un max dans la définition de la norme infinie.

Elles sont bien séparantes car une fonction continue positive d’intégrale nulle est nulle.

2. Non, aucune n’est équivalente & une autre. Pour simplifier les notations, on suppose que
a=0etb=1:

e ||-||1 n’est pas équivalente a || - ||2. En effet, posons pour tout n € N, f,,(t) = n(1 —nt),

la fonction affine par morceaux qui vaut 7 en 0, 0 en 1/n et nulle sur [1/n, 1]. Alors on

a .
1 1— 971 1
1l = /On(l—nt)dt:n[%hzg
1 1— 371
L e = I

Donc la suite (||fa|l1)n est bornée mais la suite (||f,||2), ne lest pas, donc ces deux

normes ne sont pas équivalentes.

e || - ||1 n’est pas équivalente & || - ||o. Le méme contre-exemple que précédemment fonc-

tionne, car ||f,||c = 1 donc la suite (|| fn||o)» n’est pas bornée.

e || -||2 n’est pas équivalente & || - ||o. On peut prendre la suite de fonction g,, définie par

gn(t) = v/ fn(t) pour tout n € Net t € [0,1]. On a ||gn||o = vV et ||gnll3 = | full1 = 1/2,

donc ces normes ne sont pas équivalentes.

Solution 4 - (*) ¢ + ¢’ converge (K exercice)
Supposons dans un premier temps que la suite (a,), admet une valeur d’adhérence, et soit a une
valeur d’adhérence de (a,),. Comme a, + b, — 0, alors —a est valeur d’adhérence de (b,),. En

@ = 2, ce qui signifie que

particulier, on a par continuité de I’exponentielle et de la somme, e* + e~
ch(a) =1, donc a = 0. Ainsi, si (a,), admet une valeur d’adhérence, celle-ci est unique et c’est 0.
Montrons maintenant que (a,), admet une valeur d’adhérence. Il suffit de montrer que la suite

(an)n est bornée, ce qui par symétrie avec (b, ), revient & montrer que la suite (a,), est majorée

9



(car (an + bn)n est bornée). Comme e + e = 2, il existe un rang N a partir duquel
n—-+0o0

3 > e + e > e > (. Donc la suite (e),, est majorée, donc (ay,), aussi car e —— +00.
T—+00

Ainsi, la suite (a,), est bornée, donc posséde une valeur d’adhérence. De plus, celle-ci est unique

et vaut 0, donc a,, — 0. De méme, b,, — 0.

Solution 5 - (**) Valeurs d’adhérence (£? exercice)

1. On procéde par dichotomie. On suppose que (u,), est a valeurs dans [Ag, By]. Comme il y a

une infinité de termes, au moins I'un des deux intervalles [Ag, M|, [My, By| (ot M, = “4etB0)
contient une infinité de termes de (uy,),. On note [A;, B;] un tel intervalle, et on recommence :
I'un des intervalles [Ay, M;] et [M;, B;] contient une infinité de termes de la suite, on le choisit
et on le renomme [Ajy, Bs]. On construit alors par récurrence une suite d’intervalles emboités

[A,., By] tels que pour tout n € N, il y a une infinité de termes de (uy), dans [A,, B,]. Mais
By — Ay

n n——+00
construction, pour tout € > 0, il y a une infinité de termes de la suite (u,,), dans [A—e, A+¢].

par définition, la longueur de [A,,, B,| est > 0. Notons A le point limite. Par
C’est donc une valeur d’adhérence de (uy, ).
La réciproque est bien-stir fausse, la suite (u,),, définie par uy, = 0 et ug,+1 = 2n + 1 admet

0 pour valeur d’adhérence, mais n’est pas bornée.

2. Notons I un intervalle borné sur lequel (u,), prend toutes ses valeurs. Soit a I'unique valeur
d’adhérence de (uy,),. Si (u,), ne converge pas vers a, alors il existe ¢ > 0 tel qu’une infinité
de termes de la suite se trouve dans I \ [a — ¢, a+¢]. Mais alors, par la question précédente, la
suite extraite des termes dans I\ [a — €, a+ €] est bornée, donc admet une valeur d’adhérence
différente de a. C’est encore une valeur d’adhérence de (uy,)n, ce qui est absurde. Donc (uy,)s,

converge vers a.

3. La suite définie par u,, = n n’a pas de valeurs d’adhérence, toute suite convergente n’a qu’une
seule valeur d’adhérence (par exemple la suite nulle), la suite ((—1)"), a exactement deux
valeurs d’adhérence. Construisons une suite donc ’ensemble des valeurs d’adhérence est [0, 1].

On pose ug = 0, puis :

VEe N V2F<n <2t 1 y,=——1

Remarque : Faire un dessin au tableau serait une trés bonne idée pour expliquer clairement ce qu’on
fait
Pour voir que I'ensemble des valeurs d’adhérence est bien [0, 1], on utilise la densité des

nombres dyadiques. Soit € > 0 et x € [0,1], alors il existe m,l € N tels que |m2~ — x| < ¢

10



et m < 2.

_ 9k
n = ™. Plus
2k 2
formellement, ¢ (k) = m28~! + 2% 11 ’agit d’une suite strictement croissante de [I, +oc[ dans

Posons alors, si k > [, (k) = «'unique 28 < n < 28 tel que

N, qui vérifie :
m
VEk 2 l, Up(k) = E
Donc il existe une infinité d’indices n € N tels que |u, — z| < ¢, donc = est une valeur

d’adhérence de (uy,),.

Solution 6 - (**) Suite u,,; = sin(u,) (£? exercice)
Quitte & commencer & uj, on peut supposer sans perdre de généralité que ug € [—1, 1]. Distinguons

trois cas :

e Siug = 0, alors la suite stationne a 0, donc converge vers 0 (on n’a pas d’équivalent dans ce

cas)

e Siug>0,alorsonal < wuy <1< m/2, donc0 < sin(ug) < ug. Par une récurrence immeédiate,
on en déduit que la suite (u,), est décroissante et minorée par 0, donc elle converge. Notons
u € [0,1] sa limite. Par continuité de la fonction sinus et par unicité de la limite, on a
u = sin(u). Or, le seul point fixe de la fonction sinus dans [0, 1] est 0, donc u = 0 et la suite

(ty), converge vers 0.

e Siuy < 0, par le méme argument que précédemment en utilisant le fait que —7/2 < —1 <
up < 0 cette fois-ci, on obtient que (u,,), est croissante est majorée par 0, donc elle converge,

sa limite est encore un point fixe du sinus sur [—1, 0] qui est donc 0.

Ainsi, dans tous les cas, la suite (u,), converge vers 0. Donnons un équivalent si ug # 0. Soit

a€R.Ona:

n—1
VneN, wuy=ug+ Yy (uf, —uy)
i=0
Or,siteN,ona:
ud —ud = sin(u;)® — uf
u‘f 3 * a
= uz—g+o(ui) — U
u? “
= uf 1—€’—|—0(u§)> —u?
w2
= uf|(1- QEZ + 0(uf)) — 1)
2o
= —« 16 + o(ui™)

11



Ainsi, si « = —2, on a :

Par le théoréme de CESARO, on a :

n—1
1 o o 1
- E Uipp — Uy ———— 3
n n—too 3
i=0
De sorte que :
n—1 n
« o
E :ui-i-l Y
i=0
Finalement, comme u§ est une constante, donc un o(n), on a :

5 M
u,? ~ 3 donc  w, ~

3
n

Solution 7 - (**) Une suite récurrente non linéaire (£ exercice)

1. Par une récurrence immédiate, on montre que u, > 0 pour tout n € N. Ainsi, on peut
considérer v, = In(u,). En passant au logarithme dans la relation de récurrence vérifiée par
(Un)n, on obtient que pour tout n € N :

1

1
Up+2 = §Un+1 + é'Un + 111(/\)

2. On injecte w, = an dans ’équation précédente :

aln+2) = %(n+1) + %nﬂn(A) —a (m%) +1In()\)

2 2
Donc o = 3 In(\). La suite w,, = (§ ln()\)) n vérifie donc la relation de récurrence vérifiée

par (v,), c’est donc bien une solution particuliére.

1
3. On a alors que la suite (z,,), = (v, — wy,), vérifie : T, 15 = §xn+1 + 51’”, qui est une relation

de récurrence linéaire homogéne d’ordre 2. L’équation caractéristique correspondante est :

r? —r/2 —1/2 =0, de solution r = —1/2 et r = 1. Ainsi, il existe deux constantes a,b € R

1 n
telles que pour tout n € N, z,, = a + (—5) b.

12



\" 2
4. Ainsi, v, = x, + w, = a + (—5) b+ 3 In(A)n. Donc :

U, = eaeb(—l/Q)")\Qn/i% _ AB(—I/Q)"/\ZTL/3

ou A = e* et B = e’. Déterminons A et B en fonction de 1y et u; : on a ug = AB et

A _
up = ﬁ)\z/?’. Donc ugu? = A3)2 donc A = ud*u2*A=4/9 et B = w2 *u;?/* N4/,

Finalement, on a :

23\ 3(=3)"
VneN, wu,= <u(1)/3uf/3)\’4/9> (M) 2 A2n/3

Uy

Wi

Solution 8 - (**) Suite u, 1 = vn+1 + u, (£ exercice)

1. On le fait par récurrence sur n € N*. Sin =1, on a u; = 1 < 2. Supposons maintenant n > 1

et le résultat vrai au rang n. On a alors :
Woo=nt+ltu, <n+1+2yn<(n+1)+n+1)+2n+1)=4n+1)

Donc u, 11 < 2v/n + 1.

Ainsi, on a pour tout n > 2 :

1
Vi <y < A Fumg < vn+2ovn—1<ay/1+2¢/2
n

Par encadrement, on a que u,, ~ /1.

2. La question précédente nous donne déja le premier terme : u,, = v/n + o(y/n). Injectons ceci

dans la formule définissant u,, :

—1
n +o0 ﬁ

o= VFT = Vi ot = i1 L (1)

Ainsi, en utilisant la formule du développement limité de (1 4 ) en zéro :

1V —1
%:ﬁ0+—”
n

2

+0(%)) :\/ﬁ+%£+o(1) :\/ﬁ—l—%—i—o(l)

14o(1)

13



Pour obtenir le troisiéme terme, on recommence :

Up = /N + Uy

= \/n+\/m+%+0(1)
= \/ﬁ\/1+\/?+%+0<1)

n
1vn—1 1 1
= {1+ o
2 n 4n
1 /n—1 1 1
= Vit — +—+0(—)
——

14o(1//n)

()

n

Solution 9 - (**) Méthode de NEWTON (P exercice)

1. Comme f est strictement croissante sur [c,d] et que f(c) < 0 < f(d), la théoréme des
valeurs intermédiaires donne ’existence et 'unicité d’un zéro de f dans [c, d], qu’on note a.

Si z € [¢,d], on applique la formule de TAYLOR-LAGRANGE : Il existe z entre a et x tel que

0= f(a) = f() + f2)(a—2) + 5 () — o)

Donc :

f@) _ a=n)f @) = f@) 116G
7/(2) 71(2) 2 ()

2. Comme [’ > 0 sur [¢,d] et que f est de classe C?, alors la fonction f”/f" est continue
donc bornée sur [c,d]. En particulier, il existe C' > 0 tel que ||f"/f'|le < C, et alors
|F(x) — a| < Clz — a|? pour tout = € [c,d]

Soit > 0 tel que a+ @ € [c,d]. On a : |F(a+ a) —a| < Ca?. Ainsi, si a < O alors [ est
stable par F'.
Dans ce cas, la suite (x,), est bien définie (si o € I), et on a |z, —a|l = |F(z,) —a| <

C|z, —al*. On pose v,, = Clx, —al, on a alors v, 1; < v2, donc par une récurrence immédiate,

14



v, < v}, cest-a-dire |u,, — a| < C7Y(C|xg — a])*" ———— 0 car Ca < 1, et la convergence
n—-+00
est donc d’ordre 2.

3. On considére la fonction f : x +— 2? — a, sur l'intervalle [0,a]. Elle vérifie les hypothéses de
la méthode de NEWTON et son unique zéro sur [0, a] est v/a. Donc la méthode de NEWTON

appliquée a cette fonction donnera une suite (z,) qui convergera vers y/a a la vitesse de

convergence d’ordre 2. Dans ce cas, on a pour tout n € N :

2 —a 22—a w,+alz,
Tnt1 = Tp — - =
2x, 22, 2

On retrouve la méthode de HERON.

Sia=3etxy=1, les premiers termes de la suite sont :

To=1
x1:1+3/1:2

2
:c2:2+23/2:£:1.75
T3 = ‘%23% :%:1.7321

Or, v/3 ~ 1.73205, on a bien trouvé une approximation de v/3 & 4 chiffres.

Solution 10 - (**) Intégrales de WALLIS et formule de STIRLING (P exercice)

1. Pour tout n € N, sin” est continue sur [0, 7/2] donc W,, est bien définie. On a Wy = 7/2 et
Wy =1

2. On fait une IPP :
w/2
W, = / sin" 1 (t) sin(¢)dt
0
/2
= [—sin"(?) Cos(t)}g/2 +(n—1) / sin” 2 (t) cos?(t)dt
0

w/2
~ (n—1) /0 Sin™2(1)(1 — sin? (1))t
- (n - 1)(Wn—2 - Wn)
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Donc W,, = %Wn_z

. Récurrence sur n (& savoir rédiger correctement, la présentation suivante peut passer le jour
de l'oral mais a condition que vous sachiez parfaitement la faire proprement si on vous le
demande.)

_2n—1 2n—-1)2n-3)...1 ~ (2n—-1)2n—-3)...17

Waop o=+ = W =
on P on(2n—2)...2 " 2n(2n—2)...2 2

De méme pour Wo,,11.

. Siz € [0,7/2],on a0 <sin(z) <1 donc 0 < sin®**!(z) < sin?(z) < sin?!(x). Ainsi, par
croissance de l'intégrale, on a 0 < Wy, 11 < Wy, < Wy, ;. En fait, toutes ces quantités sont
strictement positives (car ni la fonction sinus, ni ses puissances, ne sont identiquement nulles
sur [0,7/2]), on peut donc diviser par Wy, :

Wan Wy 2n+1

1< < _
Wons1 = Wanna 2n

(la derniére égalité vient de l'expression de Ws, 1 qu'on a obtenue précédemment.) Par

encadrement, on obtient que :

W,
1
Wapi1 notoo

puis la formule de WALLIS en écrivant ’expression de chaque terme qu’on a obtenue précé-

% ((Qn%z(i;l(;n? 3) 2 -~ 1)2 too

. La formule de WALLIS donne que :

demment :

2n—1)2n—-3)...1 1
m(n—2)...2  Jnr

Le membre de gauche est égal & 2W,, donc Wa, ~ %\/g Comme le quotient Wa,, /Way, 41

tend vers 1, alors W, 11 ~ Wy,.

. . ™ m T
En particulier, Wy, ~ /m et Woniq ~ /m, donc W,, ~ 4/ o

. La formule de WALLIS nous donne que :

1 m2n—2)...2 \° 1 /22(n)2\?

— = — > T
n\(2n—1)2n—-3)...1 n \ (2n)! n—s+o00

) -4 (D)

Or, on a :
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Donc k? = 2, c’est-a-dire k = v/27. Ainsi, on a la formule de STIRLING :

nl ~ (E)R 2mn

e

Solution 11 - (***) Théoréme de réarrangement de RIEMANN (K exercice)

1. Comme la série de terme général u, diverge, alors il existe un entier minimal Ny tel que
Ay =3 u, > a (N peut étre nul si a < 0). On pose alors gy = - - = ey, = 1. De méme,
il existe un entier N; > Ny minimal tel que A; := Ay — r]:iNle u, < a. On pose alors
ENg+1 = -+ = €n, = —1. On continue ainsi, ce qui construit une suite (&,)nen. Montrons
maintenant que la série > €,u, converge vers a. Soit n € N. Montrons que S, —a — 0,
ou S, = ZZ:O eruy est la somme partielle d’ordre n. Soit n € N et k € N tel que N, <=
n < Njyp. Pour simplifier les notations, on suppose que k est impair (de sorte a avoir
g; =181 Ny +1<1i< Niyp), la preuve pour le cas pair se fait de la méme maniére. En
particulier, on a |5, — a| < max(|Sy, — a|,|Sn,,, — a|) = max(a — Sy,, Sn,,, — a). Or, par
construction, Sy, < a < Sn,—1 et Sn,,, > a > Sn,,,—1- Ainsi, a — Sy, < Sn,—1— SN, = un;,
et Sn,,, —a < Sn,,, — SN, -1 = Un,,,. Finalement, |S, —a| < max(uw,,un,,,) e 0 car
la suite (u,)nen tend vers 0. (Pour rappel, et pour éviter d’alourdir les notations, k dépend
de n et k(n) e +00, mais on note tout de méme seulement & au lieu de k(n)).

Remarque : Pour le lecteur : FAIRE UN DESSIN. La preuve ici semble longue, difficile et abstraite.

Un dessin est tres clair, tracer une droite horizontale d’ordonnée a, puis montez jusqu’a dépasser a,

uis descendez jusqu’a dépasser a, etc...
)

2. On partitionne N en trois ensembles P, Z, N :

P={neN;u, >0}
Z={neN; u, =0}
N={neN; u, <0}

On suppose dans un premier temps que Z est vide pour simplifier les idées. On construit une
permutation o € G(N) de la maniére suivante, trés similaire a la construction de la premiére

question. On pose np = ny = 0.

e Initialement, si a est positif (ou nul), on incrémente np et on pose o(0) la valeur du
np-éme élément (par ordre croissant) de P (dans ce cas, c’est le premier élément de
P). Si a est strictement négatif, on incrémente ny et on pose ¢(0) la valeur du ny-éme

élément de N (dans ce cas, c’est le premier élément de N)
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e Supposons 0(0),...,0(m) définis pour m € N. On définit o(m + 1) de la maniére
suivante : Si > "  Uy(n) > @, o0 incrémente np et on pose o(m) comme étant le np-éme
élément de P. sinon, on incrémente ny et on pose o(m) comme étant le ny-éme élément

de N.

Pour avoir une permutation de N, il faut s’assurer de la bijectivité. L'injectivité est claire
(on associe a chaque m un élément différent de P ou de N, qui sont disjoints), reste a voir la
surjectivité. Par construction, si o n’est pas surjective, c’est qu’elle prend qu’un nombre fini
de valeurs dans P ou dans N, disons N (I’argument sera le méme si c’est P). Cela signifie que
la série de terme général (1{,cpyun), converge. Or, la série ZneN U, est semi-convergente,
donc convergente. Donc la série différence qui est la série de terme général (1g,enyun), aussi.

Mais alors, la série ) _ |u,| est convergente comme somme de deux séries convergentes. Ce

neN
qui est absurde. Ainsi, o atteint tous les éléments de P et de N, donc est surjective car il
s’agit d’une partition de N. Il reste enfin & voir que la série ) uq(,) converge bien, il s’agit
du méme argument que dans la question précédente (la série ) wu, étant semi-convergente,

elle est convergente, donc le terme général u,, tend vers 0).

Enfin, il reste & traiter le cas ou Z n’est pas vide. Ce qu’on fait est qu’on ajoute entre
chaque étape un élément de Z, tant qu’il en reste. On introduit dans la construction de ¢ un
troisiéme compteur nz, et si m est pair, on fait comme précédemment, et si m est impair,

on incrémente nz puis on définit o(m) comme étant le nz-éme élément de Z.
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