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Questions de cours

Séries entiéres
Exercice 1 - Développements en série entiére classiques (solution <¥)

Citez les développements en série entiére des fonctions suivantes (avec leur rayon de conver-

gence)
1. e 3. (1+x)~ 5. In(1 — )
1
2. cos(x) 4. 1_ o 6. arctan(z)

Remarque : La liste est volontairement longue, seuls trois d’entre eux seront proposés a l’éléve

Exercice 2 - Rayon de convergence (solution <¥)

Définissez la notion de rayon de convergence d'une série entiére grace au lemme d’ABEL (que
vous démontrerez). Connaissez-vous d’autres maniéres de calculer le rayon de convergence d’une

série entiére ?

Exercice 3 - Disque de convergence et cercle d’incertitude (solution <8)

Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence 0 < R < +o00. Montrez qu’elle converge
normalement sur tous les disques fermés centrés en zéro et de rayon 0 < r < R. Le résultat est-il
vrai sur le disque fermé de centre zéro et de rayon R ? Donnez un exemple pour chaque cas possible

sur le cercle d’incertitude.

Exercices

Séries entiéres
Wiy Exercice 4 - Une fonction C* non DSE (solution <)

On définit la fonction
e /T x>0

f:xERl—){O

sinon



Montrez que f définit une fonction de classe C* sur R et calculez f(™(0) pour tout n € N. En

™) (0
y

neN

déduire que la série

a un rayon de convergence infini, mais que quelque soit R > 0, la somme sur | — R, R| ne coincide

pas avec f.

wivyy Exercice 5 - Un DSE chacun (solution ‘Cl)

Donnez le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes

2,.1n "
1. neanx 2. Z n+2 3. chos(nﬁ)

neN

Yrivyy Exercice 6 - Une inégalité classique (solution ‘Cl)

Montrez que

2
Ve € R, cosh(z) <exp (%)

W W1y Exercice 7 - Une méthode de I’équation différentielle (solution <¥)

On pose f :x €] — 1, 1[— (arcsin(x))?.

1. Montrez que f est développable en série entiére sur | — 1, 1] (on ne cherchera pas 'expression
des coefficients de sa série)

2. Trouvez une équation différentielle linéaire d’ordre 2 vérifiée par f

3. En déduire une expression des coefficients du développement en série entiére de f

Wiy Exercice 8 - Zéro zéro (solution <)

Soit (a,)nen une suite décroissante de réels positifs non identiquement nulle. Montrez que la

E anz"

neN

série entiere



a un rayon de convergence au moins égal & 1, puis montrez que sa somme ne s’annule pas sur le

disque unité ouvert.

W17y Exercice 9 - Théoréme d’ABEL radial (solution <¥)

1. Enoncez le théoréme d’Abel radial (c’est du cours!)
2. Montrez qu’on peut se ramener au cas o R =1

3. On pose pour tout n € N, S,, = >7_ a;. Montrez que

N N-1
Zanx" = Sy + (1 —2) Z S,x"
n=0 n=0
4. En déduire que pour tout x € [0, 1, en notant S = lim S,,, que
+o0
fl@)=8=(1-x)) (Sp—8)a"
n=0

5. Conclure (il s’agit de montrer que f(z) — S)

KXY Exercice 10 - Théoréme d’ABEL non tangentiel (solution <¥)

Soit Y a,z™ une série enticre de rayon de convergence au moins un. On suppose que »_ a,

converge et on note f la somme de la série sur le disque unité ouvert. Si 6, € [0, 7/2[, on note
Ng,={2€C; |z|<letIp>0,30€[—00) =1—pe’}

Le but de I'exercice est de montrer que

“+o0
lim f(2) = Z an

ZGAQO

1. Représentez Ay, sur un dessin

2. A l'aide d’une transformation d’ABEL, montrez que

400
flz) =S=(z— 1)2an"

o S=1msS,, S,=>,  aret R, =5—-25,

4



3. Si z € Ay, vérifie |z — 1| < cos(fp), montrez que

|z — 1| 2
<
1 —|z| = cos(by)

4. Soit € > 0, montrez qu’il existe un rang N € N et une constante 0 < o < cos(fy) tels que

pour tout n > N et |1 — z| < a, on ait

|f(z) =S| <e (1 + 008?90)>

5. Conclure




Corrections

Solution 1 - Développements en série entiére classiques (£? exercice)

oo 4

1. Rayon de convergence infini. e* = Z T
—~ n!
+oo x2n
2. Rayon de convergence infini. cos(x) = Z(—l)”(2 I
n)!
n=0

ala—1)...(a—=n+1)
n!

n

+o00
3. Rayon de convergence 1 si a ¢ N, infini sinon. (1 + z)* = Z

n=0

+oo
1
4. Rayon de convergence 1. = Z x" (série géométrique)
n=0

1—x
400 "
5. Rayon de convergence 1. In(1—z) = — Z — (en intégrant le DSE de la fonction précédente)
n
n=1
oo 2n+1

6. Rayon de convergence infini. arctan(z) = Z(—l)”; 1
n

(en intégrant le DSE de (1+2?%)71)

n—

Solution 2 - Rayon de convergence (P exercice)
On énonce d’abord le lemme d’ABEL :
Soit Y a,x™ une série entiére, et x € R. On suppose que la suite (a,z"), est bornée. Alors
1. Pour tout |y| < |z|, la série numérique Y a,y™ converge absolument

2. Pour tout 0 < r < |z|, la série de fonction y + > a,y" converge normalement sur le disque

fermé de centre x et de rayon r.

Le lemme d’ABEL se démontre simplement en considérant un majorant M de la suite (a,a"),
et I'inégalité
n y" n I
any = | 2[ anllel < | 2[ 0
x x

On définit alors le rayon de convergence d’une série entiére comme étant

R =sup{r > 0; la suite (a,r"), est bornée}




Solution 3 - Disque de convergence et cercle d’incertitude (£ exercice)

TODO
e Diverge sur tout le cercle d’incertitude : a, =1

e Converge en certains points, diverge en d’autres : a, = 1/n (harmonique en 1, alternée en
_1)

e Converge en tout points du cercle d’incertitude : a,, = 1/n* (convergence absolue)

Solution 4 - Une fonction C* non DSE (£? exercice)

On montre par récurrence que pour tout n € N, il existe P, Q) deux polynoémes tels que

Yz >0, fM(z)= %e_l/z

Par croissance comparée, on a alors que pour tout n € N, f (”)(0) = 0. Ainsi, la série entiére

) (0
>0,

neN

a bien un rayon de convergence infini (c’est la série entiére nulle!), mais f n’est pas identiquement

nulle au voisinage de zéro.

Solution 5 - Un DSE chacun (£? exercice)

1. Par la régle de D’ALEMBERT, le rayon de convergence est 1. Pour calculer la somme, on part

de la somme d’une série géométrique de raison x €] — 1, 1]

1 R
fla)=7—=> a"
n=0

Et on dérive :

+00 +oo
zf'(z) = an” et 2°f"(z) = Zn(n —1)a"
n=0 n=0

Ainsi, on a

;Tﬂxn _ 2f//<l'> + l'f/(.l’) _ ?1(1_‘2:«;’3



2. Par la régle de D’ALEMBERT, le rayon de convergence est 1. Pour calculer la somme, on part

d’une décomposition en éléments simple

1 11 1
nn+2) 2\n n+2
Si f est la somme de la série entiére sur | — 1, 1], alors par ce qui précéde :

1 (R X am In(1 — x) 1 X gnt?
f@)—i(;;—gm )“T_ﬁzn—w

n=1
In(1 — In(1 — 1 1
__n( x)+ n(l —x)

2 212 +2x+4

3. Comme |cos(nf)| < 1 et que la série entiére de terme général 1/n! a un rayon de convergence

infini, alors cette série entiére a un rayon de convergence infini. On a de plus :

+0o " g — 1 +00 " on +00 " Liom | 1 +0oo (:EeiH)n +0o (wefw)n - exew + exe_w
2 restt) =g\ e e s (T ) T

n=0 n=0 n=0 n=0

Solution 6 - Une inégalité classique (X? exercice)
On a 'égalité

e’ +e "
2

Ainsi, la fonction cosh est développable en série entiére en 0 et de rayon infini. On a en particulier

Ve € R, cosh(z) =

+00 2n

x
Ve € R, cosh(z) = Z
“— (2n)!

La fonction x — cosh(z) — exp(2?/2) est donc développable en série entiére

+o0
Vr € R, cosh(z) — exp(2?/2) = Z (ﬁ - %) ™

n=0

Les coefficients étant tous négatifs (car (2n)! > 2n!), on obtient que cette fonction est négative sur

R, d’ou l'inégalité.




Solution 7 - Une méthode de I’équation différentielle (& exercice)

1. La fonction arcsinus est développable en série entiére sur | — 1, 1| par le cours, donc son carré

aussi par produit de CAUCHY

2. La fonction f est de classe C**° sur | — 1,1 (car DSE). On a pour tout x €] — 1, 1]

! —M onc — 2 (f(2))? = 4 (arcsin(x))? = 4f(x
Fia) =S5 done (1) (/)" = 4 avesin(e)* = 41 ()

En dérivant cette égalité, on obtient que
2(1—a%) f'()f"(x) = 22 (f'(2))" = 4f'(z) donc  (1—2°) f'(x) —xf'(x) =2

3. Par le théoréme de dérivation terme & terme, I’équation différentielle précédente s’écrit, si
> ayx™ est le DSE de fsur ] —1,1]:

“+o00

(1—2?) Z (n(n—1)a2z"?) —x Z (nayz" ') =2

n=2
ce qui aprés simplification donne

D> ((n+1)(n+2)anss —n’a,) 2" =2

n=0

Par unicité du développement en série entiére de la fonction constante égale a 2 au voisinage
de zéro, on a
2&2 =2

TL2

(n+1)(n+2)

Il s’agit d’une suite récurrente d’ordre 2, vérifiant ag = f(0) = 0 et ay = f/(0) = 0. Par

Vn € N*, a,,0 =

Qn

récurrence, on obtient que
Vn € N, Aop+1 = 0

222 (n—1)!)*
v N* ag, =
e, @ n(2n —1)!

Solution 8 - Zéro zéro (K exercice)

La suite (a,), est positive et décroissante donc bornée, donc la série entiére ) | a,2" a un rayon

de convergence au moins égal & 1 par définition de celui-ci. On suppose par 'absurde qu’il existe



2o € D(0,1) tel que
+oo

Zanzg =0

n=0

En multipliant par zg, on a 1’égalité
+o0o

g ap-1%2y =0

n=1

La différence des deux égalités précédentes donne

+oo
ap + Z (@ —an-1)2) =0
n=1

En passant au module, on a les inégalités

—+00

+00 +oo
ap < Z lan — an—1] |20|" = Z(an—l — an)|zo|" < Zan—l —a, = ay —
n=1 n=1

n=1

C’est absurde.

lim a, < qg
n—-+o0o

Solution 9 - Théoréme d’ABEL radial (£ exercice)

1. Soit ) a,x™ une série entiére de rayon de convergence R €0, +oo[ et de somme f sur son

disque de convergence. Si ) a, R™ converge, alors

“+o00

(r) ———— a, R"
ve[0.R—R- =

2. On pose b, = a,/R". Alors par le théoréme de Cauchy-Hadamard, le rayon de convergence

de la série entiére »_ b,x™ est

limsup n |an| — hmsupneN n\/ |an| — E -1
neN R R R

Et en notant f la somme sur le disque unité, on a f = f(-/R), donc f est continue en 1 (sur

[0,1]) de somme ) b, si et seulement si f est continue en R (sur [0, R[) de somme Y a,. On

peut donc se ramener au cas R = 1.

10



3. On effectue une transformation d’ABEL (on convient que S_; = 0)

N N N
Zanm”:Z(Sn— :ZSnx _ZS” 1T
n=0 n=0 n=0
N N-1 N-1 (1)
= Z Sy — Z Spz"tt = Sy 4 (1 —2) Z Spz"
n=0 n=0 n=0

4. Soit x € [0, 1[. Comme la suite (Sy)y converge (vers S), alors elle est bornée. En particulier,

la suite (Syz™)n tend vers zéro. Ainsi, en passant a la limite dans (1), on obtient que

400
flz)=(1-2x) ZSnm"

Or, (1 —2)S 7 2n = 1 (somme d’une série géométrique). Ainsi
) n=0 q

+o0 +o0 +o0
f@)=8S=01=-2)) Sua"—(1-2)) Sa"=(1-x)) (S,—8)a"
n=0 n=0 n=0
5. Soit ¢ > 0. Comme S, — S, il existe un rang N € N a partir duquel |S,, — S| < €. On
découpe :
fl@)=S=01-2)) (Sp=8)a"=(1—-2)) (Sa—8)a"+(1L—z) ¥ (S,—9)a"
n=0 n=0 n=N-+1

Donc par inégalité triangulaire

fz) =S| <Q=2)) |G = Sla"+(1—2) Y ea"<(1—x)> [Sy—Sla"+e

n=0 n=N+1 n=0

Soit & > 0 tel que pour tout z € [1 —§,1[, (1 —2) 322 |S, — S|z™ < e. Un tel § existe bien

car ce terme tend vers zéro quand x tend vers 1. Pour des tels NV et §, on a donc
|[f(z) — S <2

Donc on a bien f(xz) — S, d’oi le théoréme d’ABEL radial

11



Solution 10 - Théoréme d’ABEL non tangentiel (£ exercice)

1. Il s’agit du secteur représenté en hachuré dans la figure 1

FIGURE 1 — Secteur Ay,

2. Idem que dans 'exercice 9
3. Siz € Ay, est tel que |z — 1] < cos(by), alors il existe 0 € [0y, 0] et 0 < p < cos(fy) tel que

z=1-pe? et |z] < 1. On a donc

lz—1] |z —1|
L=z 1—]2f

2 2
P _(1+12)) <

N

(142 =

2p cos(f) — p? 2cos(f) — p — cos(by)

4. Soit N € N tel que pour tout n > N, |R,| < e. Par la question 2, on a :

N +00 N
|z — 1
2) =S| <|z—-1 R,2" +¢elz—1 Z|" <z —1 R, +e¢
|f(z) =S| < |n§:0 | |n:§N+1H | |n§:0| | =

On choisit alors a < cos(fy) tel que a 3¢ |R,| < e. Dans ce cas, on a

2

If(Z)—5|§5(1+M)

5. Ce qui précéde étant vrai pour tout € > 0, on a bien

+o0
lim f(z) = 5= > an
€8¢, n=0
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