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Questions de cours

Polynoémes et réduction
Exercice 1 - Polyné6me minimal (solution <¥)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u € L£(F). Définissez le polyndme minimal
de u (montrez I'existence et 'unicité). Sans utiliser le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, par quoi
peut-on majorer le degré de m, ?

Si on a une matrice diagonale par blocs, quel est son polynéme minimal par rapport a ceux des

blocs diagonaux ?

Exercice 2 - Lemme de décomposition des noyaux (solution <)

Enoncez et démontrez le lemme de décomposition des noyaux.

Exercice 3 - Un premier pas vers JORDAN et DUNFORD (solution <¥)

Soit E' un K-espace vectoriel (K € {R,C}) et u € L(E) tel que x, soit scindé. Montrez qu’il
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, chaque bloc étant

triangulaire supérieur et de méme coefficient sur la diagonale.

Exercices

Polynoémes et réduction

KIryy Exercice 4 - Théoréme de CAYLEY-HAMILTON dans le cas cyclique (solution "Cl)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et v € L(FE). On suppose qu'il existe x € E tel

que la famille (z,u(x),...,u"(z)) soit une base de E.

1. Calculez la matrice de u dans la base (z,u(z),...,u" *(z)) en fonction de I'écriture de u™(x)

dans cette base. En déduire y,
2. Sans utiliser le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, montrez que x,(u) = 0.

3. Montrez qu’en fait, 7, = xy.




wiryy Exercice 5 - Matrices symétriques et nilpotentes (solution "Cl)

Que dire d’une matrice A € M,,(R) telle que A + A soit nilpotente ? Et si ‘AA est nilpotente ?

WYY Exercice 6 - Une petite réduction dans Ms(Z) (solution <)

Soit A € My(Z) telle qu'il existe n € N telle que A™ = I,. Montrez que A? = I,.

K1y Exercice 7 - Multiplication a gauche (solution "CI)

Pour tout A, B € M,,(C), on pose Ls(B) = AB.
1. Montrez que L : A — L, définit une application de M,,(C) dans £(M,,(C)), et qu’il s’agit

d’un morphisme d’algébres injectif. Est-elle surjective ?
2. Montrez que pour tout A € M,,(C), on a 7y =mp,. A-t-on xa = xr, ?

3. Montrez que A est diagonalisable (resp. nilpotente) si et seulement si L4 est diagonalisable

(resp. nilpotente)

K1y Exercice 8 - Diagonale de a sur un parterre de b (solution ‘Cl)

Pour tout n € N et (a,b) € K* x K, on définit la matrice suivante :

a b
b a

A, (a,b) = b b a b
b b b a

e Méthode 1 : (sans polynome d’endomorphismes)
1. On suppose dans un premier temps que a = b. Montrez que dim(Ey(A,(a,a))) =n—1
et que dim(E,,(A,(a,a))) = 1.
2. En déduire que x a,(a,0) = X" (X —na), puis que A, (a, a) est diagonalisable. Explicitez
les matrices de passage.

3. On revient dans le cas général a,b quelconques. Calculez les sous-espaces propres de
Au(a,b) et montrez que Xa,ap = (X — (@ — )" HX — (a + (n — 1)b)). A quelle

condition sur a et b A,(a,b) est-elle inversible ?



4. En déduire que A,(a,b) est diagonalisable et diagonalisez explicitement A, (a,b), puis

en déduire une formule explicite pour A, (a,b)*, si k € N.
e Méthode 2 : (avec polynomes d’endomorphismes)
1. Faire les deux premiéres questions de I'exercice 9 <8

2. En déduire que A,(a,b) est diagonalisable et calculez ses valeurs propres. A quelle

condition A, (a,b) est-elle inversible ?

3. Quel est le polynome minimal de A,,(a,b)?

KWy Exercice 9 - Matrices circulantes et suite de polygones (solution ‘-'Cl)

Soitn € N* et ag, ...,a,_1 € C. On note A la matrice suivante, qu’on appelle matrice circulante
associée a (ay,...,a,) :
ao a ... Qap—2 Qp_1
ap—1 Gy ... Gp-3 QAp-2
A —
as as ... ao ay
ay as ... QAp—q ao
1. Soit J la matrice circulante associée a (0, 1,0, ...,0). Calculez J* pour k € [0, n]. En déduire

2ink

XJ- En déduire que J est diagonalisable de valeurs propres o(J) = {e™» ; 0 <k <n—1}.
2im

On note w =¢e™n .

2. Montrez que A = P(J) ou P € C[X]. En déduire que A est diagonalisable de valeurs propres
Pk pour 0 <k<n-1

3. Application 1 : Exercice 8 - Diagonale de a sur un parterre de b < (Méthode 2)

4. Application 2 : Suite de polygones. Soit IT = (zp,...,2,-1) € C" un polygone. On indice

les sommets par des éléments de Z/nZ de sorte a avoir z, = zy. On pose la suite de polygone

suivante :




Montrez que la suite (II,),, converge vers g(1,1,...,1) ou g € C. Montrer qu’en fait, g est

I'isobarycentre de II, c’est-a-dire que

AWK Exercice 10 - Réduction de FROBENIUS (solution <)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et « € £(F) non nul.

1. Soit z € E. On pose m,, l'unique polynéme unitaire engendrant l'idéal
{P € K[X]; P(u)(z) = 0}

Montrez que m, ;|m,, puis montrez qu’il existe un vecteur x € E tel que m,, = m,. On dit
qu’un tel vecteur est u-cyclique.

Indication : Utilisez le lemme de décomposition des noyaux

2. Soit z un vecteur u-cyclique, et d = deg(m,). Montrez que (z,u(x),...,u?"!(x)) est une base
de Vect({u'(z) ; ¢ € N}) =: F. Explicitez la matrice de u;p dans la base précédente. Quel

est le polynome minimal de ujr ? Et son polynome caractéristique ?

3. On dit qu’'un endomorphisme v est cyclique si 7, = x,. Montrez que s’il existe toujours un
supplémentaire de F' stable par wu, alors on a une décomposition de E en somme directe
d’espaces stables par u

E=FR&---0F

ou pour tout 1 <7< r—1, Tuyg,, |7Tu‘F_ et ur, est cyclique pour tout 1 <7 <.
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4. On prouve maintenant qu’il existe un supplémentaire de F' stable par u. On note (e, ..., ¢eq)
la famille libre (x,u(z),...,u?"*(z)) quon compléte en (ey,...,e,) une base de E. On pose
G={yeE;VieNeou(y)=0}=T°oul ={e;of; feL(E)} Montrez que G est
un sous-espace de F stable par u, puis que F & G = E.

Indication : Pour montrer que F + G = E, on pourra montrer que l'application Klu] — Vect(T")

définie par P(u) — e} o P(u) est surjective
k




Corrections

Solution 1 - Polynéme minimal (€7 exercice)

L’ensemble I = {P € K[X] ; P(u) = 0} est le noyau du morphisme d’algébres P € K[X]|
P(u) € L(FE), c’est donc un idéal de K[X]. Or, K[X] est principal donc il existe un polynéme 7,
unique a multiplication par un élément de K* prés, tel que 7K[X] = I. Or, K[X] est de dimension
infinie et £(F) est de dimension finie n?, donc ce morphisme d’algébres n’est pas injectif, donc I
n’est pas 'idéal nul. Ainsi, m n’est pas le polynéme nul, et si on choisit 7 unitaire, alors ce dernier
est unique. On le note 7, et on I'appelle le polynéme minimal de wu.

Le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON nous dit que deg(m,) < m, mais on a quand méme une
majoration du degré du polyndéme minimal sans ce théoréme. En effet, la famille (id, u, u?, . .., u”Q)
de L(E) est de cardinal n? + 1 dans un espace de dimension n?, elle est donc liée. Ainsi, il existe
un polynéme P de degré au plus n? tel que P(u) = 0, donc multiple de 7,. Ainsi, deg(m,) < n?.

Si A est une matrice diagonale par blocs Ay, ..., A,, alors m4 = ppem(ma,, ..., 74, ). En effet,
P(A) = 0 si et seulement si (calcul par blocs) P(A;) = 0 pour tout 4, donc si et seulement si 4, | P

pour tout ¢, donc si et seulement si ppem(7a,, ..., 74, )|P-.

Solution 2 - Lemme de décomposition des noyaux (£? exercice)
Soit P € K[X] un polynéme. On écrit
r=]]I~

=1

ou les P; sont premiers entre eux deux & deux. Alors on a :

ker(P(u)) = @ ker(P;(u))

Démontrons le théoréme. Sans perdre de généralité, on peut supposer que P = P; P,. On utilise
une relation de BEZOUT entre P, et P, qui sont premiers entre eux. On a ()1, Q)2 des polynomes
tels que 1 = PiQy + PoQq. Six =y + z € ker(Py(u)) + ker(Py(u)), alors clairement z € ker(P(u))
car P(u)(x) = P1(Py(u)(2)) + P2(Pi(u)(y)) =0+ 0 = 0.

Réciproquement, si z € ker(P(u)), alors la relation de BEZOUT précédente donne id = Py (1)@ (u)+

Py (u)Q2(u), donc & = Q1(u)Py(u)(z) + Q2(u) Py(u)(x) =y + z. Or, Py(u)(y) = Q1(u)P(u)(z) =0
et Py(u)(z) = Q2(u)P(u)(z) = 0. Donc x € ker(Py(u)) + ker(Py(u)).
Il reste & voir que cette somme est directe : si z € ker(P;(u)) Nker(P2(u)), alors par la relation

de Bézout, . = Q1(u) Py (u)(z) + Q2(u) Py(u)(xz) = 0. D’ou le lemme de décomposition des noyaux.



Solution 3 - Un premier pas vers JORDAN et DUNFORD (K7 exercice)

Comme Yy, est scindé, alors par le lemme de décomposition des noyaux et le théoréme de

CAYLEY-HAMILTON, on a une décomposition de F en sous-espaces caractéristiques :

r
E = @ ker((u — \iid)™)
i=1
oll A1,..., A, sont les valeurs propres distinctes de u et m; des entiers strictement positifs.

Sur chaque ker((u — A\gid)™), qu’on note E*(u) et qu'on appelle sous-espace caractéristique
de u associé a la valeur propre J\;, la restriction de u est somme d’une homothétie de rapport \;
et d’un endomorphisme nilpotent. On a donc une base de E*i(u) dans laquelle la matrice de la
restriction de u est de la forme \;I,,, + N; ot N; est une matrice nilpotente. Ainsi, en concaténant

ces bases, on a la matrice de u :

M, + N 0 . 0
0 ALy, + No
0 0 . Ml + N,

Solution 4 - Théoréme de CAYLEY-HAMILTON dans le cas cyclique (£ exercice)

L Side[0,n—2], on au(u'(z)) = vt (), et u(u"'(z)) = u"(x) € E s'écrit
un(iﬁ) = apT + alu(x) 4+ -4 anflun_l(aj)

La matrice de v dans cette base est alors :

ai

1 0 Ap—9




On a alors, en développant par rapport a la derniére colonne :

X 0 ... 0 —ap
-1 X ... 0 —ay
Xu = : : :
-1 X — Q9
0 ... =1 X —a,_

= (X —a, ) X"+ (=1)(=ap o) (1) X" 2 + (—a,_3)(=1)2X"3 + ..
A (1) (—an) (1) X + (1) (—ao) (1)
= X" —qa, 1 X" = —a; X — ag

2. Un endomorphisme étant entiérement déterminé par son image sur une base, il suffit de

montrer que pour tout i € [0,n — 1], x,(u)(u'(z)) = 0. D’abord, on a
Yu(u)(2) = u™(2) — ap_u" Hx) — - — aqu(z) — apr =0
par définition des a;. Ensuite, si ¢ > 0,

Xu(u)(u'(2)) = (Xu(u) 0 u') (@) = (u' 0 xu(u))(z) = ' (xu(u)(x)) = u'(0) = 0

Donc y,(u) est bien 'endomorphisme nul.

3. Comme la famille (x,u(x),...,u" (z)) est libre, alors pour tout polynéme non nul P de
degré inférieur ou égal a n — 1, on a P(u)(z) # 0. Ainsi, pour tout polynéme non nul de
degré inférieur ou égal & n — 1, P(u) # 0. Donc le polynéme minimal de u est au moins de
degré n. Mais Yy, est un polynéme annulateur de u de degré n. Les deux étant unitaires, et

par unicité du polynéme minimal, 7, = .

Solution 5 - Matrices symétriques et nilpotentes (£? exercice)

A +'A est une matrice symétrique. Par le théoréme spectral, elle est diagonalisable. Or, une
matrice diagonalisable et nilpotente est nulle (car ses valeurs propres sont toutes nulles). Donc
A = —'A, donc A est anti-symétrique. Pour AA, qui est aussi symétrique, on obtient que *AA = 0.

Donc pour tout X € R”, on a
0="X'"AAX = (AX, AX) = ||AX||;

Donc pour tout X € R", AX = 0. Donc A = 0.



Solution 6 - Une petite réduction dans M,(Z) (£? exercice)

Le polynéme X" — 1 annule A, donc m4|X™ — 1. Or, X™ — 1 est scindé a racines simples
dans C, et c¢’est un polynéme a coefficients réel donc ses racines sont conjuguées. Ainsi, on a les

décompositions en produit de facteurs irréductibles dans R[X] :

n—1 n
2km 2kmw
X 1=(X-1)(X+1 X?-2X )41 et XH 1= (X-1 X?-2X 1
( ZE + Zkl_l1 oS ( 5 )—l— e ( )kl_l1 cos { 5= |+
X2-1 - -

Si m4 est un facteur de degré 1, alors A = £1, donc A2 = I,. Sinon, m4 est un facteur de degré 2,

c’est donc soit (X — 1)(X + 1), soit un polynome de la forme
2k

X? —2X cos (—W) +1
n

Dans le premier cas, A posséde deux valeurs propres distinctes donc A est diagonalisable semblable
a diag(1, —1) et donc A? est semblable a I, donc A? = I, donc A'? = [,. Dans le second cas, on a

par le théoréme de CAYLEY-HAMILTON que 4 = x4 car ils sont de méme degré. Or, y4 € Z[X],

2k 1
COS <—7T) € -7
n 2

Ainsi, la liste des valeurs possibles de 2k7/n est finie :

donc

2km { T m 2nr 4w 37 57T}
— € 5 ) )

P R T R NI Sy

On note w = exp(if) avec € un élément de I’ensemble précédent, celui correspondant & A. Alors A
est diagonalisable sur C, car son polynome minimal est (X — w)(X — @) qui est scindé & racines
simples, et donc A est semblable sur C & la matrice diag(w,w). Or, w!? = 1 car 120 € 27Z. Donc
A2 =],

Solution 7 - Multiplication a gauche (£? exercice)

1. Pour tout A € M, (C), l'application L, : B +— AB est bien linéaire par linéarité de la
multiplication matricielle, donc on a bien L : M, (C) — L(M,,(C)). De plus, toujours par
linéarité de la multiplication matricielle, on a Lya.p = AL 4+ Lp. Enfin, par associativité de
la multiplication matricielle, on a Lag = LaLp. Donc L est bien un morphisme d’algébres.

Finalement, on a Ly = Oz, (c)) si et seulement si pour tout B € M,(C), AB = 0, ce
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qui signifie que A = 0 (prendre B = I,,). Donc L est injective. Elle n’est pas surjective car
dim(M,,(C)) = n? tandis que dim(L(M,,(C))) = n’.

2. On le fait par double divisibilité. Comme L est un morphisme d’algébres, alors pour tout
polynome P € C[X], on a P(La) = Lp(a. Ainsi, on a

Ta(La) = Ly, a) = Lo, = Oz, (0))

donc 7y, |m4. Réciproquement, on a
Ly 4y =7, (La) =0

par injectivité de L, on obtient que 7 ,(A) = 0, donc ma|mp,. Ces deux polynémes étant
unitaires, ils sont égaux. Donc m4 = 7.
On n’a pas I'égalité des polynémes caractéristiques car x4 est de degré n tandis que xr,, est
de degré n?.

3. Une matrice est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines
simples, et une matrice complexe est nilpotente si et seulement si sa seule valeur propre

est 0, donc si et seulement si son polynéme minimal est une puissance de X. Ce qui précede

donne alors les équivalences recherchées.

Solution 8 - Diagonale de a sur un parterre de b (£ exercice)

e Méthode 1 :

1. On remarque que les vecteurs :

1
-1 0
X2 - 0 ) X3 - -1 ; B Xn -
0 0 -1

sont des vecteurs propres de A, (a,a) associés a la valeur propre 0. De plus, ils forment
une famille libre de K™. Donc dim(Ey(A,(a,a))) > n — 1. Or, on remarque également
que le vecteur X; = (1,...,1) est vecteur propre de A,(a,a) pour la valeur propre
na. Donc dim(E,,(An(a,a))) > 1. Comme la somme des dimensions des sous-espaces

propres de A, (a,a) est au plus n = dim(K™), alors 0 et na sont les seules valeurs propres
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de A, (a,a) et on a égalité : dim(FEy(A,(a,a))) =n —1 et dim(E,.(A,(a,a))) = 1.

Remarque : Ici, j’utilise beaucoup de « on remarque que », mais il faut voir que c’est effecti-
vement le cas : multiplier & droite par un vecteur colonne revient & effectuer la combinaison
linéaire des colonnes de la matrice associée aux coefficients du vecteur. Ainsi, on voit aisément
que sommer toutes les colonnes, c¢’est-a-dire multiplier la matrice par {(1,...,1), renvoie un

vecteur proportionnel a {(1,...,1) par exemple.

. La dimension algébrique d'une valeur propre étant supérieure a sa dimension géomé-
trique, on a X" (X — na)|xa,(a.a)- OT, XA, (aq) €St un polynoéme unitaire de degré n,
de méme pour X" (X — na). Donc on a égalité : x4, (4,a) = X" (X — na).

Ainsi, la dimension algébrique et la dimension géométrique des valeurs propres de
Ap(a,a) coincident, donc A,(a,a) est diagonalisable, semblable & la matrice D =
diag(na,0,...,0) dans la base (Xi,...,X,). Ainsi, on a PA,(a,a)P~! = D ou

11 1 .01 1 1 1 1
1 -1 0 ... 0 1 —(n—1) 1 1
P=|1 0 -1 ... 0 N 1 —(n—=1) ... 1
n
1 0 0 ... —1 1 1 1 oo —(n=1)

Pour obtenir P!, on peut par exemple écrire les vecteurs de la base canonique dans la
base (Xi,...,X,) (ce n’est pas difficile).

. OnaA,(a,b) = (a—b)I,+ A,(b,b). Ainsi, X est valeur propre de A, (b, b) si et seulement
si a — b+ X est valeur propre de A,(a,b).

Remarque : Attention, c’est fauxr dans le cas général, les valeurs propres d’une somme de
matrice n'est pas la somme des valeurs propres de ces matrices! Ici, c¢’est vrai parce qu’on
travaille avec une homothétie. De plus, les espaces propres sont les mémes, plus préci-
sément : (A, (D0,0))) = E,p(An(a, b)) et Epp(An(b,0)) = Eupm-1)(An(a,b)). Donc
Vanat) = (X = (a =)™ 1(X = (a+ (n— 1)b).

Enfin, A,(a,b) est inversible si et seulement si X4, () (0) # 0, c’est-a-dire a # b et
a# (1 —n)b.

. Alinsi, les multiplicités algébriques et géométriques des valeurs propres de A, (a,b) coin-
cident, donc A, (a, b) est diagonalisable. En fait, la méme matrice P diagonalise A, (a,b),

car elle commute avec (a — b)/,. On a donc :

PA,(a,b)P™ = diag(a + (n — 1)b,a —b,...,a —b)
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En particulier, si k& € N*, et en notant \y =a+ (n—1)bet Ay =a—b, on a:
1
n

e Méthode 2 :
1. On renvoie & la solution 9 <M.

2. A,(a,b) est une matrice circulante associée a la famille (a, b, ..., b), elle est donc diago-
nalisable par ce qui précéde de valeurs propres P(w) ot w € U, et P =a+b(X + X? +
-+ X" 1. Ona:

> Siw =1, alors P(w)=a+ (n—1)b

Xn—l_
> Siw# 1, alors w™ ! =wt#1. Or, P:a—i—bXﬁ, donc
-1 1-—
P(w):a—l—bww —atb——=a—b
W — w—1

Ainsi, les valeurs propres de A, (a,b) sont a 4+ (n — 1)bet a — b, et on a :
An(a,b) ~ diag(a + (n — 1)ba —b,...,a —b)

La matrice A, (a,b) est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de A, (a,b),

donc elle est inversible si et seulement si a ¢ {b, —(n—1)b}

3. Comme A, (a,b) est diagonalisable, son polynéme minimal est scindé & racines simples.
Par le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, il divise xa,(0p) = (X — (¢ + (n —1)b))(X —
(a—0))""!, et comme les valeurs propres de A, (a, b) sont racines du polynoéme minimal,
alors il s’agit de 74, (ap) = (X — (@ + (n —1)b))(X — (a —b)).

Solution 9 - Matrices circulantes et suite de polygones (£? exercice)

1. Si(ey,...,ey,) est la base canonique de C™, on a Je; = e;1 pour tout 1 <i <n (otle, 1 = e7).
Ainsi, J¥e; = e;,}, (encore une fois, « modulo n »), donc J* est la matrice circulante associée
aep,=(0,...,0, %, 0,...,0). Ainsi, la famille (J°,...,J" 1) est libre dans M, (C), et on a
que J" = I,, donc X™ — 1 est le polynéme minimal de J. Or, il est de degré n, donc par
le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, y; = X" — 1. En particulier, J est diagonalisable de
valeurs propres w®, 0 < k < n — 1 (racines n-iémes de I'unité)

Remarque : en fait, J = 'Cxn_1 est une (transposée d’une) matrice compagnon du polynome X" —1,
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donc on a directement x5 = X" — 1 = m; si on connait un peu les matrices compagnons, voir

Dexercice 4 B

. On remarque que A = Y7—0 azJ* = P(J). Les J* sont tous diagonalisables via les mémes
matrices de passage (car QJ*Q~! = (QJQ~H¥). On a alors :

Vi e [0,n—1], QJ*Q7! = diag(w® w?,... w" k)
Donc en multipliant par a et en sommant :
QP(A)Q! = diag(P(), . .., P(w" ™))

Donc P(A) est diagonalisable de valeurs propres P(w¥) pour 0 < k <n — 1.

. Modélisons notre probléme : on remarque que II, = All; ou A est la matrice

11
s 3 0
11
0 3 2
0 O %
1 1
2 00 3
qui est la matrice circulante associée a la famille de taille n (%, %, 0,...,0). Par 'étude précé-

dente sur les matrices circulantes, on obtient que les valeurs propres de A sont les P(w¥) ou

X+1 Ay |
0<k<n—letP= T+ On note p, = v On a alors A* = Qdiag(uf, ..., u* )Q!

pour une certaine matrice inversible Q).

Or, si k > 0, |ux| < 1, en effet, on a |ugx| < 1 par inégalité triangulaire, avec égalité si
et seulement si w® est positivement colinéaire & 1, c’est-a-dire si et seulement si w* = 1,

c’est-a-dire si et seulement si k = 0. Ainsi, on a
dlag(ﬂ’év cee 7“’1:;—1) — dlag(L 07 s 70)
k——+o0

Donc la suite (A¥), converge vers A,, = Qdiag(1,0,...,0)Q ! qui est une matrice de rang
1. Or, le vecteur X = {1,1,...,1) vérifie A*X = X pour tout k, donc en passant a la limite,
A X = X. Donc X est dans I'image de A, qui est de rang 1, donc I'image de A, est CX.
Ainsi, comme la suite (A¥), converge, alors la suite (II;); converge, car II, = A*II;. On note
I1, la limite : Blly = Il. Donc Il est dans I'image de B, donc il existe g € C tel que
e =%g9,9,...,9).

Il reste a voir que g est I'isobarycentre de II. Pour cela, on remarque que l'isobarycentre de
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[Ty est le méme que celui de 1, :

n—1 (k) (k) n—1 n—1 n—1
1 z; + Zit1 - 1 1 (k) 1 (k) - 1 (k)
TP R R (52% AEPIEE) D e

i=0 i=0 i=0 i=0
De plus, 'application (2, ..., 2, 1) — * EZ o Zi est continue, donc en passant a la limite,
on obtient que l'isobarycentre de II est égal a l'isobarycentre de (g, 9, ...,¢), qui vaut g.

Solution 10 - Réduction de FROBENIUS (K exercice)

1. On a m,(u) = 0 par définition du polynéme minimal de u, donc 7,(u)(x) = 0, donc 7, est
dans I'idéal engendré par 7, ,, d’ou la divisibilité. Notons 7, = [[;_; P/"* ou les P; sont deux
a deux premiers entre eux et irréductibles, et les m; > 0. Par le lemme de décomposition des

noyaux, on a une décomposition de £ de la forme :

et chaque sous-espace est stable par u. Montrons que sur chaque FE;, il existe z; € E; tel que
P™ = Tuyp, = Tujp, ;- Si ¢’était faux, alors pour tout x € E;, Ty o0 = Pik(x) ou k(x) < m.
Donc en particulier, pour tout x € E;, P/ '(ug,)(z) = 0, donc P/ (ug,) = 0. Clest
absurde car le polynome minimal de wg, sur E; est P. Donc il existe un vecteur ug,-
cyclique x; € F;. On considére maintenant x = xy + --- + x, € E. Alors par stabilité de u

sur chacun des E;, on a

VP e K[X], P(u)(z)

Pu)(z1) + -+ P(u)(z)
= P(u)ip, (21) + -+ + P(u)g, (27)
= P(up,)(z1) + -+ + P(yg, ) (zr)
Donc

Pu)(z) =0 & Vie[l,r], Plyg,)(z;) =0 & Vie[l,r], P™|P
Donc m,, , = my.

2. La famille est libre car sinon on aurait un relation de dépendance linéaire entre (x, u(x), ..., u?"(z)),
donc un polynéme P de degré au plus d — 1 non nul tel que P(u)(z) = 0, ce qui contredit
deg(m, ) = d. Cette famille est génératrice de Vect(u'(x) ; i € N) car Vect(x, u(z),...,ud"(z))
est stable par u puisque u®(z) € Vect(z, u(x),...,u’ ! (x)).
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Dans cette base, on a wp(u'(z)) = w(u'(x)) = u(z) pour tout 0 < i < d — 2, et
wp(w(z) = vl(zr) = ) —ani(d) si my = X%+ 3.7 a; X7, Donc dans cette base,

on a .

0 0 . —Q
0 e —Qaq
Mat(u|F') =
0 ... 1 —Qg—1
Comme la famille (z,u(z),...,u¢"1(z)) est libre, alors tout polynéme non nul de degré

inférieur ou égal a d — 1 n’annule pas u|p (car évalué en x, on n’obtient pas le vecteur nul).
Donc deg(my,,,) > d. Mais dim(F) = d = deg(xu,)- Par le théoréme de CAYLEY-HAMILTON,

Tup = Xup- D€ plus, le polynéme m, annule u|p et est de degré d, donc on a my, . = Xup = Tu.

. Soit G un supplémentaire de F' stable par u (existe par hypothése). On note v = u. On a
mu(v) = 0, donc m,|m, = Tup- Onadonc B = F@®G ou F et G sont stables par u et WU‘G|7TU|F.
On conclut par récurrence sur la dimension de F en appliquant ’hypothése de récurrence a
G et v. L'initialisation se fait dans le cas ou u est cyclique sur E (la décomposition de E est
alors £ = F)

. G est stable par u car si y € G, alors pour tout i € N, e o u'(u(y)) = € o u(y) = 0.
Montrons dans premier temps que F'N G = {0}. Soit y € FFNG. Comme y € F, alors y

s’écrit dans la base (eq,...,eq) :
Yy=1yer+ -+ Yacd

Comme y € G, alors pour tout i € N, e} ou’(y) = 0. Pour i = 0, on obtient que y4 = 0. Pour
t = 1, on obtient que y43_1 =0, ..., pour « = d — 1, on obtient que y; = 0. Donc y = 0.
Montrons maintenant que F' 4+ G = E. On le fait par un argument de dimension. On a
G =T"° = Vect(I')°, donc dim(G) = n — dim(Vect(I')). On considére 'application

Klu] —  Vect(I)
P(u) +— e€joP(u)

Par définition de I' et de son espace engendré, cette application est surjective. Donc dim(Vect(I')) <
dim(K[u)) = deg(m,) = d. Donc dim(G) > n — d, et ainsi dim(G) + dim(F) > n. Donc
F+G=F (car FNG = {0}). Donc F et G sont en somme directe.
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