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Partitions non croisées combinatoires

Une partition P; LI --- L P, = [1,n] est non croisée

=4
il n'existe pas i < j < k<l €[l,n] tel que i,k € Py, j,l € P, et s #t.

Représentation géométrique :

Figure — Une partition croisée et une partition non croisée de [1, §]
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Dénombrement

Théoreme

Le nombre de partitions non croisées de [1,n] est égal au nombre de CATALAN

C. — 1 <2n>
n+1\n

Preuve. Dans une partition non croisée P, L --- LI P, de [1,7n] on considére

k= mln(P@) ol nekpb
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Alors toutes les parties contenant des éléments < k forment une partition non-croisée
de [[1,k — 1], et les autres forment une partition non-croisée de [k, n] telle que k et n

appartiennent a la méme partie.

10 6

9 7
3 8

En retirant n, ceci donne une partition non-croisée de [k,n — 1].
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Réciproquement, a partir de deux partitions non-croisées de [1,k — 1] et [k,n — 1], on
construit une partition non croisée de [1,n] en faisant le cheminement inverse.

Récurrence : P, = nombre de partitions non-croisées de [1,n].

n n—1
Py=> PPy y=> PiPy1y et P=1
k=1 k=0

Donc

\vneN,P =,
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Bijection avec les chemins de DYCK

Bijection avec les chemins de DYCK de longueur 2n :
Py U---UP, =[1,n] non croisée — NS**NS*? . NSIn-1NSw"

ol a; = |Py| si i = max(F}) et a; = 0 sinon.

1 2 3 4 5 6 7 8
NNSNNSSNNNSSNSSS

C’est une bijection entre les partitions non croisées de [1,n] et les chemins de Dyck

de longueur 2n
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Structure de treillis

Treillis naturel sur les partitions non croisées par raffinement.
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Différents treillis (n = 3)

Treillis de KREWERAS : par raffinement Trellis de STANLEY : par recouvrement

A
20N N
&
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Partitions non croisées algébriques : cas de G,

Soit T={(i j);1<i<j<n} et S={( i+l);1<i<n—1}
Ona &, =(T)=(S)

Définition

Longueur de 0 € &, :

l(0) =min{k € N; 3s1,...,s, €S, 0 =51...5;}

Longueur de réflexion de 0 € G,, :

Ilp(c) =min{k e N; 3s1,...,8. €T, 0 =51...5k}

Exemple : I((1 4))=5etip((1 4))=1
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Ordre absolu, partitions non croisées

Définition (Ordre absolu)

Vo,71 € &y, o <r7&lp(o)+ir(c7ir)=1r(r)

On note c le produit des transpositions élémentaires ¢ = s1...5,_1

Définition (partition non croisée)
o € G, est une partition non croisée si o <7 c.

On note NC(&,,) I'ensemble des partitions non croisées de &,,.

Théoreme (BIANE, 1997)
L’application qui a o € NC(&,,) associe la partition donnée par son support est a
valeurs dans I'ensemble des partitions non croisées combinatoires de [1,n], et il s'agit

d’un isomorphisme de treillis.
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Groupes de COXETER

Soit S = {s1,...,5,} un ensemble fini et (m(s,s’))(s s)ecs2 € (NU {+00})5” tel que

Vs#£s €8, m(s,s)=m(s',s)>2 et m(s,s)=1

Définition (Groupe de COXETER)

On pose W le groupe défini par la présentation :
(81,...,8n | Vsi, 55 € S, m(s;,s5) < +o00 = (sisj)m(s“sj) =1)

On dit que (W, S) est un systéme de COXETER, et que W est un groupe de COXETER
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Matrice de COXETER, diagramme de COXETER

Définition

La matrice (m(s,s))s s’cs est appelée matrice de COXETER. Le diagramme de
COXETER est le graphe obtenu a partir du graphe complet non orienté dont les
sommets sont étiquetés par les éléments de S et I'aréte s — s’ est de poids m(s, s’), en

retirant les arétes de poids 2 et en ne marquant pas le poids des arétes de poids 3.

Exemple :

(o) =—)—(=)

Figure — Un diagramme de COXETER et une matrice de COXETER de type Bs

(ORI
SRS

2
3
1
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Exemples

W =6, S={(0 i+l);1<i<n-1}

Vi, j € [1,n — 1], on a les relations :

s7=1 (m(siysi) =1
885 = 8584 si |Z _]| >1 (m(sivsj) = 2)
5i8j8; = 5j5;S;  Si ’z — ]| =1 (m(si,sj) =3

Alors (W, S) est un systeme de COXETER (de type A,_1).
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@ @ . @ Sn—1

Figure — Un diagramme de COXETER de type A,,_1

Autre exemple : les groupes diédraux (groupe des isométries vectorielles du plan

préservant les polygones réguliers). Le groupe Dy, est un groupe de COXETER car
Dy, = (s,t| s> =1, t* =1, (st)" =1)
Son diagramme de COXETER est alors de type I3(n)
O——®
Figure — Un diagramme de COXETER de type I3(n)
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Nombres de COXETER-CATALAN

En énumérant les partitions non croisées pour les groupes de COXETER finis, on

généralise les nombres de CATALAN

An Bn Dn E6 E7 Eg F4 G2 H3 H4 Ig(m)

1 2n 4+ 2 2n n—2(2n—-2
833 | 4160 | 25080 [ 105 | 8 | 32 | 280 | m+ 2

n+2\n+1 n n n—1
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Partitions non croisées

(W, S) un systéme de COXETER fini.
T = Upew wSw™! est I'ensemble des réflexions de W.

Un produit de tous les éléments de S' est appelé un élément de COXETER, noté c.

Définition (Partition non croisée)

Une partition non croisée (relativement a c) est un élément w € W tel que w < c.

On note NC (W, c) I'ensemble des partitions non croisées de W relativement a c.
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Merci pour votre attention !

22/22



	Partitions non croisées
	Groupes de Coxeter

