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1 Pendule approché
Référence : Petit gquide de calcul différentiel, Francois ROUVIER
Proposition 1.1 ~N

Pour a €]0, 1], on considere le systeme différentiel, et son systéme linéarisé :

9 = —sin() ) )
(P):q 0(0) = a et (P){ ¥(0) = a
9(0) = 0 W(0) = 0
Alors
t]al?

VE20,10(t) —¢(@)] < G
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Autrement dit, on dispose d’'une majoration de l'erreur entre le systeme approché pour les
petits angles, et le systeme "réel". Application numérique : si on se contente de regarder un pendule
pendant 24 heures, et qu’on se contente d’'une erreur absolue de 10™! radians, ’approximation est
satisfaisante pour a ~ 1.1 degrés. Pour un temps de l'ordre de la minute, on bascule a a ~ 12.3
degrés.

Démonstration : 1. Montrons que le systéme P défi- donc, en notant A la matrice antisymétrique, et B(t)
nit une fonction @ bornée. Pour tout ¢ > 0, le deuxiéme terme, Z est alors donné par :

0" (t) = —sin(6(t))

t
On multiplie par ¢'(t) pour obtenir I'énergie du sys- Vi > 0,Z(t) = e Z(0) —1—/ exp((t — s)A)B(s)ds
téme : 0
0'(1)0" (£) = —8'(£) sin((2)) Or, A admet pour exponentielle :
On peut alors intégrer cette égalité : A cos(t)  sin(t)
—sin(t) cos(t)
Ik € RVt > 0,0 (t)? = 2cos(0(t)) +
La condition initiale donne k = —2 cos(a), donc | Ainsi, avec Z(0) = 0, la premiere ligne de Z(t) vaut
alors :
0'(t)? = 2(cos(6(t) — cos(a))
Ainsi, t
016) = w(t)] = | [ sin(t — 5) [6(s) ~ sin(o()] ds
Yt > 0,cos(6(t)) = cos(a) 0
Il suit que Or,
— X3
V> 0,0(t) € |€|Z[ a+ 2nm,a + 2nn) VX € R, [sin(X) — X| < | 6\

Puisque 6(0) = a € [—a, a], il suit par continuité de 6

Cette inégalité s'obtient en intégrant quatre fois
que 6(t) €] — a,a[ pour tout t > 0, donc

|cos| < 1. Par inégalité triangulaire, et en utilisant que
|sin| < 1, il reste :
vt > 0,10(t) <a

“logs)®
ore) - wie < [
0

2. On considére

vz 0,20 | o0~ 10

Alors Z vérifie I'équation différentielle linéaire :

Et d'apres 1., on aboutit au résultat escompté :
t 3
vt > 0,6t — win)] < 12
0 1

Z'(t) = (_1 0) Z(t) + (g(t) _ gnw(n)) :

2 Théoreme de Lyapunov

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Frangois ROUVIER

Théoréme 2.1 : Théoreme de LYAPUNOV

Soit f : R" —» R™ une application de classe C telle que £(0) = 0. On note A % 9 £(0).
On considére le systéeme différentiel :
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On suppose que

VYA eao(A), RN <0
Alors

x 0 est un point d'équilibre attractif du systeme.

|l existe un voisinage de 0 pour lequel dans toute condition initiale fait converger y(t)

exponentiellement vers 0.

Pour montrer ce théoreme, on a d’abord besoin du lemme suivant.

[ Lemme 2.1 ]
Soit A € M,,(C). Il existe un polynéme P € R[X] tel que

Vz € C", | <P | X €™ ]
Ao (A)
Soient z € C" et t € R. Ainsi,
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x4 annule
A, et d'aprés le lemme des noyaux, il suit donc que m(A)—1
"
tA,, _ AT n
P ker ((A-21)"») o= M Y A= AD A
A€o (A) n=0
A€o (A)
On décompose z dans cette somme directe : Il reste plus qu'a contrdler la norme de cette somme.
= Z T\ m(A)—1 |t|’7
Ao (A A A
= leall < 30 [ 30 SEIA =AD"
Notons Aeo(A) n=0 :
Ty 4 1er ((A AL,)") ) En considérant la norme subordonnée associée a |||, il
existe alors une constante 0;7\ > 0 tel que
DansI'y, ona:
1(A = AL 25| < Cplla

et Ag, = M l(A=A) . R
Ensuite, en notant C* le plus

Développons la deuxiéme exponentielle en série entiére :

grand des C), on a :

tA N Ry |t| "R [£]"
— _ n A
ey =e ;:0 p (A= A)"zy E ) FlI(A =AD"yl < C Eﬁ p [E3N
n=0 n=0
Or, par définition de ) € Ty : (m(\)—1—n)

Puisque % < 1, on se retrouve avec :

VY = m(A),(A—X)"zy =0
m(\)—1 |t‘
> (A =AD"z, < C*
m)-1 =
etAry =M Z A A2y

donc finalement,

Par la formule du bindme :

m(A)—1

> (" e

n=0
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m(A)—1

D

n=0

£

A= anTas < CX (L4 )™M ||

Puisque 1+ [t| > 1 et m(\) < n, on a alors

m(X)—1 |t‘77
> A=A < O )" o
n=0 "

Démonstration : 1. Si z est la solution du systéme
approché

et

alors z(t) = e*4z, et par la majoration du lemme,

puisque chaque X\ de partie réelle strictement négative,

z(t) —— 0
t——+oo

2. On introduit I'application b : R" x R” — R :

) +oo
Va,y € R" b(z,y) o / (e, ety dt
0

Montrons que b est bien définie. Pour cela, observons
que

t— (ez, ety)

est continue sur R, et que d'aprés |'inégalité de
Cauchy-Schwarz,
(et )] < a4

D’apreés le lemme,

(e, e y)| < P(|t))?

Y ™l

Xeo(A)

Or,

t — P(|t])?

§ eti)‘t/\

Ao (A)

est intégrable sur R, car le spectre de A est de partie
réelle incluse dans R* , donc pour chaque A € o(A),

Vn € N, t — et

est intégrable sur Ry. b est donc bien définie. C'est
une application bilinéaire, symétrique, définie et positive.
Montrons qu’elle est en effet définie, les autres affirmations
étant immédiates. Si b(x, z) = 0 alors

Notons alors

" max CM1+t)"
A€o (A)

On a alors réussi a montrer que
le 2]l < P D0 el
Xeo(A)

Par inégalité triangulaire, on a ||| < ||z||, et donc on

obtient la majoration souhaitée.

400 9
/ et %dt = 0
0

donc, par continuité, ez = 0. Ainsi, z € ker(e*?). Or,
est inversible, d'inverse e *4, donc = 0. b est alors

définie positive. On définit alors la fonction de Lyapunov :

) +00
q(z) def. b(z,z) = / HetA;vHZdt
0
3. Montrons que
(Va(w), Az) = 20(x, Az) =~

Pour cela, il suffit de remarquer que pour k € [1,n],

en notant e, le k-éme vecteur de la base canonique de R™,

Ainsi,

<ﬁq(:c), A:c> = z”: 2b(zx, ey ) [Ax]k
k=1

donc par linéarité a droite de b,

<ﬁq(x),Ax> =2b (a:, Y [Aa:]kek>

k=1

d'ol
<§q(m)7Ax> = 2b(x, Ax)
Or, par définition de b,
“+oo
b(x, Ax) = / (e, etAAx> dt
0

Or, on constante que

1 [<etAx, etAxﬂ =2 <etAx, etAA;U>

donc cette intégrale vaut finalement

1 271 to0
b, Aw) = 3 [ ]°].

ce qui montre bien que
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(Va(e), Az) = 2b(z, Az) =~
4. On note

r(y) = f(y) — Ay

Soit y I'unique solution maximale (sur I = [0,7")) de
ce probléme de Cauchy, qui existe car f est de classe C!,

donc est localement lipschitzienne. On constate que

e > 0,7%), S lal(®)] = 2600/, (0)

Ainsi, puisque y' = f(y), pour tout t € [0,T7) :

la(y(t))] = 20(f(y(t)) — Ay(t),y(t))

+ 2b(Ay(t),y(t))

D’apreés le point précédent, il suit donc que

&lo

vt > [0,77), % la(y()] = = lly@)1* + 2b(y (1), 7 (y(2)))

5. Montrons que s'il existe a > 0 tel que ¢(y) < «,

alors il existe 8 > 0 tel que

—llylI* + 2b(y, r(y)) < —Baly)

Sur R™, ¢ et la norme euclidienne sont équivalentes, on
note C1,Cy > 0 tels que

vz € R", C1lel|” < q(x) < Coll]?

f est différentiable en 0, donc pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que si g(x) < 6 alors

q(r(z)) = q(f(z) — Az) < eq(x)

Soit € > 0. D'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

—llyll* + 2b(y, (1)) < —llyll* + 2v/a()a(r(y))

Pour ¢(y) < 4, on a alors

—Nlyl” + 2b(y, 7(y)) < —IlyllI” + 2cq(y)

Par équivalence des normes, on a ||y||* > C%q(y), donc

2
—q\y
=+ 20, ) <~ 4 2eq(y)
Pour £ > 0 assez petit,
ef. —1
Y o +2<0
2

Ainsi, on a bien montré que si g(y) < ¢ alors

—llyll? + 2b(y, r(y)) < —Baly)

6. On peut alors enfin conclure. Supposons que ¢(z) <

a. Montrons que pour tout ¢ > 0, ¢(y(t)) < a. Par I'ab-
surde, si

S inf {t > 0,q(y(t)) > a} < +oo

Alors d'apreés le point précédent,

L) < ~Baw)(r) = ~fa <0

Alors I'application ¢ — ¢(y(t)) est strictement dé-
croissante au voisinage de 7, donc il existe § > 0 tel que

vt el —6,7q(y(t)) > q(y(r)) =«

Cela contredit le fait que 7 est le plus petit temps pour
lequel ¢(y(t)) > a. Ainsi, pour tout t > 0, q(y(t)) < a. On
dispose alors de I'inéquation différentielle suivante :

Vt >0, %[q(y)](t) < —Bqly(t))

qui se résout par multiplication par e”* pour avoir fina-
lement la décroissance exponentielle voulue :

a(y(t)) < e Pq(2)

qui est équivalente a celle avec la norme euclidienne par

équivalence des normes. O

3 Théoreme fondamental des polynémes symétriques

Référence : Les maths en téte, algébre, Xavier GOURDON
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Définition 3.1 ~
Dans Z[ X, - - -, X,,], on définit le k-éme polynéme symétrique élémentaire :

ok (X, Xn) & > lHXZ] € Z[Xy, -+, Xy
IeP([Ln]) Liel

On peut aussi les écrire de la sorte :

Uk(Xla"' 7Xn): Z leinEZ[Xla 7Xn]

1< < <ip<n

\
Pour ¥ € Z[X1, -+, X,), on asur Z|T] :
n n
LT - X) = 3 (~1)o¥ T
i=1 k=0
Définition 3.2 o
Soit A un anneau commutatif unitaire. Un polyndme P € A[X}, -, X,,| est dit symétrique
Si :
Vo € GTw P (Xa(l)a to 7Xcr(n)> s P(Xla co 7Xn)
On note Agym[X1,- -+, X,] I'ensemble des polynémes symétriques. C'est une sous-algebre de
A[Xb i aXn]
Théoréme 3.1 : Théoreme fondamental des polyn6mes symétriques ~
Soit A un anneau commutatif unitaire. La sous-algebre Agm[X7,- -, X,] des polynémes sy-
métriques de A[X7,- -+, X,,] est engendrée par les polynémes symétriques fondamentaux notés
G
by X
Asym[le"' 7X'n] =A [01 y " >0n]
Référence pour la démonstration : Serge LANG, Algebra + Wikipédia
Démonstration : On définit le poids d'un polynéme a est de degré d. En outre, si P est de poids d alors
plusieurs indéterminées : si X1, --- , X,, sont des indétermi- P(oi%, - ,0:X) est de degré d.
nées, on définit le poids pour un mondéme par : On montre le résultat suivant, qui implique le théoréme
fondamental des polyndmes symétriques :
" Joy def. n Soit P € A.sym[X1,~- , X»n] un polynéme symétrique
w (X7t Xpr) = Zk’/k de degré d. Il existe alors un polynéme g € A[ Xy, -, X,,]
k=1

de poids inférieur ou égal a d tel que

Si P € A[Xy,---,X,], son poids est le maximum des
poids de ses monémes. Constatons alors que si un monéme
X'+ X[ est de poids d alors le mondme

P(Xy,--- ,Xn):g(af(,...,ax)

On démontre ce résultat par récurrence sur n, le nombre
d’indéterminées. Sin = 1, alors X = 01(X), et le théoréeme

o3 est vrai avec ¢ = P. Soit n > 1. Supposons le théoréme
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vérifié pour tout polyndme symétrique 3 n — 1 indétermi-
nées. Notons o;X les polynémes symétriques élémentaires

les n — 1 indéterminées Xy, -, X,,_1 :
x déf.
op = op(X1, -, Xn1)

et on note 7% les polyndmes symétriques élémentaires
pour les n indéterminées X1, -+, X,, :

X déf.
Tk; = O'k(X17"' ,anl,Xn)

Alors on démontre par récurrence forte sur d le résultat
suivant :

Pour tout polynéme symétrique P a n indéterminées
de degré d a coefficients dans A, il existe un polynéme a n
indéterminées g de poids inférieur ou égal a d tel que

P(Xlw,"' ',Xu,) :q(Tlx TX)

r'n

e Pour d < n, les polyndmes considérés sont des poly-
ndmes a n indéterminées symétriques de degré inférieur a
n. lls s'expriment par conséquent comme produit des poly-
ndmes symétriques élémentaires, qui ont un degré exacte-
ment égal au poids des polynémes symétriques; donc I'ini-
tialisation est vérifiée.

e Soit d > n. On suppose que la propriété est vraie pour
tout polyndme symétrique de degré d’ < d — 1. Soit P €
Agym[X1, -+, X,,] de degré d. Alors P(Xq, -+ ,Xp-1,0)
est un polynéme a n — 1 indéterminées, donc par hypothése

de récurrence sur n, il existe g1 € A[of, -+ 00| de
poids inférieur ou égal a d tel que
X X
P(Xh e ;Xn—lao) =g (01 P 7UTL—1)

Par le constat sur le poids vu avant le début de la récur-
rence, on constate que g(7{*,---, 7 ;) est de degré plus
petit que d. On définit

déf. X X
P1<X1a"' , Xn) = P(le"' ’Xn) _91(7_1 ) ’Tnfl)

Alors P; est de degré au plus d, et est symétrique. De
plus, remarquons que

O-k:(X17"' 7Xn7170) = O'k(X17"' ,anl)

Donc, on a :

PI(XI;"' ,anl,o) = 0

donc P, admet X,, comme diviseur. P; étant symé-

trique, il admet en fait X;---X,, comme diviseur, donc
7.X. Ainsi, il existe Py € Agym([X1, -+, X,,] tel que

Pi(Xy,---

X)) =T Po(X1, o, X))

Or, P, est de degré plus petit que d —n < d, a n indé-
terminées, donc par hypothése de récurrence sur d, il existe

g2 € A[X4, -+, X,] de poids inférieur ou égal a d tel que
Py(Xy,- o, Xp) = ga(mi -+ 7))
Ainsi,
P(X1,-, Xp) = Pi(Xy, -, X)) — i (S o Tiy)
Soit encore
P(le"' vXn) :7_592(7{{7"' 77—5) _g(Tlxa"' 77—5(71)

Donc, en définissant

g(le"' aXn) :Xng2(X17"' 7Xn)_gl(X1;"' aXn—l)

On a montré que

P(Xla"'7Xn):g(7-1xa"'a7—7§)

avec g € A[Xy, -+, X,] de poids inférieur ou égal a d.

Ce qui conclut la récurrence. O

Référence : Théorie algébrique des nombres, Pierre SAMUEL

Théoréeme 3.2 : Théoreme de d’ALEMBERT-GAUSS
C est algébriquement clos : tout polynéme non constant de C[X] admet une racine dans C.

W

Démonstration :
suivantes :

On suppose acquises les propriétés

(a) Tout polynéme réel de degré impair admet une ra-
cine dans R.

(b) Tout polyndme complexe de degré 2 admet ses deux
racines dans C.

(c) Pour tout corps K et P € K[X], il existe un corps
de décomposition pour P par rapport a K.

(d) Les relations racines-coefficients avec les polynémes
symétriques élémentaires.

(e) Le théoreme fondamental des polynémes symé-
triques.

Soit P € C[X]. Si a € C est racine de PP € R[X],
alors P(a) = 0 ou P(a) = 0, auquel cas P(a) = 0 donc P
admet une racine. Ainsi, on peut se contenter de montrer
le résultat sur les polynémes de R[X]. Pour d € N, on note
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d = 2"q, avec ¢ impair. On fixe donc ¢ € N impair. On
se propose de montrer le théoréme par récurrence sur n, la
valuation 2-adique de d.

e Pour n = 0, d est impair, et d'aprés (a), tout poly-
néme réel de degré impair admet une racine, réelle qui plus
est. L'initialisation est donc vraie.

e Soit n € N. On suppose que tout polynéme réel
de degré 2”/q ot n’ < n admet une racine dans C. Soit
P € R[X] de degré d = 2™q, que l'on suppose unitaire.
D'apres (c), il existe une extension K de C dans laquelle il
existe 1, -+ ,z, € K tels que

n
= [lee=a

Montrons que pour tout k € [1,n], z; € C. Pour tout
c € R, on considére

[c] déf.

Vi<je[ln],y; = xi+x;+criz;

Il'y a (2_ éléments yz[J] comptés avec multiplicité

(id est on peut compter plusieurs fois compter le méme
élement dans ce décompte). Considérons :

I &

1<i<j<n

G[c] dg.

C'est un polynsme de K[X] de degre 441 — gn—1y.

Par les relations coefficients-racines (d), les coefficients
de GI9 sont fonctions polynomiales symétriques des y[c]
donc des zj. Or, d'apreés le théoréme fondamental des po-
lynémes symétriques (e), tout polyndme réel symétrique en
les z; est polynéme réel en les fonctions symétriques élé-
mentaires de x;. Or, les z; sont racines de P € R[X],

donc par les relations coefficients racines, les polynémes
symétriques élémentaires de x; sont des polynémes réels,
donc Gl9 € R[X]. Gl est alors un polyndme réel de degré
2"~1q. Par hypothése de récurrence, I'une de ses racines est
dans C. Donc, on a montré que pour tout ¢ € R, il existe
deux indices i(c) et j(c) tels que

[c]

Yi(e),j(e) = Tile) T Tj(e) T CTi(e)Tj(e) € C

Or, ¢ — (i(c),j(c)) envoie un réel sur [1,n]?, donc
cette application ne peut pas étre injective, puisque R est
infini. Il existe donc deux éléments c et ¢/ € R tels que

i) =i(c) & r et j(c) = j(c') E s. Ainsi,
g eCetyl)ec

Ce qui donne les égalités en les x, + x5 et x,x, sui-
vantes :

e C

Ty + Tg + CTrTq
e C

/
Tr+Ts+CTrxy

Par combinaisons linéaires, il suit que z, + x, € C et
z,xs € C. Or, z, et x4 sont racines de

2
22— (zr +x5)z + 225 =0

C’est un polynéme de degré 2 a coefficients complexes,
donc admet ses deux racines dans C, via (b). Il suit que z,
et 5 € C. On a alors réussi @ montré que P admet une
racine complexe. Cela achéve la récurrence. O

4 Théoréme de Frobenius - Zolotarev

Référence :

Objectif Agrégation, Vincent BECK, Jérome MALICK, Gabriel PEYRE

Définition 4.1

de Z dans {—1,0, 1} telle que

Soit p € N un nombre premier. On définit le symbole de LEGENDRE comme étant |'application

0 Si a € pZ
Va € Z, ( ) - 1 si  aestun carré modulo p
p —1 sinon

~

Théoréme 4.1 : Théoreme de FROBENIUS-ZOLOTAREV

Soient p >

relation :

3 un nombre premier, I, le corps a p éléments et V' un [F,-espace vectoriel de
dimension finie. Alors pour tout endomorphisme inversible v € GL(V) € &(V), on a la
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Référence : Daniel PERRIN, Cours d’algébre

[ Lemme 4.1 ]
Si K est un corps et n € N* alors :

« Deux transvections sont conjuguées dans GL,,(K).

x SL,,(K) est engendrée par les transvections.

[ Lemme 4.2 ]
Si K est un corps différent de [Fy et si n > 3 alors

D (GL(K)) = SLn(K)

ol D(G) désigne le groupe dérivé de GG, c'est-a-dire le groupe engendré par les commutateurs
de G.

Si A,B € GL,(K) Or, deux transvections sont conjuguées dans GL,,(K) :
alors il existe S € GL,,(K) telle que

det([4, B]) = det(ABA™'B™!) =1

donc D(GL,(K)) C SL,(K).
Soit U € SL,(K) une transvection, id est une ma- d'ou U = SUS™'U~! =[S, U], donc U € D(GL,(R).
trice du type I, + \E; j avec i # j. Alors U? est aussi une

transvection, puisque K est de caractéristique différente de ) o o )
9. que toutes les transvections étaient étaient incluses dans

D(GL,(K)). Par conséquent, SL,,(K) € D(GL,(K)). Dot
U? =1, +2\E; D (GL,(K)) = SL,(K).

U?=8U85""

Les transvections engendrent SL,,(K). On a montré

[ Lemme 4.3 ]
Soit K un corps différent de F5. Soit M un groupe abélien. Pour n > 3, on considere

¢ GL,(K) — M

un morphisme de groupes. Il existe un unique morphisme de groupe

0: K — M
tel que ¢ = d odet :
GLu(K) —2— M
det d
KX
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D’aprés le lemme 4.2,
D(GL,(K)) = SL,(K). Par propriété universelle du groupe
dérivée, GL"(K)/SL"(K) est un groupe abélien. De plus,
SL,.(K) C ker(p). En effet, Si A, B € GL,(K),

o([A, B]) = [¢(A), p(B)] = 1n
car M est commutatif. Puisque SL,(K) est engen-
dré par les commutateurs de GL,,(K), SL,(K) C ker(y).
Par propriété universelle du groupe quotient, il existe alors
un unique morphisme ¢ : GL"(K)/SLn(K) — M tel qu
@ = @ omou m désigne la surjection canonique :

L (K) —— 1
N/

) /st k)

Or, d’aprés le premier théoréme d’'isomorphisme ap-
pliqué a det, il existe un unique isomorphisme det
GL"(K)/SL”(K) — KX tel que det = 7 o det, qui fait com-
muter le diagramme commutatif suivant :

[ Lemme 4.4 ]

G

L (K) €8 gex
N

e ® /s, )

Ainsi, on se retrouve dans la situation suivante :

On définit donc § % %) 0@_1, qui est unique par
unicité de det et @.

Soit p > 3 premier, et IF,, le corps a p éléments. On note § le symbole de LEGENDRE par
rapport a p. § est I'unique morphisme non trivial de Y — {—1,1}.

Le symbole de Legendre
est non trivial, car il existe des éléments qui ne sont pas des
carrés dans F .

Soit a : )Y — {—1,1} un morphisme non trivial.
Son noyau définit un sous-groupe d'indice 2. De plus, )
est un groupe cyclique, de cardinal pair. Ainsi, d'aprés un
théoreme, ker o est I'unique sous-groupe d'indice 2 de FF .

Démonstration : On considére

e:6(V) — {-1,1}

la signature que I'on va restreindre & GL(V'), et on no-
tera € cette restriction. ¢ est alors un morphisme de groupe
de GL,,(F,) ~ GL(V'), oti n est la dimension de V, & valeurs
dans un groupe commutatif {—1,1}. Par le lemme 4.3, il
existe 0 : )Y — {—1,1} tel que

e=0odet

Montrons que ¢ n'est pas le morphisme trivial. Grace a
cela, le lemme 4.4 nous permettra de conclure que ¢ est le
symbole de Legendre.

Pour cela, on constate que {1/ = p™. |l existe une exten-

sion de [F,, de cardinal p" oef- g, on le note Fy. Alors V et I,

I vérifie en particulier

IF; =kera U zkera

ol a(x) = —1. Ainsi, a(a) est entiére déterminé selon
I'appartenance de a a ker & ou non. « est alors unique, et

0 réalise exactement cette propriété.

sont isomorphes en tant qu'espaces vectoriels. On considére
g un générateur du groupe cyclique F X, et |'application

F, — Ty
U
x — gzr
Cette application laisse 0 fixe, et agit comme la permu-
tation (1 --- p— 1) sur les autres éléments. Ainsi,

e(u) = (-1)7 = -1

en étendant la définition de e sur Fy ~ V, et en remar-
quant que ¢ = p” est impair. Ainsi,

dodet(u) =-1

donc § n'est pas le morphisme trivial. On a alors réussi

a montrer que J était bien le symbole de Legendre. O

11
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5 Générateurs du groupe linéaire et du groupe spécial li-

néaire
Référence : Daniel PERRIN, Cours d’algébre

Théoréme 5.1

propositions suivantes sont équivalentes :

(i) detu “A£1L

)
(iif)
)

Matg (u) =

\
Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
x GL(E), I'ensemble des endomorphismes inversibles de E est engendré par les transvec-
tions et les dilatations.
x SL(E), I'ensemble des endomorphisme de déterminant 1, est engendré par les transvec-
tions.
Proposition 5.1 : Dilatations ~

Soient u € GL(E) et H un hyperplan de E tel que u|, = idy (donc H C ker(u — id)). Les

(i) w admet une valeur propre A # 1, et u est diagonalisable.
L'image de u — id n'est pas incluse dans H : il existe © € E tel que u(z) — = ¢ H.
(iv) Il existe A € K* différent de 1, et une base B de E dans laquelle

Dans le cas ou I'une des ces quatre propositions est vérifiée, u est une dilatation de rapport
A d'hyperplan H (ou de direction D, lorsque D représente la direction propre pour la valeur
propre A # 1). On a alors H = ker(u — id) et D = Im(u — id).

0 -« --- 0
0 1
0 --- 1
0 A

Démonstration [(i)) = (ii)] Supposons que
det(u) © A # 1. Alors ker(u — id) est de dimension au
plus n — 1. Or, H C ker(u — id), et H est de dimension
n — 1, donc u admet 1 comme valeur propre de multiplicité
n — 1, de sous-espace propre de dimension n — 1. Puisque
le produit des valeur propres vaut det(u), il suit que X # 1
est la n-éme valeur propre, qui est simple pour u. Ainsi, u
est alors diagonalisable.

[(i1) = (iii)] On suppose que X\ # 1 est valeur propre
pour u diagonalisable. Soit € E vecteur propre pour la
valeur propre A. Alors

ulz)—x=A=-1z#0

Donc

u(z) —z € lm(u—id) N (CpH)

[(iil) = (iv)] Soit € E tel que u(z) —z ¢ H.
Alors u(x) # z, donc ker(u — id) # E, donc par égalité de
dimensions,

H = ker(u — id)

D'apres le théoréme du rang,

rg(u—id) =1

On considére (e1,--- ,e,—1) une base de H, et e, €
Im(u — id), n'appartenant pas a H. Alors (e, -+ ,e,) est
une base de E pour la quelle u(e;) = ¢; lorsque ¢ # n. De
plus, u(en) — en # 0, et e, engendre Im(u — id), donc il
existe p € K non nul tel que

12
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u(en) — e = uey,

donc

u(en) = (1+ pen, = Aey,

ou A # 1.
[(iv) = (i)] Le déterminant de cette matrice est
\# 1. O

Proposition 5.2 : Transvections

(i) uw € SL(E), id est detu = 1.
(i) w n'est pas diagonalisable.
(iii)

(iv)
)

(v) Il existe a € H non nul tel que

Soient H = ker ¢ un hyperplan de E, avec ¢ € E* non nulle, et u € GL(E) tel que u|,, = idyg
(id est H C ker(u — id)), et différente de idg. Les propositions suivantes sont équivalentes :

L'image de u — id est contenue dans H.

L'endomorphisme induit par u sur ¥/ est I'identité.

Ve € Eu(r) =2+ ¢(z)a

(vi) Il existe une base B de E dans laquelle

1 0 0
0 1

: - .l
0 e 001

Dans le cas ou I'une de ces six propositions est vérifiée, u est une transvection d'hyperplan H,
et de droite D = Im(u — id). De plus, D = Vectgk(a) C H.

\

Démonstration : Notons au préalable que |'hypothese
u # id implique par égalité de dimensions que

H = ker(u — id)

[(i) = (ii)] Supposons que detw = 1. Dans ce cas,
puisque u contient au moins n — 1 fois la valeur propre 1, le
fait que det u = 1 donne que sa seule valeur propre est 1, de
multiplicité algébrique n, mais de multiplicité géométrique
n — 1 : supposons par I'absurde que dim(ker(u —id)) = n,
alors u = idg, ce qui contredit I'hypothése u # idg. u n'est
donc pas diagonalisable.

[(it) == (iii)] Supposons que u ne soit pas diagonali-
sable. Soit y = u(z) —z € Im(u —id). 77

[(iii) <= (iv)] On suppose que I'image de u — id est
contenue dans H. On note @ : ¥/ — £/ I'endomor-
phisme induit par u. Par hypothése,

Ve € Eyu(z)—xz € H

si et seulement si

u(z) -z =0

si et seulement si

vz e/ u(z) =2

donc on a bien montré I'équivalence.

[(iv) = (v)] Pour pour tout = € F, u(Z)—Z = 0 dans
I'espace quotient, donc u(x) —x € H = ker(p). Puisque
@ n'est pas nulle, c'est une forme surjective. Ainsi, il existe
xo € E tel que ¢(zg) = 1. Alors, on note

o u(zg) —x0 € H
et a # 0 sans quoi xy € ker(u —id) = H, et donc
w(xg) =0, ce qui contredit p(zp) = 1. On dispose de plus
de :
E =H &Kz
Soit x =z + p(x)xo € E. Alors
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u(r) = u(zy) + p(x)u(zo)
Puisque zy € H et u(zg) = a + zo par définition de
a, il suit que

u(z) =zp + p(r)a+ o(z)z0
donc

Vo € E,u(z) =z + ¢(x)a
[(v) = (vi)] On considére (e1,- -+ ,e,—2,a) base de
H = ker(u — id) (bien défini parce que a # 0, et théoréme

de la base incompléte). ¢ étant surjective, il existe g € F
tel que ¢(zg) = 1. Ainsi, d'aprés (v), on a a = u(zg) — o,
et xg ¢ H. Alors (e1,- -+ ,en—_1,20) est une base de E dans
laquelle u(e;) = e;, u(a) = a et

u(zo) = xo + a

déf.
Dans la base B =" (eq, - - -
la forme matricielle attendue.

,€n—2,a,To), u a donc bien

[(vi) == (i)] Le déterminant de cette matrice triangu-
laire est bien 1. O

On note la suite 7(p, a) la transvection définie par :

Va € B, 1(p,a)(z) 2 + p(z)a

Référence additionnelle : Matthieu ROMAGNY, SL(E) est engendré par les transvections

[ Lemme 5.1 ]

Soit z € E\{0} et soient Hy, Hy deux hyperplans distincts tels que = ¢ H; U Hy. Alors il
existe une transvection 7 telle que 7(z) = z et 7(H;) = Hs.

On note

HE 0N, +Ke

Alors H # Hy, car x € H\Hj. Par dimension, 'un
n'est pas inclus dans |'autre, donc en particulier, puisque
x ¢ Hy U Hs, on a (en complétant une base de Hj, par
exemple) :

E=H+H =H+H,

donc pour z € Ho\H (qui est non vide car x € H\H,

[ Lemme 5.2 ]

et Hs n'est pas inclus dans H), on note

zdg'y+a€H1

avec y € Hy et a € H. Puisque y ¢ H, sans quoi
z € H, il existe p € E* telle que H = ker(p) et ¢(y) = 1.
Il ne reste plus qu'a définir

déf.

Vie E,7(t) = t+ ¢(t)a

Alors 7(y) = z, donc 7 envoie Hy sur Hs et 7(z) = x.

Supposons que dim E > 2. Soient x,y € E. Alors :

* Soit il existe 7 une transvection telle que 7(x) = y.

« Soit il existe deux transvections 7, et 7, telles que y = T 7o(x).

Si x et y ne sont pas

colinéaires, la famille (z,y — x) est libre donc en notant
def S o

a = y —z, il existe une forme linéaire ¢ € E* telle que
v(a) =0 et p(z) = 1. On définit alors

Vte B, r(t) ¢+ o(t)a

et on constate bien que 7(z) = y.

Si x et y sont colinéaires, alors puisque dim E > 2, il
existe z tel que (z, 2) et (y, z) ne le soient pas. Par le point
précédent, il existe 71 une transvection telle que 71 (2) =y
et 75 une transvection telle que T (z) = z, si bien que

Yy=m OTQ(JL‘)

14
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Démonstration : On démontre que SL(E) est engen-
dré par les transvections par récurrence sur n.

e Pour n = 1, SL(FE) est réduit a I'identité, et I'en-
semble des transvections est vide, donc le résultat est vrai
pour n = 1.

e Supposons que pour tout espace E de dimension
n, SL(F) est engendré par les transvections. Soit E un
K-espace vectoriel de dimension n + 1. Soit v € SL(E).
Soit € FE non nul. D'aprés le lemme 5.2, quitte com-
poser v par une ou deux transvections (qui dépendent de
x), supposons que v(z) = x. Soit H un hyperplan tel que
x ¢ H. Ainsi, z = v(z) ¢ H. Donc z ¢ HUv(H), qui
sont deux hyperplans puisque v € SL(E). D'apreés le lemme
5.1, quitte a composer par une transvection (qui dépend de

6 Nombre de Liouville

x), on peut supposer que H = v(H). Alors v|,, € SL(H)
avec dim H = n. Par hypothése de récurrence, il existe
un produit de transvections 7; i tels que v, = [[,c; 7i.1-
Alors chacune de ces transvections s'étendent en une unique
transvection sur E qui fixe © : 7;. Puisque v(z) = z, v est
donc produit des 7;. Ainsi, on a bien montré que SL(E) est
engendré par les transvections.

e Soit u € GL(F) de déterminant A # 1. Soit vy une
dilatation de rapport . Alors vy ou € SL(E) est engendré
par les transvections. Ainsi, u est engendré par les trans-
vections et vy. On a finalement prouvé que GL(E) est bien

engendré par les transvections. O

Référence : Petit quide du calcul différentiel, Francois ROUVIERE.

Proposition 6.1 : Existence d’un nombre transcendant

On pose

déf.

Alors x est transcendant : il n'existe pas de polynéme P € Z[X] tel que P(z) = 0.

+001
2 o

n=0

[ Lemme 6.1 ]

Soit x un nombre irrationnel algébrique de degré au plus n. Alors

3C > 0,Vp € Z,Vq € N7,

On va chercher a appli-
quer l'inégalité dite de la moyenne, ou l'inégalité des ac-
croissements finis. Soit f le polynéme de Z[X] qui annule
x. Il existe a > 0 tel que sur [x — a,z + a], f(z) # 0. Si
L€ [r—a,z+al, on a d'apres I'inégalité des accroissements
finis :

q [z—a,z+a] q
De plus, f (23) est non nul, et se présente sous la forme

q%, avec A # 0 entier. Ainsi, |A| > 1. Il reste donc

Démonstration : On note

C
q q
A
q qr SUP[z—a,z+4a] |f | > qi

N déf. 1 ., ., .
oun Cy = ETT—Ta Cette inégalité est vraie pour

|z — £| < a. Dans l'autre cas, on a [z — E| > a, donc

|z — §| > q%. En conclusion,

x—p‘Z
q

)
qn

on ¢ & min{a, C1 }.

e Montrons que

1\*
0<x—xN<<2k!>
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Pour cela, on constate que

déf. PN
il
+o0o 1 qN
T—IN= Z onl avec gy = 2N donc
n=N+1
Soit, par un petit changement de variables, PN \N
O<zx——<|—
Yoo ] anN anN
_ — ip=1"
T xN_ZQ(n+N)! Six = p alors
n=1 q
Or, on dispose d'une majoration (grossiére) : 0 <pgn —pNa < e
N
k+D!'>k(k+1) >k k+1 Pour N assez grand, le membre de gauche est stricte-
Fapol - ment inférieur 3 1, ce qui contredit pgy — png € Z. Donc
On I'applique ici : x est irrationnel.
too e Montrons que = n'est pas algébrique. Si tel était le
T —1aNn < 21\{% Z 2% cas, le lemme 6.1 nous donnerait, avec n le degré de x :
= C 1\"
donc ngx_pN<<)
aNn qnN qN
N . . . .
v — 1y (1> Ce qui contredirait la croissance de la fonction o —
~X
2N x® pour N assez grand. x est donc un nombre transcendant.
e Montrons que x est irrationnel. On a : O

7 Formule de Poincaré

Référence : Probabilité Tome 1, Jean-Yves OUVRARD

Proposition 7.1 : Formule de POINCARE ~

Soit n > 2. On considére un espace probabilisé (€2, F,P) et (A;)ics une suite finie de cardinal
n d'éléments de F. Alors

P(U4)=3 |0 5 (N4

iel k=1 JePL(I)  \jeJ

ol Pyx(I) désigne les parties de I de cardinal k. Pour n = 2, cela est simplement

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B)

Démonstration : C'est une démonstration sur récur- de cardinal n, et pour toute suite finie (4;);c; € F7, on

rence sur n, le cardinal de I. dispose de la formule de Poincaré.
e Pour n = 2, il s’agit de constater que si A, B € F, On considéere donc I de cardinal n+1, I = [1,n+ 1]
alors par souci de simplicité d'écriture, et (4;);cr une suite de
F!, composé donc de n + 1 éléments. Alors, d'aprés le cas
AUB = AU[B\(ANB)] n=2:
Si bien que

IP’(UAZ)—IP’ U 4|udnn

P(AUB) = P(A)+P(B\(ANB)) = P(A)+P(B)-P(ANB) icl i€I\{n+1}

e Soit n > 2. Supposons que pour tout ensemble I permet d'avoir, avec I’ I'ensemble I\{n+1} de cardinal
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i€l iel’

Constatons que

P <U Ai) ©p <U Ai) +P(Apt1)-P (U AiNAn

iel’

UJAandn={J@Andn)

iel’ iel’

afin d'appliquer deux fois I'hypothése de récurrence sur

I'. Pour le premier terme, il s’agit de

icl’

Pour le troisiéme terme, c’est essentiellement la méme

chose :

P (U A;N An+1> E z”: (—1F!
k=1

iel’

Constatons que le premier terme se réécrit de la sorte,

P(Ua) U3 o 5

k=1 JEPL([1,n])

P ()4

Jje€J

A ce stade, on a :

P (U Az) 2 (1) + P(Ansn) — 3)
el déf.

Constatons que P(A,, 1) est en fait le terme d'ordre 1
dans la somme de (3), car :

{JePi([l,n+1]),n+1eJ}={n+1}
Si bien que

=P(An41) — (3)

donne en faisant attention aux signes :

n+1
=S ey Y B[N
k=1 JEPL([1,n+1]) JjeJ

Z P m AjN A n+led

JEPL([1,n]

en faisant apparaitre les parties de [1,n + 1] :

n

NI SIS

k=1 JEP,([1,n+1])

n+1¢J

Concentrons-nous sur le troisiéme terme. On voit que

les intersections du type

ﬂ AN A

jeJ

ou J € Px([1,n]) peuvent aussi étre vus de la sorte :

M4

jeJ’

ot J' € Prt1([1,n + 1]) contient n + 1. Ainsi, le troi-

siéme terme se réécrit

OEDSICILDS)

P (A4

jeJ

Pl (A

k=1 JE€Pk+1([1,n+1]) jeJ

n+leJ

Afin de tenter un regroupement avec (1), on fait le

changement de variable k < k + 1 :

n+1
B == |V > P4
k=2 JePr([1,n+1]) JjE€J
n+leJ

On aboutit alors a notre expression () :

OE TP [CHLED DS A N A R
k=1 JEPL([1,n+1]) jed
_ n+1¢J i
n+1
+ Y (=t Y P4
k=1 JEP([1,n+1]) jeJ
L n+ledJ J

Il reste donc qu'a examiner le terme d'ordre n + 1 du
premier terme. Il s'agit de constater qu’en fait

{Je€Ppti([lin+1]),n+1¢J} =2

et qu'on fait la convention usuelle que ", X = 0. Le
terme d'ordre n+ 1 du premier terme est donc nul, et il est
alors possible de regrouper la somme. La derniére chose a
constater est alors que pour tout k € [1,n+ 1] :

Pe([1,n+1]) = {JePL([l,n+1]),n+1¢J}

U {JePu(l,n+1]),n+1€eJ}

donc on a bien

n+1
H=> [t > P4
k=1 JEPL([1,n+1]) jeJ

Ce qui conclut la récurrence, et la démonstration de
cette formule. O
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8 Contre-exemple de du Bois-Reymond

Références :
1. Analyse pour 'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY
2. Les Contre-exemples en mathématiques, Bertrand HAUCHECORNE

Définition 8.1 ~
Soit f € C°(R) 27-périodique. On définit sa N-éme somme de FOURIER par :

N

v e R, Sn(f,2) E S en(f)e

n=—N

ou

; 21
Vn € Z,c,(f) < / flt)e ™ dt
0

Théoréeme 8.1 : Contre-exemple de du BOIS - REYMOND

\
Il existe une fonction f € C°(R) 27-périodique telle que
sup |SN(fa O)' = +00
N>1
En particulier, la suite des sommes de FOURIER (Sy(f)) yen- diverge en 0.
Lemme 8.1 : Noyau de GIBBS, version ZQ
Soit N € N*. On définit le noyau de GIBBS par :
N .
: sin(nt
Vi eR,Gy(t) €S (nt)
n=1 n
Alors
. s
VN e N% (|Gl < 5 +1
D’ailleurs, on dispose de I'égalité (qui ne nous servira pas ici) :
Vi €10, 2n], lim Gu(t) = ——
) &7 ’N—1>I—1|,-loo N _ 2
Pour r € [0, 1], on dé- En effet, pour cela, il suffit de dériver les deux fonctions,
finit de s'apercevoir qu'il s'agit de la méme dérivée :
+oo .
&f. " t 2
vteR, () €Y 1" sin(nt) ) = rcos(t) — r

n 1 —2rcos(t) +r2

n=1

Alors . .
s et que les deux fonctions coincident en 0.

rsin(t) ) Le théoréme d'Abel radial permet de passer a la limite

vt € R, fr(t) = arctan ( lorsque [r — 17] pour avoir I'égalité

1 —rcos(t)
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Revenons a :
= sin(nt) 7w —t
= i
—— 2 Vt € R, f-(t) = arctan _rsin(®)
i . 1 —rcos(t)
Plus précisément, la fonction

Alors, on a immédiatement que

[ fr(t)
est continue sur [0, 1], le théoréme d'Abel radial donne 1£rlloe < 9
donc : .. . .
n L’astuce est ici : on fait la convolution de f, avec Ky,
400 sin(nt) sin(t) le noyau de Féjér, et on a :
Z ; = arctan m
n=1 K a 1 r™ sin(nt)
Les formules de trigonométrie Frx Kn( Z ( B 7) n
sin(f) = 2 cos (9) sin (9> Et donc, on dispose de I'inégalité suivante :
2 2
et N
r™ sin(nt) ™
0 (1- %) == <IflllEnly < 5
1 — cos(#) = 2sin? <2) g n S P2
permettent alors d'avoir Or, la somme composée des termes qu’'on ne souhaite
pas pour Gibbs se majore aisément :
X sin(nt) cos (4))
Z = arctan iy N N
— t sin (5) Z n r"sin(nt) " sin(nt) Z
Donc, pour tout t € R, n=1 N n n=1
400 sin(nt) . ¢ On a alors la sympathique inégalité
Z =arctan | tan | — — =
= ! 2 2 r"sin(nt) _w
Donc, on peut simplifier ceci pour z:l t < 57T 1
e
0< X _ t <7 Par continuité, (c'est une somme finie) on peut alors
2 2 faire [r — 17, pour finalement avoir
d'ou, pour 0 < t < 2m, on a bien
o
Gyl <5 +1
= sin(nt) w t 1Gxle < 2
— t 2 2
Lemme 8.2 : Noyau de GIBBS, version HOCHECORNE
Ona:
n
sin( km
Vn € N*, Ve € R Z <m+1
[s=il
Au vu de la parité et de note
la périodicité de la fonction
def. | T
o |7
n .
sin(kx _ . .
T — Z ; ) Par définition de la partie entiére,
k=1
. . <
on peut se soustraire a le démontrer uniquement pour gr <7< (q+1)x
€]0, [ (cette majoration étant vraie pour x € {0,7}. On Supposons n < ¢q. Alors, en utilisant I'inégalité
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sin(X) < X pour X >0, on a alors

n—1

" sin(kx) . sin(kz) "L sin(kx) " ug(x) ug ()
< < = —_—
0<) —— <> — P D D Db
k=1 k=1 k=g+1 k=q+1 k=q
d'ou On regroupe les deux sommes en isolant les termes
" sin(ka) d'ordre n et q :
> <qr<m+1
k
k=1 n . n—1
Supposons que n > g. Z sin(kz) - Z up () {1 1 }+un(x)+uq(x)
Déja, par le méme calcul qu'au point précédent, h=gq+1 k=g t1 ko k+1 n qg+1

q

sin(kx
PR

k=1

Avec ug = 0.
On majore le tout avec |'inégalité obtenue en 2. :

<7

Reste a s'occuper de la somme entre ¢ + 1 et n. On

ose pour cela : LA n
n k sin (5) n k k+1
déf. ) k=q+1 2 k=q+1
VEk € [q+ 1,n],up(z) = Z sin(px)
p=q+1 C'est une somme télescopique :

et uy(z) = 0. Alors, puisque

k Sin((k;p)m) zn: sin(kx) < 1 {14_ 1 _1]
Z e’ :Wey heqt1 k Sln(E) n q+1 n

p=q+1
ou Enfin, utilisons l'inégalité de concavité de sinus sur
0.3]
Ck+q+1
2
il suit que pourg—1<k<n:

sin (L_f)w) 1
<

sin(u) > —x
T

Pour aboutir a :

ug(z)| < < n .
|uk ()] sin (2) sin (2) Z sin(kx) < b
Wk z(q+1)
Cela reste vrai pour k = q.
On fait alors une sommation d’Abel pour faire appa- Puisque ¢ est |a partie entiére de 7, il suit que
raitre ug(x) dans notre probléme, en constatant que pour
kelq+1,n], " sin(kz
lq+1,7] P i
sin(kx) = ug(x) — ug—1 () k=q+l
Si bien que Il reste a faire le bilan. On a montré |'inégalité pour

n < q. Pourn>gq,ona:

i sin(kx) _ i ug () — uk—1(x)

k k " sin(kx) ! sin(kzx) ", sin(kz)
k=a+1 k=a+1 Z k S Z L + Z L
k=1 k=1 k=q+1
On coupe en deux sommes :
donc, on a I'inégalité souhaitée :
sin(kz) <~ up() ug—1(2) no .
Z [ Z E Z Lk Z sin(kz) <m+1

k=q+1 k=q+1 k=q+1 1 k/’

On réindexe la deuxiéme somme :
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Démonstration L'argument rapide mais non
constructif consiste en |'utilisation du théoréme de Banach-
Steinhaus avec Dy . En effet, on a:

D
Dl 1 Nor T

On se place dans C%(T), I'ensemble des fonctions conti-
nues 27-périodiques, muni de la norme ||-|| .. On considére
I'application

A s coUT) — C
Na - f — SN(f,l')
Alors
||AN,:EHC0(7’)/ = ”DN”Ll
Puisque
DNl ———— +o0
N——+oco
Il suit que

vz € R, sup ||[An. ;=100
1 [Aallenr

Démonstration : On cherche donc ici a expliciter une
fonction continue 27-périodique qui admet une somme de
Fourier diergente en 0, a I'aide du noyau de Gibbs. On va
la construire pas a pas.

e On considére

déf.

Vk € N* np = 2k et ap = —

Alors, on dispose des trois propriétés suivantes :
(i) Pour tout k € N*, ngi1 > 3ng;

(i) > ps1 ak converge;

(i) agln(ng) —— o0
k——+o00
e On pose pour tout k € N*,

Vr € R, Py(x) = 2™ G, (2)

ot G, est le noyau de Gibbs. Alors, on peut développer
le sinus en exponentielle, pour avoir

- [ez(znkﬂ‘)x _ ez(znk—j)m}

Si bien que
déf.

O’(Pk) = {TL c N,Cn(Pk) 7é 0} = an,STLk]]

Par la propriété (i), on a alors

Donc, d'aprés la contraposée du théoréme de Banach-
Steinhaus, puisque I'espace (C°(T), ||-|.,) est complet,
pour tout z € R, il existe A(z) un ensemble G5 dense
(id est qui est une intersection dénombrable d'ouverts) de
la forme

Alz) = ) Apla)

pEN

ou A, (z) est un ouvert dense tel que

Vf € A(ZC), sup |AN,z(f)| = Ssup |SN(fax)| = 400
NeN NeN

Donc pour f € A(x), Sy(f,z) ne converge pas vers
f(z). Si on considére {z\}ren une partie dense dans R, le
théoréme de Baire assure que

A% () Alay)

keN

est dense, et pour tout f € A,

Vk € N, sup |Sn(f,zk)| = +o0
NEN

sup(o(Py)) = 3ng < npy1 = inf(o(Pry1))

e Pour tout z € R, on définit

2 too
fla) < Z Py ()

Constatons que f est bien définie, et est méme continue
via le lemme 8.1 :

Vk € N*,Vz € R, |ag Py(@)] < (g + 1) an

second membre sommable d’aprés la propriété (ii) indé-
pendamment de z. Ainsi, > ay P, converge normalement
donc uniformément sur R. f est donc une fonction continue,
et 2m-périodique. Montrons que sa série Fourier diverge en
0. Pour cela, la convergence uniforme montre que

+oo
cn(f) - Z OékCn(Pk-)
k=1

Or, ¢, (P;) = 0 sauf si n € o(Py), par définition de
o(Py), donc, par disjonction des o(Py), il existe au plus un
unique k € N* tel que

cn(f) = apen(Pr)

avec k € N* tel que n € [ng, 3ng]. Si un tel k& € N*
n'existe pas, ¢, (f) =0.
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e Soit k € N*. Observons alors Sy, (f,x) pour x € R:

2nk

Z n (f)eznm

n=—2ng

S2nk (f, ZL') =

Par ce qu’on a montré sur ¢, (f), il suit que

2ng

n=ng

San fa

On fait apparaitre Py, qui est un polynéme trigonomé-
trique, donc vérifie P, = S(Py), qui est une somme finie :

3ng 3ng

San fa Z akcn Pk o Z akcn(Pk)em'z
n=ng n=2np+1
D’ou
3nk
San (fv :L') = O‘kpk(x) - Z akcn(Pk)e”m
n=2n,+1

L'expression développé de P, permet alors d'avoir que

1

) =2

Puisque P,(0) = 0, alors en évaluant en z = 0, on
obtient :

« Rl 1
—Qy
21 Z n — 2ny

n=2ng+1

San (f, 0) =

Soit, par un petit changement de variables :

San (f7 O) =

o Puisque ny —— +o00, on dipose alors de I'équi-
k—+oo
valent :

Nk

O 1 oL
S PIERE S

j=1

|San, (f,0)]
Et par la propriété (iii) :
(695
5 ) T +o0
donc
k—+oo

donc la série de Fourier associée a f diverge en 0! [

9 Norme 1 du noyau de Dirichlet

Référence :

Définition 9.1

Analyse pour lagrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

Vt € R,Dy(t) =

Soit N € N*. On définit le noyau de DIRICHLET d’ordre N par :

Z ezkt —

k=—n

sin <N+ %)t

sin (%)

Notons au passage que si f € L'(R), alors

Ve € R, Dy x f(x) =

Proposition 9.1 : Noyau de DIRICHLET

N

Z Cn<f>€mt

n=—N

On dispose du développement asymptotique suivant :

DN | 1y

N—>+ 2

4 In(N) 4+ O(1)
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Démonstration : 1. Commencons par montrer que la

fonction

1
p:x+— cotan(x) — —
x

est une fonction continue sur ]0, 1], qui se prolonge par
continuité en 0, par 0. Il s'agit simplement de faire un dé-
veloppement limité au voisinage de 0. p est en effet déja
continue sur |0, 7[. En 0, on a :

3
x
= 24+ = +o(z%)

tan(zx) o 3

Donc,

1

cotan(z) = T+ 2 1 o(a?)

Par composition avec v — ﬁ il suit :

1 x? 9
cotan(x) o 1- 3 + o(z?)

donc

4 o(x)

plr) =
donc p se prolonge bien par continuité en 0. De méme
en 7. On prolonge enfin p par imparité sur [—7, 7].
2. Soit N € N*. Montrons qu'il existe ry € C°([0,7])
telle que

Var € [, ), Dy(a) = 22N )
avec
sup |rn(z)] < 400
z€[—m,m]
NeN

Pour cela, on part du fait que pour tout € R\27Z ,
sin [(N + %) x]
sin (%)

On développe le sinus au numérateur :

Dn(z) =

. 1 . T . (X
sin ({N + 2} ac) = sin(Nz) cos (5) + cos(Nz) sin (5)
Ainsi, pour z €]0, 7| :

Dy (z) = sin(Nz) cotan (g) + cos(Nx)

Ainsi, par 1., on a:

Dy (z) = sin(Nz) [p (g) + ﬂ + cos(Nz)

D'ou pour x €]0,7[ :

ou

é x
rn(T) . sin(Nzx)p (5) + cos(Nzx)
On prolonge cette égalité par continuité en 0, et par
imparité sur [—m, 7). De plus, pour tout x € [—m, 7], pour
tout N € N* :

lrv(z)] <1+ sup

a€l—m.x]|o(x)|

< +o00

3. On n'a plus qu'a effectivement se coller a ce calcul
d'intégrale. On a :

1 ™
1D lssy = 5= | 1Dw (O]

Par la question précédente, il suit que lorsque [N —
+o0]

sin(Nt)

1 s
DN prery = ;/

—T

’dt+0(1)

On utilise la parité de la partie a l'intérieure de I'inté-
grale pour réduire les bornes a [0, 7] :

2 s
1D lamy = =

On fait le changement de variables y = Nt :

2 N
D =—
IDxlsry = =

Puis, on "jette" dans le O(1) I'intégrale entre O et 1 :

) N7
D = —
1Dl = = |

On introduit la fonction ¢ :

sin(Nt)

’dt—&—O(l)

sin(y)
Y

‘dy +0(1)

sin(y)
) ’ dy +O(1)

Ve e R, p(x) = /091 |sin(¢)| dt — {1 /027r | sin(t)| dt} x

2T

¢ est de classe C' sur R, et est 27-périodique :

o(x+2m)—p(z) = /I o |sin(t)| dt—2r [;ﬂ /O " |sin(t)| dt]

Or,

427 27
/ |sin(t)] dt = / Isin(t)] dt
x 0

d'on
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AS)

oz +2m) — p(z) = 0 /W”

/ N
@My:/' ”?dy+ou)
Ainsi, on peut dériver ¢ : 1 Y

Y

) Puisque ¢ est 27-périodique et continue, elle est bor-
s

@) =[sin(e)| ~ [ [sin(t) dt nés, donc
0 N
o | o e _ " e(y)
avec [, |sin(t)| dt = 2. Ainsi, cela donne : /1 —?52 dy| < |l¢ll e
9 [N=m ¢ (y) 4 [N« dy donc on a réussi 3 montrer que
1Dl =2 [ E ey -2 [ Lo
™ J1 Yy ™ J1

4
DN = —In(N + O(1
On reconnait 2 In(N7) au deuxiéme terme. Quant au 1Dz cz) w2 (V) e

premier, on fait une intégration par parties : O

10 Théoréeme de Féjer - Théoreme de Weierstrass

Référence : Analyse pour lagrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

Définition 10.1 >
Soit f € L*(T). On définit pour N > 1 la N-éme somme de FEJER :

on(f) € Ky f
ou K est le noyau de FEJER :

(i) On a, pour N € N* :

n=—N

(i) KNIy =1
(i) Si0 <o <,

i / Kn(t) dt = 0
[

N—~+o0

(iv) Pour tout f € L'(T), pour tout N € N* :

owih= 3 (1-B)cstren

n=—N
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Théoréme 10.1 : Théoréme de convergence de FEJER

(i) Soit f € C°(T) continue 2m-périodique. Alors

VN 2 1, |lon(H)llo < I1Fllo

Et :

lon(f) =

(ii) Soient p € [1,+oo[ et f € LP(T). Alors

VN 2 1, lon(Hlle < 11l

Et :

lon(f) =

Floo 355230

f||mm>0

Démonstration : [i] e Pour la premiére majoration,
on observe que pour tout = € R,

on [T @) < IEN 1l flloe = 11l oo

d'ou

lon flloo < 11l

e Par définition du produit de convolution, pour z €
[0,7], on a :

déf.

onf(x) = f(x)

Ay (f)] () it
[7U@—®—f@HKN®dt

2

e On considére 6 > 0. On coupe en deux intégrales :

§
AvN@ = 5 [ =0 @) Ex( d
oo |10 - fa) K (o) de
T J|t1=s
On note

w(6) < sup {|f(u) - ()], [u—v| < 6}

Alors w(d) < 400 par continuité uniforme de f sur R.
On peut donc majorer la premiére intégrale :

w(9)

1 /° )
?”KNHLl

2 _5

[f(z—t) — f(z)] Kn(t) dt <

Quant 3 la deuxiéme intégrale, observons que sur

[—7, m]\[-6, 0] :

2
sin (%) = Nsin? (g)

1 [Sin(m)]2< 1

Le tout donne alors :

w(9)

2[| f [l (m — )
2 +

N sin? (%)

[AN(H)] (z)] <
Ainsi, on a obtenu une majoration indépendante de z,
donc

w(d)
2w

2[|.f1l oo
N sin? (g)
Et on peut passer a la limite supérieure dans cette in-
égalité :

AN (oo

N

w(d)

i <
limsup [ A (/)] < 5

N—+o0
e Montrons que
w(d) —0
§—0

L’argument principal est la continuité uniforme de f sur
R : Soit € > 0. Il existe g > 0 tel que pour tout =,y € R,
si |z —y| < do alors

@)= )l <5
Ainsi,
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De plus, pour tout 0 < § < dg, si |z —y| < § alors en
en particulier |x — y| < do, et donc

Y0 < 6 < do,w(d) <e

C’est donc la définition de lims_,gw(d) = 0.
e Par conséquent, on peut passer a la limite lorsque
[0 — 0] pour avoir

0 < lim sup ||AN(f)||oo <0
N—+o0
D'on
lim
5

0 JlonS — fllo =

[ii] Soit p € [1, 400
e Pour tout u € R,

7T p
ol = | [ stu= 00 a
En écrivant

Flu—t)Kn(t) = flu—t)Kn(t)rKn(t)' 7

On utilise I'inégalité de Holder :

i ([ 0PEno @)
x (_:KN(t) dt)p(l_’l’)

[lonf1 ()] <

Donc,

lox A1l < 5 [ 1w 0PEx (0 di

Ainsi,
1 ™
ol = 5= [ llow sl du
se majore :
1 s T »
ol < oz [ | 1tu=0PKa) de)| du

Ce qui se situe sous l'intégrale est positif, d'aprés le
théoréme de Fubini-Tonelli :

412 /ZKN(t) U: |f(u—1)P du} dt

f € LY(T), donc

lon fllze <

K

[ Flu— ) du= / Fw)? du = 21| £,

Ainsi,
1
lon fllze < Py Kn @)1 fII7»dt
Tr —T
Soit
lon FllTe < BN FI

avec [|[Knl/;» =1, d'ou

lon fllze < IfIZ
e On note comme dans (i) :

déf.

Anf =onf—f

Le méme type d'astuce qu'au premier point conduit a

I'inégalité
412 /7; Utrlf(ut) — fw)|PKN(t) dt} du

D'apreés le théoréeme de Fubini-Tonelli :

IANfIIZ, <

Al < g [ 1= 0= for au] gy

On introduit la fonction définie sur [—m, 7] par :

def. 1

o [ 10 - P du

g est une fonction continue et 27-périodique, d'apres le
résultat suivant (qui se montre par densité de CY dans L?
muni de sa norme usuelle) :

iii%HTaf_ fHLp =0

Ainsi, d'apres le point (i),
_
long = gll o yravvad

Or,

us

1anf1 < 5- [ al-0Kn() o

—T

donc

[ANfII7, < on

Il suit donc que

(9,0)

lonf = Fllze ﬁ 0

O
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Remarque : Si f € LY(R), T-périodique presque partout, et a € R :

/aa+Tf(t) dt:/aof(t) dt+/0Tf(t) dt+/Ta+Tf(t) dt

On fait un changement de variables dans la troisiéme intégrale :

[rwa= [rwas [T as [

Puis f est T-périodique, donc

/aa+Tf(t) dt:/aof(t) dt+/0Tf(t) dt+/0af(t) dt

/QM () dt = /OTf(t) 1

donc

Corollaire 10.1 : Théoreme de WEIERSTRASS

Toute fonction continue sur un compact [a,b] est limite uniforme sur [a,b] d'une suite de

polynomes algébriques.

Démonstration : On le montre uniquement sur [—1, 1],
une petite translation permet de la montrer sur [a, b].
e Soit F' € C([—1,1]). On définit
déf.
Vit € R, f(t) = F(cos(t))

f est 2m-périodique. f est paire, donc ¢, (f) = c—n(f).
Soit N € N*. Ainsi, sa somme de Féjér qui se calcule par :

N

oxi= Y (1= ) ethen

n=—N

se simplifie en :

N
onf=clfea+ Y (1= 5) calFlen+en)

Ainsi, pour tout t € R,

N
o /] (8) = co(f) + 2; (1= %) enlF) cos(nt)
e Or, il existe un unique polynéme T,, € R, [X] tel que

Vt € R, cos(nt) = T, (cost)

C'est la famille des polynémes de Tchebychev de pre-
miére espéce. Par conséquent, on a :

vVt € R, [on f] (t) = Pn(cost)

ou

déf.

Py = eo(f) +2§: (1 - %) ()T
n=1

o C'est cette suite qui nous permettra de conclure. On
a par surjectivité du cosinus dans [—-1,1] :

sup
z€[—1,1]

|F(z) — Py(2)] = ilelng |F(cost) — Py(cost)]

Autrement dit,

sup
z€[—1,1]

|F(x) = Py (z)| = sup [f(t) — [on f] (2)]
teR
Donc, pour retrouver un visage connu :

sup |
z€[—1,1]

F(x) = Pn(2)] = [If — o~ fll

f étant continue et 27-périodique, le théoréme de Féjér
permet de conclure que

If—onfllo pra—
D'ou
sup |F(z)— Py(z)] —— 0
ze[—1,1] N—4o0

O

27

Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

11 Formule sommatoire de Poisson

Référence : Analyse pour l'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY
Dans cette section, pour F' € L'(R), on définit sa transformée de Fourier par :

vz € R, F(z) < / 2™ (1) dv
R

Théoréme 11.1 : Formule sommatoire de POISSON >

Soit F € L*(R) N C°(R). On suppose :
(i) Il existe M >0 et o > 1 tels que

Vz € R,|F(z)| <

(i) Lnez |F(n)] < +o0

Alors

S F(n) =Y F(n)

neL neL

Remarque : Si F' € S(R), les hypotheses (i) et (ii) sont satisfaites.

Démonstration : On définit : C'est le terme général d'une série convergente, donc
d . > nez F(x 4+ n) converge normalement sur tout compact,
HARS ern onc uniformément sur tout compact; Il suit que est
vz € R, = F( d iformeé il sui
nezL continue sur R.
e Montrons que f est bien définie, en montrant que la e De plus, pour tout z € R,
série converge simplement sur R. Soit € R. Pour cela, on
constate que d'une part, fle+1) = Z Flz+n+1)
nezZ
M donc par un petit changement de variables
flz+1) Z F(zx+n)
Donc, puisque |z| > ||z|] : nez
donc
¥n € Z\{0},n > [o, [F( +n)] <
n nz|x z+n
= (@ nf = L=l ])e fle+1) = f(z)
avec a > 1, donc ZH>H$IJ F(z + n) et donc f est continue et 1-périodique. Pour qu'elle soit
S el F(z + n) convergent, donc .. . F(x + n) développable en série de Fourier, il reste & montrer que
n< T ne
converge simplement sur R. Yonez len(f)] < oo
e Soit K un compact de R. Alors *Ona:
M S F(t+k)| > dt
Ve e K,Vn € Z,|F < —_ /
v R E B IS S0 T )

Par convergence normale sur tout compact,

Z/ t—l—n 2umnt dt

M kEZ
(1+ [n+ zo|)® On fait un petit changement de variables :

K étant compact, cette borne supérieure est atteinte
pour un certain xg € K :

Vo € K,Vn € Z,|F(x +n)| <
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On peut alors développer en série de Fourier f : pour tout

n+1
W =3 [ e g veR
ez m a 1TnT
" flx) =Y F(n)e
Ainsi, avec e2™F" = 1 il suit nez

On évalue en 0 pour finalement alors

>_Fn) =3 Fln)
Or, par I'hypothese (ii), >, s |F(n)|?> < oo, donc on nez nez
a convergence normale de la série de Fourier associée a f. O

en(f) = /RF(U)GQW”“ du

12 Inégalité de Bernstein

Référence : Analyse pour l'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

Théoréme 12.1 : Inégalité de BERNSTEIN

\
Soit A > 0. On considére A;, - -, A, € R distincts tels que maxj<x<n |A\x| < A. On considére
ay,--- ,a, € C, et I'application
n R — C
g /R 2221 akez)\kt
Alors h vérifie
/
17| o < AllR]] o
Remarque : h n’est pas en général périodique!
Remarque : Ce théoreme généralise 1’observation suivante :
d T
< sin(A)] = Asin ()\ <t+ ))
3 sin(At)] o
Démonstration : L'objectif de cette démonstration est On prolonge alors ¢ par imparité sur [—2X, 2)]. Enfin,
d'écrire : on prolonge ¢ par 4\-périodicité sur R. ¢ est une fonction
continue, C'' par morceaux et périodique. On va la dévelop-
B (t) = Z cuh(t + ty) per en série de Fourier pour déterminer la forme recherchée
ez pour h'.
avec (tr)rez une suite réelle et >, ., |ci| = A. Ao
eOna: |
. —20 -\ |
B (t) = Zl)xjaje“\ft 3 A2

=1

L'astuce réside ici a noter :

h'(t) = Z wp(\j)ajeit
j=1

ou : .
On note w & 5y - S est 2m-périodique, tout aussi conti-
r si xel0,) nue et C! par morceaux que ¢. Pour n € Z, son n-éme
o(x) = A—xz si €[\ 2\ coefficient de Fourier est donné par :
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1 ™

~ o -

en(S) S(z)e™ da

Par définition de S, cela donne

_L/” () e o
27 ,W‘p w/) € .

Un petit changement de variables donne alors

en(S)

22
on(S) =5 [ wyemerdr
21 J 2
On découpe ainsi cette intégrale en trois :
A
w
cn(S) = /] T dr
w
. 72)\ . MmwT d
+ o 72)\( T)e T
w X
+ — 2\ — 7)™ dr
2 A

On notera de facon plus concise :

cn(9) = (1) +(2) + (3)

e Pour le terme (2), on fait le changement de variable
—T — T pour avoir

w 2 —tnwT
(2) = %/)\ (—2X+1)e dr
Ainsi,
w 2
(2)+(3) = = / (=22 + 7)e™™™7 4 (20— 7)e™<7] dr
21 A

On notera par la suite (2') = (2) + (3).

w
T or

2X
(2" /)\ [2\ - 2esin(nwT) — 207 sin(nwT)] dr

(2") se redécoupe donc en deux intégrales (2”) + (3"),
ou
w [
(2" = %//\ L\ sin(nwT) dr
donc, on peut calculer l'intégrale

_ 20w

(2")

Soit encore, avec 2 \w =7 :

[cos (%) - cos(mr)}

— [cos(Anw) — cos(2Anw)]

21

nm

(2") =

La formule

cos(p) — cos(q) = —2sin (p ‘; q) sin (p

donne

—dq
2
—4a )\

sin snm sin —nr
T 4 2

o Le terme (3”) est donné par :

(2") =

2A

it 7 sin(nwt) dr

3// —
w=—/
Une fait alors une bonne intégration par parties des fa-
milles

(3) = —w ((—2Acos(2nwl)  —Acos(nwA)
™ nw nw
L W A _ cos(nwr) d
-
T S nw
Soit, aprés réorganisation et calcul d'intégrale :

;;; (—2 cos(mn) + cos (ng))
2o (sin(2nw)) — sin(nw))

(3") =

Puis, avec un coup de 2A\w = 7, on a finalement

—1A

(3") = - <72 cos(mn) + cos nz))
nQZﬂr (sin(wn) —sin (n—;)

Puisque sin(nm) = 0, on se contente donc d'obtenir :

(3") = 5 (—2 cos(mn) + cos (ng))
(%)

e Occupons-nous du terme (1), ol on va gentiment

refaire une intégration par parties :

m-z/

L'intégration par parties donne

7T dr

(1) - i /\einw)\ Ae—inw)\
N 27 | wnw mw
w A etnwT
— dr

2 J_y mw
On réorganise, on intégre :

A
= —— - 2cos(nwA)

(1)

2w
1 W A e W A
2w | nw mw

On utilise 2 \w = 7 :
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A s (1 o N s
(1) = %f% ( 5 ) cn(S) = [2)\ cos (7> — 2 cos(nm) + sm( 2 )} (n%ﬂr T

— ————  Zsin(nw))

_9on2 .. .
2nfwm e Ainsi, pour revenir i/, on a :
Soit encore
z)\ it
—1A nmw Z 1a; (A
(1) = —— cos <—>
"y hi
5— sin (—) Alors, d'aprés le developpement précédent,
nAwT 2
o Reste alors a tout remettre en place. On a
Zlaj ch ehwA; | it
keZ

en(9) = (1) +(2") + (3")
_ , _ Puisque ZnGZ cx(9S), la série de Fourier de S converge
On va aligner tout ce qu'on a eu, et mixer le tout : normalement. donc

n
— Z ch(S) Z ajemj (t+wk)
j=1

—IA nm
n(S) = — -

cn(9) - co§( 21172 =~

M n%).\m - (7) On pose alors t, =t + kw, et ¢ = 1cx(S), pour avoir

I —_— (—2 cos(mn) + cos (nz)) )

2T o 2 W)= crh(t+ty)
+ @ S11 <7> kLEZ
2 nmTy _ e La conclusion est donc aisée :
+ nlwm [ ( ) COS(mT)]
! —
On trie par puissance de n. ()] < [lhllo Z e = Allhllo
kEZ
D’ou I'inégalité de Bernstein :
cn(S) = o (2)\ cos(nm) — 2 cos (%) —sin (7))
+ L [2Xcos () — 2 cos(nm) + sin (&F)] 17| < ARl
D’ou enfin, O
13 Théoréeme de Baire
Références :
1. Analyse pour 'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY
2. Functionnal Analysis, Walter RUDIN
3. Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel L1
Théoréme 13.1 : Théoréeme de BAIRE (1899) ~

Soit (£, d) un espace métrique complet.

(i) Si (2,)nen+ est une suite d'ouvert denses dans E alors (), e+ €2, est dense dans E.

(ii) Si (F},)nen+ est une suite de fermés d'intérieur vide dans E alors J,,cn+ Fy, est d'intérieur
vide dans E.
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Démonstration : Soit (), y- une suite d'ouverts
denses dans E. Soit U un ouvert non vide de E. Montrons

n+1
ue
q B (xn-&-la Tn-i—l] C B(xn-i-h 2rn+l[c Qn—i—lmB Tn, ’rn ﬂ Qk
n Q %] . L.
( ﬂ ") a et, quitte a réduire 7,41 :
neN*
(1.) Montrons qu'il existe une suite (z,)nen de E, 0 < oyt < Tn
et une suite de réels strictement positifs (7, )nen tels que
B(zo,m0[C U, et (2.) Par récurrence, il suit que
To
_ YneNO<r, <—
Vn € N, B(zpt1, nt1] C B(@p,mn) N Qpy1 ’ " on
donc r,, —— 0. Alinsi, puisque
et n—-+oo

T d <

VneN,0< 7y < ?" (Zntp; Tn) S T
e Puisque U est ouvert, pour xg € U, il existe ro > 0

tel que B(xg,79] C U. De plus, 2 est dense dans X, donc

la suite (z,)nen est de Cauchy dans E complet. Elle
converge alors vers un certain z € E. Pour tout p,n € N,

n GB ny'n
QlﬂB(,’Eo,’ro[#Q Tntp (517 " [

. donc
et est un ouvert de X. Il existe donc 7 € X tel que
QNB ar densité de Q1. L'ensemble étant =
x € 1 i ($Oar0[v par nsi 1 nsem n VnGN,fEGB(iL’n;rﬂ}
ouvert, il existe r1 > 0 tel que
_ donc
B(Il,’f‘l] C B(xl,er[C Ql N B(CC(),’I"()[
avec 0 < 7 < 3. Ce qui conclut I'initialisation pour = ﬂ B(zn, ) CUN < ﬂ Q )
n=1. neN neN~
e Supposons construits zg,r1,-::,T, € X et
To,+ ,Ty. Par densité de O, 41 dans X, Q11 N B(zy, 70| donc pour tout U ouvert de E, U N (N,en- ) # 2,
est non vide, et est ouvert. Il existe donc z,.1 € donc on a bien montré que (ﬂneN* Qn) est dense dans E.
B(xp, 1[N, €t rpp1 > 0 tels que O

14 Théoréme de Banach-Steinhaus

Référence : Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel L1
Théoréeme 14.1 : Théoréeme de BANACH-STEINHAUS (1927)

Soient E un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. On considere pour tout i € I,
des applications

~

T :FE — F
linéaires, continues, ou I est un ensemble quelconque, telles que :
Vo€ E,C, < sup||Tia:||F < 400

Alors

déf.
C= Sup || Tl gy < +00

Remarque : Ce théoreme affirme que si
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Ve e E,3C, > 0,Vi € I, ||T;x|, < Cyllz| 5

Alors :

3C > 0,¥z € B, Vi € I, | Tzl < Ozl ,

Remarque 2 : La démonstration proposée ici, basée sur le théoréme de BAIRE, n’est pas di-
rectement issue de BANACH et STEINHAUS qui 'avaient démontré autrement, mais issu d’une

proposition de SAKS.

Démonstration : On note pour tout n € N* :

®,, {z e E\Vic I,||Tix||p <n}

On peut le réécrire de la sorte :

def.
o, = ﬂ {z € E,||Tiz||p < n}
il
e @, est un fermé de F (intersection quelconque de fer-
més, qui sont eux-méme fermés car image réciproque d'un
fermé par une application continue). De plus, par hypothése,

U o, =F
neN

donc n'est pas d'intérieur vide. Par la contraposée du
théoréeme de Baire, il existe N € N* tel que @y soit d'in-
térieur non vide.

e Pour ce N € N*, on se donne zg € F, et rg > 0 tels
que

BE(xo,T()[C by C Dy
Ainsi,
YV S BE(:EOaTOLVi S I? ||Ex||F < N

Soit y € Bg(0,1]. Alors 29 + roy € Bg(zo,ro[. Par
conséquent,

Vi e L||Ti(zo +roy)llp < N

donc, par inégalité triangulaire inversée

Vi€ Irol|Tiyll g — [ Tiwol| p < N

donc, en isolant | T;y||

. 1
Viel Tyl < o [N + || Tizol| ]
donc, pour tout y € Bg(0,1) :
. 1
Vi€ 1| Tiyllp < — |N +sup [ Tiaol
To i€l
donc, par définition de la norme subordonnée

. 1
Vi€ L | Till gm,ry < . [N—i—&g)”ﬂ%”F]
K3

donc, puisque cela est pour tout ¢ € T

1
sup | Till o,y < — [N—Fsup”ﬂon} < 400
iel To iel
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Corollaire 14.1

cations linéaires continues telles que

Ve € E,

existe. Alors

(i) On a:

17N £y <

Soient E un espace de BANACH, F' un espace vectoriel normé, et (7,),en+ une suite d'appli-

lim Tx—Tx

n—-+o0o

sup | Tyl o,y < +00
neN*

(i) T: E — F est une application linéaire continue qui vérifie :

\

hm 1nf 1T ||c E,F)

Démonstration : (i) La convergence de (T;,7), oy
dans F, pour tout x € FE, donne lieu a |'existence de C,, :

Ve e E,C, =4 sup |Thx| < 400

Le théoréme de Banach-Steinhaus (la complétude de E
autorise son utilisation) permet alors de donner

def.
c= Sup 1Tl 2 (g, ) < +o00

(ii) Par continuité de T, on a :

Vn € N*Vz € B, |Tuallp < | Tull . Il 5

Soit, d'aprés ce qui précéde :

Vn € N* ¥z € B, |Tozllp < Cllz|l 5

Par continuité de la norme, il suit que

Ve € B, |Tx|p < Cllzllg

donc T est continue et linéaire, par convergence simple
sur E. Enfin, en passant a la limite inférieure dans :

Vn € N*.Va € E, |Thz| p < ||Tn||[:(E,F)||xHE

on obtient :
Vo e B, tim [Toel < i 175 e | Il

Soit,

Va € B, Tz p < [hmmﬂT e EF} lall,

Ce qui montre que

< i
”TH[:(E,F) S nggof HTnHz:(E,F)

15 Théoréme de P’application ouverte - Théoréme d’iso-
morphisme de Banach - Théoreme du graphe fermé

Référence :

Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel L1

Théoréme 15.1 : Théoréme de I'application ouverte (SCHAUDER 1930)
Soient E et F' deux espaces de BANACH et 7' : E — F' une application linéaire continue

surjective. Alors il existe ¢ > 0 tel que

BF(O, C) C T [BE(O, 1)]
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l On dit que T est une application ouverte.

Remarque : T est une application ouverte si et seulement si pour tout ouvert U de E, T'(U)
est un ouvert de F. En effet, si U est un ouvert de E, on considere o € U et ry > 0 tel que

B(zg,m0[C U. Alors

T(I’Q) + ToT [BE(O7 1)] =T [B(ZL‘[), 7“0)] C T(U)

De plus, en considérant ¢ > 0 tel que Bp(0,¢) C T [Bg(0,1)], on a :

Bp(Txg,roc) = Txg+ roBr(0,¢) C T(xo) + 10T [Br(0,1)] C T(U)

I1 suit que pour tout y € T(U), il existe ' > 0 tel que Bp(y,r’") C T'(U), donc T'(U) est ouvert.
La réciproque est vraie, en considérant U = Bg(0,1).
Référence supplémentaire : Cours ANAF de KPS, ANAF 2

[ Lemme 15.1 ]

Soient E un espace vectoriel normé, F' un espace de BANACH et T': E — F' une application

linéaire surjective. Alors

Ir > 0, Br(0,r) C T [Bg(0,1)]

On considére la suite
de fermés :

VneN,F, ¥ T[B5(0,n)]

Par surjectivité de T', on a

F = | T[Bg(0,n)]
neN

donc

Fc |JTBg(On)]cF
neN

Autrement dit,

F=|JF,

neN

Par la contraposée du théoréme de Baire, I'un de ces
fermés est d’intérieur non vide, considérons qu'il s’agit d'un
certain I}, .

Ainsi, il existe yo € Fy,, et 7o > 0 tels que

Br(yo,70) C Fny = noT [Be(0,1)]

On veut désormais centrer cette boule en 0. Pour cela,
constatons que

BF(OaT) ==Y+ B(Z/OJ’)

Montrons que —yo € T'[Bg(0,1)]. Si 29 € Bg(0,1),
alors —xg € Bg(0,1). Ainsi,

donc

yE T [BE(O’ 1)] — —YyE T [BE(O’ 1)]

Par conséquent,

—T[Bg(0,1)] = =T [Bg(0,1)] = T' [Bg(0, 1)]
donc —yo € T [Bg(0,1)]. Ainsi,

BF(Oa TO) cT [BE'(Ov 1)] +T [BE(Oa 1)]
Montrons que T [Bg(0,1)] + T[Bg(0,1)] =

T [Bg(0,1)] en montrant que T [Bg(0,1)] est convexe.

Pour cela, on montre que T [Bg(0,1)] est convexe,
I'adhérence d'un convexe étant convexe. Soient yi,ys €
T [Bg(0,1)]. Il existe x1, 29 € Bg(0,1) tels que y; = Ty
et yo = T'zo. Soit ¢ € [0,1]. Alors

ty1 + (1 — t)yz = T(t:cl + (1 — t)l‘g)

avec

[tzr + (1 =)zl < 1

donc ty; + (1 —t)y2 € T [Bg(0,1)], donc T'[Bg(0,1)]
est convexe.
On peut alors enfin conclure :
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T
Be (0.3

Donc, par convexité,

) € §TTBE(0 1] + 5T [Be(0. 1)

To

By (0, . ) c T[Bgp(0,1)]

Ce qui conclut la démonstration de ce lemme.

Référence : KPS + FEléments d’analyse pour l’agrégation, ZUILY-QUEFFELEC.

[ Lemme 15.2 ]

Soient E un espace de BANACH, F' un esapce vectoriel normé, T' : E — F' linéaire continue.
On suppose qu'il existe 0 < o < 1 et 79 > 0 tels que

Vy € Br(0,1),3z € Bg(0,19), ||y — Tz||» <

On dit que T est presque surjective. Alors

Vy € Br(0,1),3z € By <o, :

Construisons par récur-
rence une suite (71 )nen: € B(0,70)Y telle que

n
Yy — Z o 1Ty,
k=1

Pour n = 1, c'est la condition de presque surjectivité
qui nous permet de se donner zy € B(0,rg) tel que

<a”
F

Vn € N¥,

ly — T1p <

Supposons construits x1, - -, z, € B(0,7() tels que

n
y— Z "M x| < an
k=1 F
Alors, en particulier,
n k—1
H Yy — Zk:1 «@ Txy, 1
n
@ F

D’aprés la condition de presque surjectivité, il existe

ZTnt1 € B(0,79) telle que

n k—1
— o Ty,
Hy Zk_l — Ty <«
n
o F
Donc,
n+1
Yy — g o x|l < antt
k=1 F

Ce qui conclut la récurrence.

2T0

) y=TG)

—

La série > a1z est absolument convergente dans
E. En effet :

+oo
o
1; lak—rzpllp < 7= < +oo

Puisque E est complet, toute série absolument conver-
gente est convergente, donc on peut considérer la somme
de cette série :

On vient de montrer que

To 2?0
Bg (0, ——
1—a>c E<71—a>

Montrons que y = T'(z). Pour cela, il suffit de voir que
pour tout n € N :

xeBE(O,

n —+o0
ly —Tz|p < y—Zakilxk + Z oty
k=1 F k=n-+1 F

Donc,

+oo
ly = Tallp <o+ 3 [la* o,
k=n+1

Ce sont deux termes qui tendent vers 0 lorsque [n —

+0o0], donc on a bien y = T'z.

Remarque : Ainsi, si E est un espace de BANACH et F' est un espace vectoriel normé, si T" est

presque surjective, elle est en fait surjective.
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Démonstration : D’aprés le lemme 15.1, il existe

r > 0 tel que ly — Tz||p < @
Bp(0,r) C m T est donc bien presque surjective. D'aprés le lemme
. . 2
Montrons que T est presque surjective. Pour cela, on 15.2, pour tout y € Br(0,1), il existe = € B (0’ r(l—a))
observe que tel que
1
BF(07 1) = ;BF(Oa T) y=Tz
donc donc, on a montré que
| st 2
BF(Ov 1) - ;T [BE(()? 1)] BF(O, 1) cT |:BE (0, m)]
Soit encore

Par linéarité, on a bien montré que
1
e <7 ]5e (o))

Ainsi, pour tout y € Bp(0,1), il existe z € Bg (0, 1)

et a €]0, 1] tels que Ce qui montre que T' est ouverte. O

Br (0, @) C T[Bg(0,1)]

Corollaire 15.1 : Théoreme d’isomorphisme de BANACH

Soient E/ et F' deux espaces de BANACH, et f : E — F une application linéaire continue
bijective. Alors f~!: ' —+ E est continue.

Démonstration : On applique le théoréme de I'appli- Pour tout y € F non nul, ﬁ € Br(0,c¢), donc :
cation ouverte a T', application linéaire continue surjective : i
il existe ¢ > 0 tel que H Lo
2 X
Bp(0,¢) € T [Bg(0,1)] lvlle Ve
Puisque T est bijective, il suit que Soit, pour tout y € F' non nul,
_ _ 2
T4 [Br(0,¢)] € T~ o T [Bp(0,1)] = Bx(0,1) 17711 < Zllylle

Ainsi, pour tout y € F tel que |ly|| < c:
L'inégalité reste vraie pour y = 0. Cela montre la conti-

1Ty, <1 nuité de 71, O

Corollaire 15.2

Soit £ un espace vectoriel normé muni de deux normes ||-|| et N telles que E' soit de BANACH
pour chacune de ces deux normes. On suppose que

\

3C > 0,Vz € E, N(z) < Oz

Alors ces deux normes sont en fait équivalentes.

Démonstration : L'application
3C > 0,Vz € E,N(z) < C|lz||
idp : (E,[lz]]) — (E,N) . . :
rend cette application continue, sachant que E muni
est une application linéaire bijective. De plus, I'hypo- des deux normes en question est un espace de Banach.

thése Le théoréme d'isomorphisme de Banach permet alors de

37 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

conclure que I'application inverse est continue : autrement
dit, il existe ¢ > 0 tel que Vo € E, ||z|| < eN(x) < cC||x]|

Ces normes sont donc bien équivalentes. O

Référence supplémentaire : Cours ’ANAF de KPS, ANAF 2
Corollaire 15.3 : Théoréme du graphe fermé (BANACH 1929)

\
Soient E et F' deux espaces de BANACH, et T': E — F’ linéaire. On définit le graphe de T :
G(T) Y {(x,Tx) € E x F,z € E}
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) T est une application linéaire continue.
(i) G(T') est fermé dans £ x F.
Démonstration : [(i) = (ii)] Si T est une applica- est la norme produit. Or, G est supposé fermé dans

tion linéaire continue alors pour toute suite (z,,), € EY qui  (E X F, ||| gy ), donc (z,y) € G(T), donc y = Tx. Ainsi
converge vers x € E, la suite (Tx,),, € FN converge vers défini,
Tz € F. Ainsi, si on considére {(z,,,T%,)}, ey € G(T)V
qui converge vers (z,y) € E x F, I'unicité de la limite dans
F donne Tx = y, donc (z,y) = (z,Tx) € G(T), donc le Ng(@n — ) = [lon — 2| + [|T2n — Tzl p
graphe de G est bien fermé.

[(i]) == (i)] Supposons que G(T') soit fermé dans
E x F. Alors G(T') est un sous-espace vectoriel fermé du
complet E x F', pour la norme produit. On définit sur E la
norme suivante :

Soit,

Ng(zp, —x) = ||z, — x||E + | Tzn — yHF

déf. donc,
Ve e B, Np(x) = ||zl g + [Tz

Montrons que (E, Ng) est complet. Soit (2, )nen une Ng(zn — ) P 0
suite de Cauchy dans E pour la norme Ng : pour tout '
€ >0, il existe Ny € N tel que donc (x,,), converge vers x dans (E, Ng), ce qui en

fait un espace de Banach. De plus,

Vn = No,Vp €N, ||Tpyp — Znll g + | T00qp — Tapl||p <€ Ve € E,||z||p < Ng(z)

Par conséquent, (x,),, est de Cauchy dans (E, ||| z) avec (E,Ng) et (E,||||g) deux espaces de Banach.

complet, donc converge vers un certain z € E. De méme Par le corollaire 15.2, ces deux normes sont équivalentes :
(T'wy),cn est de Cauchy dans (F,[|-|| ) complet, donc il existe M > 0 tel que

converge vers un certain y € F. Ainsi,
Vo € E,Ng(z) < M||z|| 5

-l g

(Tn, Txy) P (x,y) D'ou finalement,
n—-+oo
o Vi € B ||T(z)l|p < Ne(z) < Mz g
1z D) per = lels + 1yl donc T est continue. O

16 Théoréme de prolongement de Tietze

Référence : Analyse pour lagrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

38 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Théoreme 16.1 : Théoréme de prolongement de TIETZE

Soit (X, d) un espace métrique. Soit Y un fermé de X. Si gp : ¥ — R est une application
continue, alors il existe fy : X — R continue qui prolonge go.

Ce théoreme est une conséquence du lemme 15.2, que 1’on rappelle selon les termes exacts de
I’énoncé de ZUILY-QUEFFELEC.

| Lemme 16.1 |

Soient E un espace de BANACH, F' un esapce vectoriel normé, T': E — F' linéaire continue.
On suppose qu'il existe 0 < a < 1 et 19 > 0 tels que pour tout y € F vérifiant ||y||» < 1,

dz € Ea ||xHE < 7o, Hy i TxHF Sa
On dit que T est presque surjective. Alors pour tout y € F, avec ||y||» < 1,

To
1 —

3o € B, lall < 1y = T(a)

Démonstration : 1. Sur CJ(X,R), I'espace des fonc-
tions continues bornées sur Y, muni de la norme uniforme :

Vi€ CHX,R),|Ifllc < sup |f(2)]
zeX

et sur Cg(Y, R), muni de la norme induite, on définit
Alors f € C)(X,R) avec ||f|l., < 1. Montrons que

T ( CO(X,R) — C°Y,R) ) lg = Tfllo < 2. On considére troi;ositua’zc)’ions différentes :
f — fiv o SizeYT, alors f(z) =%, donc
T est une application linéaire continue (Y est fermé). 1 2
Montrons que T est presque surjective : il existe 0 < a < 1 g(x) — fz) = g(z) - 3 € [07 3}
et 7o > 0 tels que pour tout g € CO(Y,R) vérifiant
lgll. < 1, il existe f € CO(X,R) tel que ||f]l.. < 7o e SizeY, alors f(x) = 5, donc

et

3 3
eSizeY\(YTUY ™), alors

mmfw>mm+1e[‘?ﬂ
lg = fiy | S

On va montrer que c'est le cas pour o = % et rg = % 1 1 9
Soit g € CO(Y,R) telle que |g|l., < 1. On considére les lg(z) — f(@)| < s+ < =
deux ensembles suivants : 3.3 °3
Dans tous les cas, on a alors
é 1
v+E ey s <) <1 2
ez <o) lo - Tl < 5
et avec ||gll, < 1 et ||f]l 3. Ainsi, T est bien presque
surjective. Or, C°(X,R) est un espace de Banach. D’aprés
_ déf. —1 le lemme 16.1, T est alors surjective, et vérifie de plus
= —1< < — . . .
Y {z < Y‘ I<g(@) < 3 } que si g € CO(Y,R) est tel que [|g]|,, < 1 alors il existe
f € COX,R) telle que
On note enfin
1
£l < 55 =1
def. 1d(z, Y ™) —d(z,YT) 3
Vo € X, = = _
T f(x) 3d(z,Y ) +d(z, YT etg=f-
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2. Supposons que g € C°(Y, R) soit telle que ||g||., < Enfin, en dehors de Y, u < 1, donc |f| < |h| < 1 en dehors
1. Montrons qu'il existe f € C°(X,R) tel que || f||., <let deY, etsur|f|=|h|=]|g| <1surY. f répond donc bien
f prolonge g. Par le point précédent, il existe h € CY(X,R) a la question.

tel que [|h]|,, <1 et g=hj,.On considére 3. Soit
déf.
Z ={z e X, |h(z)| =1} 0:R—]—1,1]
On definit un homéomorphisme. On considére
def. d(z, Z) def
ve e Xouln) = o ) v d@Y) 9= pogyeC(Y,R)

et f = hu. Montrons que f est continue, prolonge g, D’aprés 2., il existe f € C°(X,R) tel que g = fly et
et || f|l.o < 1. u est bien définie, car Y et Z sont fermés et || f|., < 1. On note alors
YNZ=go.

u est la composées d'applications 1-lipschitzienne, donc fo def. o lofel’X,R)
u est continue. C'est donc alors aussi le cas de f. De plus,
u=1surY, donc f =h=gsurY, donc f prolonge g. fo est continue sur X, et prolonge go. O

17 Méthode de Laplace

Référence : Analyse pour l'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY
Théoréeme 17.1 : Méthode de LAPLACE Y

Soit I =]a, b[ un intervalle de R (avec a € {—occ} UR et b € RU {+0c0}). Soient € C*(I)
et f € C'(I,C). On définit

On suppose :

(i) Pour tout ¢ > 0,

b
/ e?@|f(z)| dz < +o0

a

(i) I existe un unique point o € I tel que ¢'(xg) = 0. On suppose de plus que ce point
vérifie ©”(xy) < 0, donc que zy est un unique maximum global de .

(iii) f(zo) # 0

Alors on dipose de I'équivalent suivant lorsque [t — +o0] :

_ IR0 cte(o)

Idée : On donne ici I'idée globale sous forme grossiere, la démonstration établira tous les points
techniques. On mettra en couleur rouge tous les raisonnements et autre passage a la limite hasar-

deux.
Déja, on se donne 6 une fonction lise telle que I'intégrale se passe sur R. ¢ est C?, donc on peut

la développer jusqu’a 'ordre 2 en x :
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p(z) =

(o) + (x — x0)*Y(x)

avec ¢ de classe C'! sur 1. On reporte dans l'intégrale :

F) = [ Byt ) d

On fait le changement de variables 2% =

2

F(t) = o / 6(g(2))e

On fait le changement de variables y = v/tz :

et¢(x0)

\/_

On prend 'équivalent de cette intégrale :

F(t) =

) h(o)etv(ﬂco)

Ce qui est le résultat escompté.

t—-+4o00

Démonstration : e D’aprés la formule de Taylor avec
reste intégral, pour tout z € I,

p(x) = @(w0) + (& — 0) ()
1 est continue sur I, et C'* sur I\{zo}. De plus,

-

Par continuité de 1, il existe §; > 0 tel que |z —0, xo+
O[C T et

<0

Vo €]zg — 61, w0 + 01[,¢(z) <0

o Afin d'effectuer le premier changement de variables,
assurons nous qu’on utilise bien un C'-difféomorphisme sur
un certain intervalle. Définissons sur |zg —d, zo + 9] la fonc-
tion w définie par :

YV €lxg — 0,z + O, u(z) & (x — x0)V/ =¥ (x)
Sur Jxg — &, 20 + 6[\{xo}, u est dérivable, avec
u(z) =/ —¢(x) — Vi) r—x
() = V@) ~ (e = 20)

On note alors

= V) =T s

Flg(2))g (2) dz = et#®0) /

VikS

(x — x0)*)(x). En particulier, on note x = g(z).

e’ h(z) dz
R

()

o(z)
T — X0

_ — »(x0)

D'on

(o)t (a) = L=y s )20
d'ou
=@ - YD) @)

Tr—rT0o

2/ =1 (x)

Autrement dit,

u'(z0)

T—T0
T#xo

u'(x)

donc u est bien prolongeable en une fonction de classe
C' sur Jzg — 61,70 + 01]. Puisque v/ (z) > 0, et que v’

est continue, il existe & > 0 tel que v/ ne s'annule pas

sur |zg — 0,9 + d[. Sur cet intervalle, u est donc stric-

tement monotone, donc réalise un C'-difféomorphisme sur

son image.

e Considérons 6 € C3°(R) telle que @ soit nulle sur
R\]zg — 0,z + I[ et € vaille 1 sur ]xo - g,xo + g[ Alors
u est un C'-diffeomorphisme sur le support de 6. Réécri-

Montrons que u’ est continue au voisinage de xy. Pour vons I'intégrale que I'on souhaite travailler (signalons que

cela, on constate que pour = # xg :

(i) permet d'affirmer que F est bien définie) :
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Ce qui est le résultat voulu pour F'. (Cet équivalent est
non nul via |'hypothése (iii)).

b
F(t) = / g(x)etW(x)f(x) dr e Montrons que F5(t) = o(F(t)) en +o0. Il s'agit de
a montrer que
_ to(x)
+ / (1= 0(2))e'@ f(2) da E)
\/E/goetﬁa(wo) t—+o00

On note Fi(t) la premiére intégrale et Fh(t) le
deuxieme. avec ko la constante (par rapport a t) dans |'équivalent
o Etudions d'abord Fi(t). Constatons que pusique § de Fi(t). Montrons qu'il existe y > 0 tel que
est & support compact, l'intégrale peut se prendre sur R.
De plus, u réalise un difféeomorphisme sur le support de 6. 5 5
On note g I'application inverse de u sur |xg — d, 29 + d[. On Vo € I\ {1’0 5070 + 2} s p(mo) —p(z) Zp>0
a:
Notons que I\ [xo — g,xo + g] est I'endroit ot 1 — 6
_ to(0) H(@—70)2%(2) vaut 1, donc |3 ot I'intégrale qui définit F5 est non nulle. Si
() = /RG(x)e € f(z) dz x < x0—3, ¢'(z) > 0, puisque ¢ est strictement croissante
sur IN] — oo, zo[. Ainsi,
On fait alors le changement de variables z = u(x), équi-

valent & © = g(z), possible grace a notre travail précédent s
sur I et le choix de 0 : p(z0) — p(x) = o(x0) — (SSD (330 - 5)
+ ¢ (z0—3) —plx)

Fl(t) _ €t<P(a:o) / G(Q(Z))etz2f (g(z))g'(z) dz Donc, par croissance de ¢,
R
: o(20) — o(x) > @lzo) — ¢ <a: _ 5)
On note h(z) < 0(g(2))f(9(2))g'(2). Alors >

, qui est une minoration indépendante de x. Pour z >
h(0) = 0(x0) f(20)g'(0) To + g, on a cette fois

Par théoréme de dérivation de fonctions composées, 5
olan) = p(a) > plan) — ¢ (0 + 5

oL 1 [ 2
g(0)= w'(g(0) — w(z0)  \ ©"(x0) Ce qui montre bien qu'il existe 1 > 0 tel que
d'ou
) )
5 Vo e I\ 1‘0—5,330'1‘5 yo(zo) —p(x) 2 >0
¥ {To Pour t > 1, on fait alors la majoration astucieuse sui-
A ce stade, on a : vante :
Fi(t) = '@ / h(z)e'* dz te(z) = o(z) + (t — 1p(x)
R

donc
On fait le changement de variables y = \/tz pour avoir :

tp(r) < @) + (¢ = 1) (p(20) — 1)

Fy(t) o) h(y> v g

t) = —= e Ainsi, t enfi j Fy(t) :
1 7 "\ Vi Y insi, on peut enfin majorer F(t)
h étant a support compact, le théoréeme de convergence

b
/ (1 - 0(2))e"@ f(z) da

dominée permet alors d'avoir [F2(t)] =

Par inégalité triangulaire, et par notre petite travail pré-

R

D'ou b
|Fy(t)] < etv(wo)e—w(wo)eu(l—t)/ (1—0(x))e?@ | f(z)| dx
27'(' etﬁa(ftﬂ) a
Fi(t) tt o0 f(@o) lo"(z0)| V¢ Autrement dit, par I'hypothése (i), on a alors en 400
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e On peut alors enfin conclure, puisque F' = Fy+o(Fy),

Fy(t)=0 (e‘t“et“"(“O)) il suit bien que
donc
o ete(®o)
F(t) ~ _—
Fy(t)V/t _0 (e*t“\/i) 0 ( )t_>+oo f(zo) o (z0) Vi
,tqjoet‘/—"(xo) t——+oo
donc Fy(t) = o (F1(t)). O

Corollaire 17.1 : Formule de STIRLING

Démonstration : On cherche a utiliser la méthode de On se retrouve alors ici sous les hypothéses de la mé-
Laplace pour la fonction T’ thode de Laplace avec f(z) = 1 et p(s) = In(s) — s. En
effet,
def. [T
1eT1. z—1_—t 1
Vz > 0,T'(2) _/0 t* et dt O(s) =~ —1
s
On exprime pour cela t*~! sous forme exponentielle : et s'annule seulement en 1, ot ¢"(s) = —1 < 0. Par
conséquent,
+o0 .
T(z+1) = / eI gy P(z4+1) ~ 22278
0 z—+o00 ﬁ
On fait le changement de variables ¢t = zs : Soit encore

Mz+1) ~ 27z (E>z

z—+400 e

+oo
z1In(z —sz+z1In(s
[(z+1) = ze ( )/0 em s ) ds D’ol en particulier la formule de Stirling. 0

18 Théoréeme de Riesz-Fischer

Référence : Haim BREZIS, Analyse fonctionnelle
Juste pour faire cool, on va I’écrire avec des notations probabilistes.

Théoréme 18.1 : de RIESZ-FISCHER
Soit p € [1, +oo[U{+00} et (2, F, i) un espace mesuré.

1. L'espace L7 (€2) muni de sa norme ||-|| , définie par :

VX € 1 X1 & [ IX@P du(w)
Q
pour p < 400 et par

| X oo « inf {¢>0,|X|<c p—ps}

est complet ;

. Si (X)), u ui i u ui Vv Vers u i u
2. Si (X,,),, est une suite de fonctions mesurables converge vers une fonction mesurable
X au sens LP, alors il existe une extraction ¢ telle que la sous-suite (X¢(n)) converge
n
[-presque slirement vers X.
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On suppose déja acquis le caractére normé de LP.

Démonstration : On constatera que 2. est une consé-
quence de la démonstration de 1., car une suite convergente
est avant tout une suite de Cauchy.

[(i)] Traitons d'abord le cas ou p = +o0. Soit (X,)n
une suite de Cauchy dans L;°(Q2). Alors

Vn > ¢(k)

vk e N, 36(k) €N, T 7

) ||Xn+p - XnHLoo <

T =

Pour k,n,p fixés comme au-dessus, cela signifie qu'il
existe Ny ., négligeable tel que

VYw € Q\Ng np, [ Xntp(w) — Xp(w)] <

El e

On consideére alors

NEU U UNews

kEN* n>¢(k) peN

Alors puisque N est union dénombrable de négligeables,
N est lui-méme négligeable. De plus, cela signifie que I'on
peut remonter le "Vw € Q\N" en téte de liste pour avoir :
pour tout w € Q\N,

vn = ¢(k)
VpeN

x| =

Vk € N, N Xnp(w) = X (w)] <

Ce qui signifie que pour tout w € Q\N, la suite
réelle (X,,(w)), est une suite de Cauchy. On dit aussi que
(X,)n est presque siirement de Cauchy. Puisque R est
complet, il suit que X,, converge presque silirement vers
une fonction mesurable X. Montrons que X € L et que
(X»n)n converge vers X dans L. Pour cela, on intercale
le "Vw € Q\N" entre le "V&" et le "Vn,Vp" : pour tout
ke N*:

vn > ¢(k)

Yw € Q\N, Vp e N

) |Xn+p(w) - Xn(w)l <

| =

Un passage a la limite lorsque [p — +oc] donne alors,
pour k € N* :

VYw € Q\N,¥n = ¢(k), | X (w) — X, (w)] <

> =

Une interversion entre les "Vw" et "Vn" donne alors

Vk € N*,Vn 2 ¢(k), [| X — Xn|[ L <

=

Si on se fixe k et n, cela donne alors

[ XN oo < 1 Xnllpsoe + 11X = Xnll o < o0

donc X € L°°, et on a de plus la convergence en norme
L de (X,,),, vers X. Le point 2. du théoréme est ici donné
par le fait que la convergence uniforme implique la conver-
gence simple.

[(ii)] Pour p < oco. Soit (X,), une suite de Cauchy.
Alors, il existe une extraction ¢ telle que

1

Wk € N, Vg € N, || Xokyq = Xom |10 < 57

Considérons alors la suite de fonctions mesurables sui-
vante :

n—1
¥n e N,Yw € Q, Y, (@) € Y [ Xppa(w) — Xi ()]
k=0

Alors par construction de ¢ :

VneN,||Yall . <1

De plus, (Y},), est une suite croissante. Par théoréeme
de convergence monotone, il existe une fonction mesurable
Y et un négligeable N tel que

Yw e Q\N, Y, (w) —— Y(w)

n——+o0o

Alors, pour tout ¢ € N, n € N, on a sur Q\N :

n+qg—1
Xotmra) = Xom] < D [Xown) — Xow)]

k=n
Ainsi, on a alors

[Xotmta) = Xom| <Y = Ya

Par croissance de (Y;,),, vers Y, il suit que pour n assez
grand, si € > 0, on a alors

Vg € N,Vw € Q\N,

Xptnta) (@) = Xom) (@) <e

Ainsi, la suite (X¢(n))n est presque siirement de Cauch
sur R, donc converge presque siirement. On a donc bien
montré le point 2.. On note X la limite presque siire de
(X¢(n))n. Montrons que X € L” et que Xy(,) converge
vers X dans LP. Pour cela, rappelons nous que par hypo-
thése

. 1
Wk € N,V € N, || Xo(y+g = Xl 1o < 55

Donc, lorsque [¢ — +o0] :

" 1
vk € N 1X — Kool < o

44

Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Il suit qu'a k fixé : donc X € LP. De plus, on a alors la convergence dans
LP de (X)) vers X. Par conséquent, la suite (X,,), est
une suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente

1X 0 2o < ([ Xpmy = X o + [ X || o < 00 -

19 Méthode de la phase stationnaire

Référence : Analyse pour 'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

Théoréme 19.1 : Méthode de la phase stationnaire - cas ou ¢’ ne s’annule pas

Soient ¢ € C*(R) réelle et a € C°(R, C). On définit

Vit € R, F(t) e / e @a(z) do
R

On suppose que ¢’ ne s’annule pas sur le supporte de a. Alors

Cn
VN € N,3Cy > 1,vt > LIF(t)] < T
On dit que F' est a décroissance rapide.
Démonstration : L'astuce cruciale ici est la suivante : On fait alors une intégration par parties (les termes de

) bord sont nuls par ay est a support compact) :
(e"¥) (z) = it (z)et?(®)
D'on

-1 an !
Vi>1,F(t) = /e”“’(I) (> z) dz
emp(m) _ 1 (e”‘/’)/(x) ’ ( ) ZtN+1 R 4,0/ ( )
! ()
On montre le théoréme par récurrence, a I'aide d'inté- Il suffit alors de poser
grations par parties grace a cette observation. Plus précisé-
ment, on montre qu'il existe (ax ) yen une suite de fonctions wt. fan)’
. o0
C° a support compact telle que pour tout N € N, aN+1 = 1 (,) € C5°(R)
1 wtp(x) :
Vi 1,F(t) = e PP an(x) da Pour avoir
R

e Pour N =0, il suffit de poser ag = a.

Soit N € N. Supposons qu'il existe € C (R 1
° I upp quil exi an oo (R) Vt>1,F(t) = N /e”‘p(m)aN-H(ﬁ) dz
R

telle que
1
Vi 1,F(t) = t—N/ @ gy (z) da Il suit alors que pour tout N € N :
R
On a alors :
|supp(an)lllan [
vt > 1,|F(t)] < N L
1 1 ’
Vt>1,F(t) = — e d
(t) N A ity (z) (e ) (z)an(z) dz 0

Théoréme 19.2 : Méthode de la phase stationnaire - cas ou ¢’ s’annule

Soient ¢ € C*(R) réelle et a € C°(R, C). On définit
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Vit € R, F(t) o« / e @a(z) do
R

On suppose qu'il existe un unique point xy dans le support de a tel que ¢'(z9) = 0, et

¢" (o) # 0.
Alors il existe une suite (A, )eny € CY tel que pour tout N € Nett > 1,

tolao) S A
F(t) = e#(@ n
PTG

+ Rn(t)

ou, en notant ¢ le signe de ¢" () :

A e
[Rn(t)] < ﬁ
D'ou si a(zg) # 0,
Ao

dokc. -

Remarque : La démonstration présentée dans la référence utilise la racine carrée d’un compleze
de partie réelle strictement positive. Pour z € C avec Rz > 0, on note /z l'unique complexe de

- T

partie réelle strictement positive tel que son carré vaut z. Si z = pe? avec 0 € }7, 5 [, alors

6. 0
vz et € {R >0}
(%)
z possede une autre racine carrée dans C, mais de partie réelle négative donnée par \/ﬁe’(5+7r).

[ Lemme 19.1 ]
Pour tout € > 0, pour tout A € R,

—ex?Fidz? T _52
VEER, Fle }(£)=\/%QXP (M)

Remarque : La convention choisie pour la transformée de FOURIER est la suivante :

F& ™ [ esa) da

La formule de PARSEVAL donne dans ce cas :

| f@at@) 4 = o [ 7(€)3ie) ae

Et la transformée de FOURIER inverse est :

flo) = 5- / fw)e dv
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[ Lemme 19.2 ]
Pour tout N € N, pour tout y € R,

=3 W 4 A

|
n=0 n.

avec

|y’N+1

|[An(y)| < m

Lemme 19.3 : Cas particulier du théoreme ]
Soit b € C3°(R, C). On définit

VA€ R G\ & / e’ () da
R

Alors
N n7(2n)
_ l 17sgn(A) i "b (O)
ou
1 A
RIS [CN [1e i) ds]

On cherche a utiliser une
relation du type Parseval, mais x — e n'est pas L2.
On introduit € > 0, et une fonction G. qui converge vers
G, dans un sens que I'on va préciser. On considére alors

Ve =i —— /| A e T8N
e—0t

Par unicité de la limite, il suit que

—=sg(X) a2\ <
e ()i %

D’aprés le lemme 19.2, on a pour tout N € N :

G.(\) % /R e’ = (1) da oo = L

~or
Alors R

{ 61)\‘”276121_)(%) = 67')@25(56)
e 2 N n,n 2n 2
1)\97276125 ‘ < b —25 _ (_1) 1 L A i
et i ) ) o () =2 S| e ()
avec b € L'. D'aprés le théoréme de convergence do- A
. vec
minée,
YA € R*, G.(\) —— G(\) =& €[>+ 1
S0t An 75\ < INHL(N £ 1)1 | AN

Or, d’aprés la formule de Parseval, et le lemme 19.1 :
On pose alors

6.0 = - [ e (15 )i o

Le théoréme de convergence dominée s'applique encore
ici pour tous les termes dans |'intégrale. De plus,

wr BN 7 e\ -
R ST [ (55 e e

D'ou I'existence d’une constante C'y > 0 telle que
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AN < oy [ )] o

On a alors :

G(\) =

e 1-s8(N)
ﬁzm[ | 6o

+RN

Enfin, d’aprés la formule d'inversion de Fourier :
ba) = o= [ eSie) e
a 27T R

Démonstration : e D'aprés le formule de Taylor avec
reste intégrale, pour tout x € R :

(@) = (o) + (z — 20)*Y(2)
avec 1) € C*(R) telle que

Y(x0) = 2¢" (20)
Ainsi,

) a(y 4 1) dy

F(t) = ette(@o) /

R

aprés avoir fait le petit changement de variables y =
x — 2. Pour se ramener au cas du lemme 19.3, on souhaite
faire le changement de variables

22 = y*P(y + o)
e Montrons que ce changement de variables est possible

pour un certain y € [—4,d]. On pose & “ sgn(¢” (z0)), et

h(y) = yved(zo +y)

Puisque ¥(x0) = 2¢"(x0) # 0, et que h est continue,
il existe un voisinage | — d1,01[ sur lequel ¥ (zo + y) ne
s'annule pas, donc ou h est dérivable. Sur ] — d1,01],

Veyd'(y + xo)
2\/Y(zo +y)

Alors h'(0) = /2|¢"(z0)| > 0. Ainsi, par continuité de
B, il existe [—0,0] sur lequel A’ ne s’annule pas. h réalise

alors un C'-diffeomorphisme sur | — 4,6 dans son image.
On considére x € C°(R) telle que x = 1 sur [_75, g] et
X = 0 en dehors de [’T?"S, %}.

e On découpe alors F' en deux morceaux :

W (y) = Ve(y + xo) +

F(t) = e (wo) / X)W a(y + wo) dy
+ eztap(mo) ﬁ(l _ X(y))eztsh(y)2a(y + xO) dy
R

b est de classe C™°, et & support compact, donc on peut
dériver sous l'intégrale pour avoir :

-4 it

Ainsi, on a compensation des (—1)" et des 27, pour
flnalement aboutir au résultat souhaité :

A)ﬁim[
RN

b(%)

(2n n
G = o

+

On note F;(t) la premiére intégrale, et F5(t) la seconde.

e Pour F5, constatons que sur le support de (1 — x),
la dérivée de y —— h(y)? ne s'annule pas (¢’ ne s'an-
nule qu'une seule fois, en xg). On se retrouve alors dans le
contexte du théoréme 19.1 (« cas ol ¢’ ne s'annule pas »).
Ainsi, on peut directement conclure que F5 est a décrois-
sance rapide : pour tout M € N, il existe une constante
C\ telle que

Cm
vi > 1 IR0 < SH

En particulier, pour un N € N fixé, Fy = O (ﬁ)
e Pour I, on peut effectuer le changement de variables

z = h(y), ou encore y = g(z), avec g l'inverse de f sur
] — 0, 8]. On obtient

1tez?

Amu>=e““%{4e a(g(2) + 20)x(g(2))g' (=) dz

On note b(z) = a(g(z) + zo)x(g9(2))g'(2). b est C*°

a support compact. On retrouve alors enfin dans le cas du
lemme 19.3. On a alors :

—ime

F<<—wwwl¢ﬁ > 5+ Rty
avec

Ry(t) =0 1

N(t) = N+ f
e Bilan : on a bien

— ertelxo) \/7 i Z oy St
n=0

ou Sy(t) =0 (tN+1\f) Reste a calculer By. D’aprés
le lemme 19.3 :

By = b(0) = a(x0)x(0)g'(0)
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avec ¢'(0) = gy = m. Donc
alxo)

By = —Y7
" Ve (o))

e Finalement, on a bien montré que

F(t) = eteen) XN: Ao <1>
v tn\/g tN+1\/g

avec

AO = \/Ee%”Bo

20 Polynome caractéristique d’un endomorphisme nilpotent

Référence : Les maths en téte, Algeébre, Xavier GOURDON

Proposition 20.1

d'indice ¢. Avec la convention

On a alors

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(FE) un endomorphisme nilpotent
(X)) € det(f — Xidg)

xp(X) = (=1)"X"

\

Il existe deux facons de le montrer : I'une avec une considération d’extension de corps, 'autre

par récurrence plus fastidieuse.

Démonstration : On note K le corps de décomposition
de xs dans K. On fixe une base B de E, et on considére

A Matg(f) € M, (K)

Sur K, Xy Sécrit
xr=(=1)"

K2

n
(X = N\i)
=1
avec ) € K. On considére A comme étant un élément
de M,, (K. Pour tout i € [1,n], A; est un vecteur propre

de A, que I'on associe a un vecteur propre X; € K". Alors
en particulier, on a :

A9X; = MNX, =0

Puisque X; est un vecteur propre de A, il est en parti-
culier non nul, donc cela implique que pour tout ¢ € [1,n],
Al =0, donc \; = 0 par intégrité du corps K. D'ou

xg = (=1)"X"

0

Cette démonstration est concise, et se comprend aisément sous le prisme de C comme exten-
sion algébriquement close de R. La deuxiéme démonstration est plus visuelle, et n’utilise pas les
extensions de corps, mais prend plus de temps a rédiger.

Démonstration : On démontre ce résultat par récur-
rence sur n la dimension de E.

e Pour n = 1, tout endomorphisme est de la forme
f(z) = Az, donc le seul endomorphisme nilpotent est I'en-
domorphisme nul. En particulier, le polynéme caractéris-
tique (qui est de degré 1) vaut —X.

e Soit n > 1. Supposons que pour tout K-espace vecto-
riel de dimension n, et pour tout endomorphisme nilpotent

f

xp(X) = (=1)"x"

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n + 1. Soit
f € L(E) nilpotent d'indice g. Constatons que

det(f)? =det (f9) =0

donc par intégrité de K, det(f) = 0. Par conséquent, f
est non inversible, donc non injective (E est de dimension
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finie). Soit e; € ker(f) non nul. On considére B une base
de E qui compléte la famille libre (e1), et on note M?=0,,

M est donc une matrice nilpotente d’ordre ¢ de taille n.

déf.
A= Mats(f) € Mai1(K) On peut alors appliquer I'hypothése de récurrence sur M :

Alors A se présente sous la forme : o
xm(X) = (-1)"X

_ (0 = Ainsi
=0 )
. - -X *
avec M € M,,(K). Alors, par propriété de multiplica- xa(X) = ‘ 0 XM(X)‘
tion de matrices triangulaire par blocs, on a :
Donc
A7 — 0 =
—\o Mo xa(X) = —Xxm(X) = (-1)" 1y
Or, A est nilpotente d'indice ¢, donc on a ce qui conclut la récurrence. O

21 Trigonalisation et polyndome caractéristique

Référence : Les maths en téte, Algébre, Xavier GOURDON
Théoréme 21.1

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f € L(FE). Les deux propositions
suivantes sont équivalentes :

o

(i) f est trigonalisable dans E';

(i) Le polynéme caractéristique x; de f est scindé dans K.

On utilise la convention

(X)) E det(f — Xidg)

L’implication (ii) = (i) utilise deux méthodes. Montrons d’abord 'implication directe.

Démonstration : (i) — (ii) Soit B une base dans D'ou
laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure. On note N
A cette matrice, et \; les coefficients diagonaux de A. x4
e A; X)= (=" TTx =N
se présente donc sous la forme xa(X) = (=1) 111( Ai)
A X . . donc x est scindé sur K. O
0 A — X *
xa(X)=| . .
0 e 0 \-—X

Pour I'implication réciproque, une premiere méthode utilise ’application transposée d'un en-
domorphisme. Si f € L(F), on définit

tf:<E* —  E* )

u +—— wuof

Si B est une base de F, et B* sa base duale alors

Mat[g* (tf) = tMatg(f)
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Démonstration : (i) — (i) On démontre cette
implication par récurrence sur n, le dimension de F.

e Pourn =1, x;(X) = —AX, avec A # 0. Il est donc
scindé.

e Soit n € N*. Supposons que pour tout endomor-
phisme sur un K-espace vectoriel de dimension n de poly-
ndme caractéristique scindé dans K, cet endomorphisme est
trigonalisable. Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n+1. Soit f € L(F) possédant un polynéme caractéristique
scindé. On dispose de la relation suivante pour le polynéme
caractéristique de ' f :

Xtf = Xf
En conséquence, x:s est scindé dans K. 'f possede
un vecteur propre x € E*. Kx est alors stable par !f. On
considére H I'orthogonal de Kz dans K™. C'est un hyper-
plan stable par f (on utilise la propriété F' est stable par f

La deuxiéme méthode est plus élémentaire.

Démonstration : (ii) — (i) On démontre ici aussi
I'implication par récurrence sur n. Pour n = 1, I'implication
est vérifiée. Supposons que pour tout endomorphisme sur
un K-espace vectoriel de dimension n de polynéme carac-
téristique scindé dans K, cet endomorphisme est trigonali-
sable. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n+1. Soit
f € L(E) possédant un polynéme caractéristique scindé. Il
existe e; un vecteur propre de f. On compléte la famille
libre (e1) (le vecteur est propre) en une base B de E. On
note

A% Mats(f) € My (K)

Alors A se présente sous la forme

« *
=5 5)
avec € K et B € M, (K). B est la matrice d'un
endomorphisme g sur H, ol

22 Reéduction pratique

si et seulement si - F est stable par 'f). Le polynéme ca-
ractéristique de f|,, divise x ;. Par hypothése de récurrence,
il existe une base B,, de H dans laquelle la matrice de f|,,
est triangulaire supérieure. On compléte 5,, en B base de
FE. Ainsi, si

A% Mats(f)

et

B dg' Matgn (f‘H)

()

avec B triangulaire supérieure. Ainsi, A est aussi trian-

On obtient :

gulaire supérieure. Cela conclut la récurrence. O

déf.
H= VectK(eg, s ,€n+1)

est un supplémentaire de (e;) dans E. Alors

xa(X) = (X —a)xp(X)

XA étant scindé, il suit que xp = X, est scindé sur K.
g étant définie sur H de dimension n, |'"hypothése de récur-
rence nous permet d'obtenir une base By dans laquelle la
matrice de g est triangulaire supérieure. La base

B/:€1UBH

est alors une base qui trigonalise f :

Matg(f) = (a Matz; (9))

Cela conclut la récurrence. O

Référence : Les maths en téte, Algébre, Xavier GOURDON
Dans C, on se retrouve face a 4 de figures quand on cherche a réduire une matrice :

Le polynéme caractéristique est scindé a racines simples : tout roule.

X est scindé dans R, mais pas a racines simples. Si chaque sous-espace propre est de dimension

la multiplicité dans x de A, la matrice se diagonalise, tout roule.

on la trigonalise.

Si les multiplicités ne concordent pas, et qu’on ne trouve que n — 1 vecteurs propres pour A,

Pire des cas, pas de concordance des multiplicités géométriques, et on ne dispose qu’'un

« faible »nombre de vecteurs propres. On utilise alors I'une des démonstrations du théoreme

21.1.

o1
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On va illustrer ces trois derniers cas par des exemples.

Proposition 22.1 : Cas plutét favorable

Soit
0 0 0 1
a@f. [ 0O 0 =1 0
il 0 1 0 0
-1 0 0 O

M est diagonalisable dans C (donc posséde quatre directions propres).

Démonstration : Le polyndme caractéristique de M De méme, on trouve
s'écrit
X (X) = (X2 +1) = (X = 9)*(X +2)?

Déterminons les sous-espaces propres de M en 1 et —1.
On peut soit observer la matrice M — 11, :

E_,(M) = Vectc

_ O O =
O = = O

- 0 0 1 C’est donc seulement ici que I'on peut conclure que M
10 = =10 se retrouve diagonalisable avec :
M=li=109 1 - o
-1 0 0 —
et trouver les relations C7 +1Cy =0 et :Cy + C3 =0, BZ _0 8 8
ou gentiment résoudre le systéme M X =X, qui donne ici M=P 0 OZ 0
simplement 0 0 é \
t = w
-z = ou
y = 1z
o= 1 0 10
Ainsi, on trouve P 01 0 1
10 2 0 1
1 0 2 O

E,(M) = Vectc

> O O
O R = O

C'est donc ici un cas plutdt favorable.

Proposition 22.2 : Cas pas trop favorable

Soit
(1 4 =2
ME 1o 6 =3
—14 0

M est trigonalisable dans C et posséde deux directions propres.

Démonstration : Le polyndme caractéristique de M
est : (X)) = —(X —3)(X —2)?

La résolution de M X = 3X donne
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1
E5(M) = Vecte [ 1
1

Quant a la résolution de M X =2X :

i

I
= = =
NSNUUITN
= o O

Alors
4 —6
Ey(M) = Vectc | 3 P_l(Me3) _ |4
4
2

Puisque la dimension du sous-espace propre Eq(M) est
différente de la multiplicité de 2 dans x s, M n'est pas dia-
gonalisable. On cherche donc ici a la trigonaliser. Les vec-

donc on a finalement

e (4 M = PTP™!
teurs e e 1] et €a [ 3] sont indépendants, et on N
ou
1 4
- def. 0 . 3 0 —6
compléte cette famille libre avec e3 = | 0 | pour avoir une 7—(0 2 1
1 00 2

base de C3. On a Me; = 3e; et Mes = 2e5. On note P
la matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle
base :

On remarque que cela se corse un peu dans le cas non

diagonalisable, mais le cas suivant est pire. O

Proposition 22.3 : Cas pas favorable du tout

\
Soit
(2 2 -3
ME|ls5 1 =5
34 0

M est trigonalisable dans C et ne possede qu'une seule direction propre.

Démonstration : Le calcul du polynéme caractéris-
tique donne (somme des colonnes) :

xm(X) = (1 —X)3

La résolution du systéme MX =
|"'unique direction propre de M :

X donne alors

1
FEi; =Vectc | 1
1

Contrairement au cas précédent, on ne dipose qu'un
seul vecteur propre, et il s'agit de trouver deux autres vec-
teurs pour former une base ol M est semblable 3 une
matrice triangulaire supérieure. On s'inspire pour cela du
théoréme 21.1, et de sa démonstration, pour proposer deux
méthodes pour trigonaliser M.

1. La premiére démonstration du théoréme utilise les
applications transposées. On se donne f I'endomorphisme
de L£(C?) de matrice M dans la base canonique de C3.
Puisque

Xf = Xtf

1 est aussi unique valeur propre de !f. Si B* est la
base duale de la base canonique de C?, la matrice de 'f
dans cette base est ‘M. Soit u € (C*)" un vecteur propre
de tf pour la valeur propre 1. Matriciellement, cela s'écrit

MU =U
Alors, on obtient
-2

FEq (tM) =Vectc | 1
1

On considére alors H, I'orthogonal de E; (*M), défini
par :

T
yleC® —204+y+2=0
z

H =

Par la propriété suivante : F est stable par f si et seule-
ment si F'- est stable par ' f, il suit que H est stable par f.

1 0
Une base de H est donnée pare; = [0 ] eteg = | —1
2 1
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On a

—461 — 562
5eq + bes

[glen =

Dans la base (e1,e2), f,, admet pour matrice

-4 =5
-5 7)

Comme dans la démonstration du théoréme, on a su
se ramener via |'application transposée se ramener a de la
trigonalisation en dimension inférieure. Trigonalisons Mj.
Pour cela, on cherche le sous-espace propre de M; asso-
cie¢ 3 1: soit y € R? tel que My = y. La résolution du
systéme donne

Fy (M) = Vecte G)

Autrement dit,

fler+e2) =e1+ e

1
On pose alors ) = e; +e3 = |1
1

!
, et ey = e =

0
—1 . (e}, ¢e,) est une base de H. Cette fois, on dispose
1

des relations :

fleh) = €

fley) = 5Sey+ej
Donc, restreinte & H, on dispose d'une forme triangu-
laire supérieure pour f. Reste & compléter la famille libre
0
(€}, ¢5) en une base de C3, et on pose e = | 0
1

. Alors

f(es) = —3e1 + Hea + €
Soit

flez) = —3€y — 2¢5 + €

Dans la base B’ = (e, €}, e}), il suit

15 -3
T=Matg(f)=[0 1 -2
00 1

On a alors réussi a trouver une base de trigonalisation
pour f :

M =pPrpP!
ou
1 0 0
P=[1 1 0
1 =1 0

2. La deuxiéme méthode consiste, comme dans la
deuxiéme démonstration du théoréme, a partir d'un vec-
teur propre que l'on connait de déterminer pas & pas une
base ou I'on peut trigonaliser. Ici, on a :

1

F1 =Vectc | 1

1
1 0 0
On pose uy = |1, us = 1] etug = (0
1 0 1

(u1,uz,u3) forme une base B, de C? dans laquelle f, I'en-
domorphisme associé a M pour la base canonique, admet
pour matrice :

1 2 -3
A=Matg, (f)=[0 -1 —2
0 2 3

(car u; = e1 + ex + e3 somme des trois vecteurs de
la base canonique). On note H = Vectc(ug,us), et p la
projection sur H parallélement a Cu;. On note g = po f,
On considére le bloc inférieur droit de A :

2 -3
A1 = Mat(y, uy)(9) (_1 _2)

On cherche a trigonaliser A;. On résout pour cela
A1Y =Y sur C2?, ce qui donne

Eq(A;) = Vectc <_11>

On pose vy = —ug + ug et v3 = uy. (v, v3) forme une
base B, de H dans laquelle

Matg, (9) = <é _12>

Ainsi, dans la base By = (u1,va,v3), f s'écrit
2

-2

15
Matg, (f)=[0 1
00 1

On a bien trouvé une base (différente de la premiére
méthode) dans laquelle f est triangulaire supérieure :

M = prpP~!

avec

o~ O
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23 Foire aux calculs de déterminants

Référence : Les maths en téte, Algébre, Xavier GOURDON

Proposition 23.1 : Déterminant de VANDERMONDE

Soient n > 2, et aq,--- ,a, € K. On définit le déterminant de VANDERMONDE par :
1 a; a? ay!
1 ay a3 ay~!
déf. .
V((Il, 7an) s
1 a, da an—t
Alors
Viay, - ,a,) = (a; — a;)
J
1<i<j<n
Démonstration : On le montre par récurrence sur
> = i :
n > 2. Pour n = 2, on a bien pour a,b € K : 1 0 0 0
1 a 1 ay—ay a3 — ajaz ay — ala;‘_l
=b—a
1 b V =
Soit n > 2. Supposons vraie la formule du déter-
minant de Vandermonde pour n éléments de K. Soient ' 2 a1
1 apt1—a1 a — A1Qpt1 a, , —a1a
ai, - ,a,+1 € K. Par définition : nt et nr et ntl
n développe par rapport a la premiére ligne (on a fai
On développe p pport a lap lig fait
1 aq a% al toutes ces opérations pour) :
1 as a3 ay
def. as —a a3 —aja a —ajal?!
Viai, - ant1) = 2o 2 e 2 — %2
: , V=
1 An+1  Gpiq aZ+1 [n+1] : :
-1
An+1 — a1 ai+1 — 10n+1 A1 — Q10,7 [n]

On fait I'opération élémentaire

Chaque ligne L; posséde le facteur commun a; — a;.

Cni1 + Cpy1 — a1 Gy On a alors la factorisation suivante :

On obtient (on note V' le déterminant en question) :

n—1
1 a ag
1 o ai - abt 0 n
1 as a3 - ay b a) —apay? V= H(az —ar) )
i=2 :
V = n—1
1 apt1 Gpii ]
. 2 n—1 _n a1 D'ou
1 an+1  Apyq Apt1 Apyr — 10y 4 [n+1]
On fait les opérations élémentaires (c'est la méme que n
Crir) Viar, - ananss) = [ [( — an)Viaz, -+ ans)

=2
Vi € [[Q,HH, Ci+ C; —a1C; 1

On obtient : cette démonstration.

L'hypothése de récurrence permet alors de conclure

O
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Proposition 23.2 ~
Soient n > 2 et xy,- -+ ,x, € K. On considére pour tout k € [1,n — 1],
déf k—1
P(X) = XF 4> aj X7
=0
Alors
1 Pi(r1) P(71) Po1(71)
1 Pi(x2) Pa(w2) Pr1(72)
. V(xh : 7xn)
1 P1($n) P2($n) Pn,1($n) [n]
Démonstration : On note A le déterminant recherché. Et on obtient cette fois-ci
Par souci de compréhension des degrés, on note dans cette
démonstration )
1 X1 Ty P3(.131) Pn_l(xl)
2
M=(Co | Ci | - | Cun) bore wp Balm) e Paa()
pour désigner les colonnes de M (on comme la numé- A=l
rotation a zéro). On a : : :
1 T 117% PB(xn—l) e Pn—l(xn) [n]

Pl(X) =X+CLO,1

e . Par récurrence (finie), via I'opération élémentaire (pour
On fait I'opération élémentaire : ( ) P (p

k> 1)
C1 < C1 —ap,1Co k-1
On obtient : Ly < Ly - Zoaj,kLk
=
On obtient donc
1z P(z1) - Ppoi(x)
2 n—1
1 @ Py(x2) -+ Puoi1(22) 1z 22 - af
A= | 1 @y 3 - :cg_l
: : A=
1z, 22 an—l ]
Ona:

D'on

P(X)=X?+a12X +a
2( ) 1,2 0,2 A:V(m1,~-,xn)

On fait I'opération élémentaire
Il est remarquable que ce déterminant ne dépende en

Cy + Cy — a1 201 — ag2Co fait pas des ay ;. U

Proposition 23.3

Soient a,b € K, n > 2 et xy,--- ,x,. Alors :
x Sia#b
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1 a a
b x3 a a
_ b, (s —a) — T, (2 — b)
b—a
b Tpo1 @
b b =z, ]
x Sia=0b
T a a
a Ty a a
n n
=[[(zi—a)+a |> [[(z; —a)
a .1 @ 7 1=1 j#i
a a Tl
Démonstration : 1. Supposons a # b. On note Ag le
déterminant recherché. Pour parvenir au calcul de ce déter- T —a 0 .. 0
minant, on introduit A(z) pour z € K donné par : b—a wz9—a O 0
A(—a) =
r1+x a+x a+x b 0
b+x wTo+zx a+uw a+zx —a In—1—0a
def _ b—a b—a Tn = alp,
A(x) = ' ' . . .
C'est une belle matrice triangulaire, d'ou :
b+x Tp_1+x a+zx
b+x b+ Ty + T n
’ i A(=a) = [J(@i — )
i=1
Montrons que A(z) = Ax + B. Cela impliquera que R e ’
Ay = A(0) = B. On fait 'opération élémentaire De méme en —b -
. —-b a-b»b a—>b
Vie [1,n—1],C; + Ci — Cy e
telln—1.C« 0 x9—b a—1» a—2b
A(=b) = '
T —a 0 . a+x 0 Tp_1—b a—0
b—a xz93—a 0 a+x 0 0 Z, — b
Alz) = : . . oe: [n]
b—a b—a xzp-1—a a4tz ou
b—a, b—x, xn—i—x[n] n

Un développement par rapport a la derniére colonne
permet alors d’affirmer que A(x) est en effet de la forme
recherchée :

A(x)=Ax+ B

Il suffit de déterminer explicitement pour = # y A(x) et
A(y) indépendamment de A et B pour connaitre complé-
tement A(x). Dans notre cas, la connaissance de B permet
de conclure la démonstration. On le fait ici en © = —a et
y = —b. En effet,

A(=b) = [J (@i —v)
i=1
Disposant des deux relations

{ [[i= (zi —a)
[[= (@i = b)
b(1) — a(2) donne alors

_ bH:’L:l(‘ri —a)— aH?:1($i —b)
N b—a

2. Supposons que a = b. On note A le déterminant
recherché. On note

70,A + AO
—bA+ Ay

Ag
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Et on considére

def. XP(a) —aP(X)

B X —a

C'est le déterminant cherché lorsque a # b. On note

D(X)

Q(X) % XP(a) — aP(X)

Alors
Q(a) =0
Il suit qu'il existe R € K[X] tel que

Q(X) = (X —a)R(X)

donc D est polynomiale! On pose D(a) = R(a). De
plus,

D(a) = A
Reste a déterminer R(a). Or,
Q'(X) = (X — a)R(X) + R'(X)
d'oti R(a) = Q'(a). D'ou encore

R(a) = P(a) — aP'(a)

Cela permet de conclure que :

A:H(xifa)Jra ZH(xjfa)

i=1 i=1 j#i

3. On peut rédiger plus légérement cette démonstra-
tion 2. dans le cas ot K = R ou C, o on dispose d'une
topologie, et de la notion de limite. On note toujours A le
déterminant recherché. On considére I'application qui donne
ce déterminant lorsque a # b :

at. 2P(a) — aP(z)

Vz # a, f()

avec

[l s'agit ici de faire tendre [z — a] ici, la continuité du
déterminant impliquera que

fla) =A

L'expression de f(x) fait intervenir un taux d'accrois-
sement : posons

Alors

r—a

Q est polynomiale, donc on peut faire tendre [z — d]
(ce qui prolonge f par continuité en a), pour avoir

fla) = Q'(a) = P(a) — aP'(a)

Ce qui permet de conclure sur I'expression de A. [

Proposition 23.4

\
Soient n > 2, aq,--- ,a, € Ket 81, , 3, € K. On note
=il 1 1
(o1 + B1)" X (o1 4 B2)" X (o1 + Br)"
- — —il
aer. [(2 +51)" 7 (a2 + B2)" (a2 + Ba)"
Rap = : : :
. =1 . ! . =1
(an+B1)" (om+ f2)" (an + Bn)"
Alors
n n — 1 n(n—1)
20s=[[1("71)] 0% T (ai-a)a- )
=1\ ! 1<i<j<n
Démonstration : Malgré son aspect complexe, c'est .
un calcul assez simple quand on pense a la bonne astuce. el — /n—1 & on—1—k
Ici, I'astuce consiste a voir que lorsque a, 8 € K, (o +5) - 1;) k a"p

On réindexe, et on va nommer les choses :
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=

(O[—Fﬁ)n_l — Z (Z: i)ak—lﬁn—k
k
n

On pose pour 1 < 4,

o n—1
Dik = E_1

Enfin, on pose P = (p; ;) et Q = (gi ;). Alors, avec
tout ce qu’on a écrit, on a :

N

k—1 _ on—k
a; et gy =f;

Occupons-nous de 7. On a :

(7)) (e (et e (2hap!
(") ("Dez ("3h)e3 (nop)az™
(5 e (Fa2 - (arl

On peut factoriser a chaque ligne par (”:1) et on voit

apparaitre le déterminant de Vandermonde :

M =PQ
Calculons alors det(P)7 et det(Q) o X- ol g
D'une part, ™= 1:[ ( i )V(O[]_, 7a’n>
n—1 n—1 n—1
1 2 ﬂn "N
?—2 3—2 pr—2 D'ou
X=1 :
1 . 1 n—1
n n(n—1) n—1
1[ | AOMB - (_1) 2 ( . >V(O¢1, o van)V(ﬁlu' 7ﬁn)
donc, aprés permutation (il y en a %) =1 ¢
n(n—1)

X:(_l) 2 V(ﬂla 7/871) |
Corollaire 23.1 ~
Soient p e Netn > p—+ 1. Alors

x Sin=p+1
1 2P nP
2P 3P n+1)P wllim—1)
R I S e
n? (n+1)? (2n —1)P
x Sin>p+1
1 2P n?
2P 3P (n+1)P
: =0
n? (n+1)P (2n —1)P
Démonstration : e Supposons p = n — 1. Alors on se
retrouve dans le cas de la proposition23.4, avec «; = i et gy | [(n—1)12
B; = j — 1. En notant A le déterminant recherché, 1 i - [H?:l i']2
et
ey " -1
s (") I G- =
i=1 b <idign H (G —i)= H 7!
1<i<j<n j=1
Chaque facteur se calcule de la sorte : D'ou
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alors liee. Il existe un polynéme P; de cette famille et des

n(n—1)

A=(-1)"= [(n—D" scalaires A1, -+, A, € R non tous nuls tels que
e Supposons n > p+ 1. Montrons que la famille concer- P — P
née par ce déterminant est lieé dans C. On note T ;;)\k k
Vi e [1,n], Py(X) = (X +i)? En conséquence,
De sorte que Pj(z) = Z)\kpk(x)
k#j
P (0) P(1) --- P(n—-1) On fait I'opération élémentaire
PQ(O) Pg(l) Pg(n— 1)
A=l ; Cj%cj—zkkok
Po(0) Pu(1) o Pa(n—1)|, +7

Pour obtenir une colonne nulle dans ce déterminant.

La famille (Py,---,P,) est une famille de R,[X], de D'ou A = 0.
dimension p+ 1 composée de n éléments. Cette famille est 0

Proposition 23.5

\
Soient n € N* et p < n. Alors

(@]

Ce calcul de déterminant fait intervenir la formule du triangle de PASCAL :

@ " (zf1> - (I;:)

Qui se démontre simplement en réduisant au méme dénominateur les expressions factorielles :

k! N k! RN+ E(R-T) (k+1)!
NE=D" (+D/k—1-1"  (+D/(k—1-1" @+ (k—1—1)
Démonstration : On note A, le déterminant recher- On développe par rapport a la premiére colonne pour

ché. On cherche une relation de récurrence pour A,. En finalement avoir
constatant que pour tout k € Net ] € [1,k — 1],

B\ _ (k+1\ [k ) G) o ()
l [+1) \l+1 Loy G
On se décide de faire I'opération élémentaire : : :

N NG I G|

Vi € [[2,]?]],[/1 < Lz — Li,1
Ce qui donne : Donc A, = A,_;. Finalement, A, = A; =1 O

7]
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Proposition 23.6

Soient n >

2, ay,- -

a; +x;
a2

Qn

san, € Ketxyg,---

aq
as + o

an

, Ty, € K. Alors

a1
a2

Ay, + Ty,

Démonstration : On cherche une relation de récur-

rence sur A,,, le déterminant recherché. On commence par
utiliser la linéarité du déterminant grace a la relation

ay aiq 0
ag a2 0

= +
an + Tn an Ln

Donc A,, est alors somme de deux déterminants :

a1 + 21 a1
az az + T
A, =
(025 (075
a; + a1
az az + T2
+
Qn, (e2%

ai
az

Qn

o

Tn

[n]

C'est le déterminant d'une matrice triangulaire, d'ol

n—1
Dy =ay [
i=1

Quant & D5, on peut développer par rapport a la der-
niére colonne :

DQZLL'n

a1 + 2
a2

Gp—1

ay
ao + T2

Gp—1

D2 = ann—l

Finalement, on obtient

nn 1 > remier uxiém rmes. Sur
On note D; et Dy les premier et deuxiéme termes. S
D1, on effectue les opérations élémentaires :

Vi[[l,n— 1]],L1 «~L,— L,

Ainsi,

D; =

Proposition 23.7

Soient n >

X1 0
0 T2
0 0

ai
a2

an

On conclut par récurrence que

n—1

A, =ay, H I AV

i=1

a1
as

Gp—1+ Tp-1 [n—1]

An:Zaiji—I—ij

j=1

i#]

j=1

b (G510

,a, € Ket x € K. Alors
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T aq (05} Qp,
aq T (05} Qp,
al DY x

[n+1]

Démonstration : On note A le déterminant recher-
ché. Ce calcul repose sur deux opérations élémentaires. Le
premier est

Cpy1 < Cpy1 + ZCj

La deuxiéme opération élémentaire est la suivante :

VJ S [[1,7’),— 1]],Cj — Cj —aan

qui donne
j=1
qui donne
r—ay a,—ay as—az --- 1
n
Z ai a2 x+2j:1aj T — Qg as —agz - 1
n n
ap T as :c—i—zjzlaj A x—i—Za-
. = J
A = j=1 :
: 1
[n+1]
n
a1 -+ Zj:l a; [n41]
Donc, on peut factoriser : C'est le déterminant d'une matrice triangulaire, d'ol le
résultat
r a; ay -+ 1
aa T ay --- 1 n n
n
A=|z+ ) aj (x — ay)
_ ) J j
A=|x+ Z a; ; Jl;[l
j=1 :
a1 1 [n+1] O

Proposition 23.8 : Déterminant de CAUCHY

Soient n > 2, ay,- -

an € K, by, b, € K tels que a; + b; # 0 pour tout i,j € [1,n].

~

Alors
_tr 1 1
ai1+b a1+b a1+b
11 1 11 2 11 n
az+by az+ba a2+bn
4 1 1
an+by an+ba an+bn

N [licj(a; — ai) Tlicy(b; —

b;)

H1<i,j<n(ai + bj)

Démonstration : L'idée générale derriére est de former

ala
- . '7
colonne C; qui s'annule, sauf pour j = n pour trouver une
relation de récurrence entre ces déterminants de Cauchy.
On note

en derniére ligne une combinaison linéaire des (ﬁ)
10

1

ay Tbl

az+by

1

1

ay sz

az+bo

1

1

ay Tbn

az+by,

1

an+b1

an+b2

an+bn n

On veut faire les opérations élémentaires
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L, < M\, L,

(de déterminant 5-), puis
n—1
L,+ L, — Z \L;
i=1

avec \; € K que I'on va déterminer pour avoir

n

Vieln—1])

i=1

Autrement dit, on cherche ();)
[T/ (X b))

[T (X +ai)

Il suffit pour cela de multiplier par a; + X et d'évaluer
en X = —a; pour obtenir les expressions suivantes :

Ai
a; + bj

=0
1<j<n tels que

n

-3

i=1

Ai
a; + X

On obtient :

1 1 1

al bl al b2 al'{bn

1 as+by as+bo as+by
Fn =3 . .

)\n :
n i
0 0 Zi:l ai+bn Ip

On développe par rapport a cette derniére ligne :

1 1 1

@ @ a1 +§7n— 1
R(bn) az+by az+bo az+bp_1
r,= . .
An : :
1 1 1
an—1+b1  ap—1+b2 an—1+bn—1|[p—1]

C'est un déterminant de Cauchy d'ordre n — 1, ot on

a noté
H?:ll (ai =+ b]) n n—1
- = . (b, — b;
)\7, H 4 —a 7&0 R(bn): 7 _ Hgn_l( n J)
ki @i — Ok ~ai+by,  [[iii(bn +as)
Pour assurer la bonne définition de \;, supposons que B
les a; sont deux a deux distincts. On fait d’abord On a alors
L, < A\, L -1 -1
our avoir ! o ro— [H?:l (b — bj)} [H?:l (an — ai)}
p n — " b n b n—1
(1= (b + ai)] Hj:l( j + an)
1 1 1
a1fbr  a1}bs a1{bn Avec I'; = ﬁ, on peut alors conclure sur le déter-
r, — 1 et aatbs az+bn minant de Cauchy :
An | :
a )\J;Lbl a )\*;’LbQ a )\J:b I, = Hi<j (aj _ ai) Hi<j(bj _ bl)
n n n n 'n n —

Et on fait I'opération élémentaire souhaitée :

[Ticij<nlai +05)
L'égalité reste vraie si on ne suppose plus que les a;
sont deux a deux distincts, ce qui donne un déterminant de

n—1
Ln Ln - Asz
< ; Cauchy nul. O

Proposition 23.9 : Cofacteurs de la matrice de VANDERMONDE ~
Soient n > 2 et ay, -+, a, € K. Alors

1 o o=l okl -af

1 ab™l oftl Oy

_ | =onklon, o) JT (0 — o)

: 1<i<j<n

1 a, alf=l oftl ...qn
ou

déf.
Un—k(X17 . 7Xn) = Z [H X’L]
I€P,—k([1,n]) Liel
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Proposition 23.10 : Déterminant circulant

\
Soient n > 2, et ay,--- ,a, € C. On considére
PX) % a1 +asX 4+ a, X" ! € C[X]
En notant w % 62%, on a alors
ap Qg - A,
Ay Q1 - Gy n—1 .
1 1 N H P (w’)
3=0
ay Qag --- aq
\
Soitn >2et € R. Alors
cosf cos20 --- cos nb
cosnfl cos@ --- cos(n—1)0 ) , (b n-+2 nd
. ) =2""“sin"" ° [ — sin”( 9) —sin” [ —
: : 2 2 2
cos20 cos30 --- cos
\
Soient n > 2, et a,b € K.
a+b ab
1 a+b ab (0)
. . . an+1 s bn+1
- a-b
(0) 1 a+b ab
1 a+bd in]

24 Théoreme de Cayley-Hamilton

Référence : Les maths en téte, Algébre, Xavier GOURDON

Théoréme 24.1 : Théoreme de CAYLEY-HAMILTON

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE). Alors

xs(f) =0 L(E)

On propose plusieurs démonstrations de ce résultat. La premiere démonstration utilise le corps
de décomposition de x;.
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Démonstration : On note M € M,,(K) la matrice as-
sociée a f dans la base canonique de K™. On considére LL le
corps de décomposition de x; dans K. On considére alors
que M € M, (L). xar est scindé dans L, donc M se trigo-
nalise dans ce corps : il existe P € GL, (L) et T' € M, (L)

telles que
M =pPTP!
Si bien que
xu(X) = (1" TI(X =)
i=1
On considere (¢1,---,¢™) la base canonique de L. On

pose pour k € [1,n] :

Montrons que

Vk € [[l,nﬂ,Vj S [[1,/{3]], [Pk(T)]EJ =0

On le montre par récurrence. Rappelons que

t1,1
T dif t2,2 tL,J
0
0 .- tom
e Pour k=1,0na
Tl =t116

Donc

[Pu(T)r = (T — t111n)l =0
e Soit k € [1,n — 1]. Supposons que I'on a
Vi e [1,k], [Ps(T)]¢; =0

Alors pour j € [1, k],

[Pry1 (D)l = [T = tryr k1] [Pe(T)]; = 0

par hypothése de récurrence. Pour j = k + 1,

k
[Peir (D)1 = [Pe(D)] | D tj ksl
i=1
Par linéarite,

k
[Per(T)lhr =Dty aa [Pa(T)E;
j=1
On conclut enfin par hypothése de récurrence :

[Pi1(T))lg+1 =0
Cette petite récurrence permet alors conclure a
Vi e [1,n], P (T)¢; =0
Donc P,(T) = 0. Or, P, = (—1)"xan. On a alors

montré que

xf(f)=0
0

La deuxieme démonstration n’utilise pas le corps de décomposition, et s’appuie sur les matrices

compagnons.
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[ Lemme 24.1 : Polynome caractéristique d’une matrice compagnon ]

Soient P e K[X] etn > 1:

; n—1

PX)E X"+ Y g x*
k=0
On note
0 0 —AQao
1 0 —Q
O a0 1l —ay | € M,(K)

0 1 —Anp—1

Alors le polynéme caractéristique de C'p est (—1)™P (ce signe vient de la convention

pour le polynéme caractéristique).

On fait une démonstra-
tion par récurrence sur n > 1.
Pourn=1, P(X)=X —a aveca € K et

Cp = (a)

qui est effectivement de polynéme caractéristique a —
X. Le résultat est alors vrai pour n = 1.
Soit n > 1. Supposons le résultat vrai pour tout po-
lynéme de degré n unitaire. On va faire des combinaisons
linéaires pour se ramener a ce cas-la. Soit

n
def.
PE XM 4 g Xk
k=0
On note dans cette démonstration A le polynéme ca-
ractéristique de Cp. Par définition,

-X 0 coo (@ —ag
1 —-X —aq
0 1 —X —as
A =
0 1 —X—aa|,.q

On fait un petit développement par rapport a la pre-
miére ligne :

choisie

- X 0 0 —aq
1 - X —a
0 1 —-X —as
A= —X

0 1 —-X-—a, (n]
1 =X
0 1 -—-X

+ (=1)"(=ao)

Le premier déterminant est la matrice compagnon du
polynéme

n—1

Q=X"+ Z apX*
k=0

Par hypothése de récurrence, ce déterminant vaut donc
(=1)"Q. Le deuxiéme déterminant vaut 1. Ainsi,

A= (~1)™XQ + (1) ag

D'ott A = (—1)"*1P, donc on a prouvé le résultat.

Remarque : Une autre option pour montrer ce lemme est de faire directement 'opération

élémentaire

i+ Li+XLy+ -+ X" 'L,

On obtient :
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0 0 —P(X)

1 0 —a
XCP(X) = |0 1 —a2

0 ... 1 —a, u

Un développement sur la premiere ligne conclut.

Démonstration : Soit z € E non nul. Il existe p < avec
n = dim F pour lequel la famille
) 0 0 —ap
Fo S (@, (@), f7(w)) 10 —ay
est libre, et A=1]0 1 2 =Cp
(2, f(2), - (@), 7 (@) 0 o1 —a
est liée. Il existe ag,- -, a, € K tels que

[l suit (déterminant triangulaire par blocs) :

@)+ aif () =0 Xf = XCpXB
=0

Ainsi, par le lemme, il suit
On note alors

, P s (Nl(x) = x5 o P(f)(x)
déf. o p s j
PX) = X7+ Z % et [P(f)](z) = 0 par construction de P. Ainsi,

§=0
Complétons F, et B, base de E. Dans cette base, f —0
s'écrit matriciellement par blocs Xs(f)(w) =
A B Par conséquent, puisque cela est vrai pour tout x € F,
Matg, (f) = <0 C) il suit que x¢(f) =0. ]

25 Décomposition de Dunford

Référence : Les maths en téte, Algébre, Xavier GOURDON

Théoreme 25.1 : Théoréme de décomposition de DUNFORD

\

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E) tel que son polynéme carac-
téristique soit scindé dans K. Alors il existe deux uniques éléments d,n € L(E) tels que :

(i) f=d+n

(ii) d est diagonalisable sur K
(iii) n est nilpotente
(iv) don=mnod

De plus, u,n € K[f] s'expriment comme polynémes en f.

67 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Lemme 25.1 : Lemme de décomposition des noyaux ]

Soit F un K-espace vectoriel de dimension quelconque. Soit f € L(F).

Enfin, soient

Py, .-, P, € K[X] mutuellement premiers entre eux, on note P leur produit :

P dg’. H Pz
=1

Alors :

(i) On dispose de la décomposition suivante :

ker(P(f)) =

(ii) Si p; :

_{el ker [P.(f)

ker(P(f)) — ker [P;(f)] est la projection sur ker [P;(f)*] parallelement a

@, ker [P;(f)], alors p; est un polynéme en f.

Le résultat est vrai
pour s = 1, la décomposition est une décomposition tri-
viale. Par souci de compréhension, on montre par récurrence
sur s > 2 la décomposition en somme directe.

Pour s = 2, on se donne A, B € K[X] deux poly-
némes premiers entre eux, et on considére P = AB. Mon-
trons que

ker(P(f)) = ker(A(f)) @ ker(B(f))

Puisque A, B sont premiers entre eux, on dispose d'une
relation de Bézout entre eux : il existe U,V € K[X] tels
que :

(*)
AU + BV =1
Montrons alors que :

« ker(A(f)) Nker(B(f)) = {0}
 ker(P(f)) = ker(A(f)) + ker(B(f))

Soit = € ker(A(f)) Nker(B(f)). D'aprés (x), qui n'est
rien d'autre que I'égalité de Bézout, on a en évaluanten f :

ANHUf) +B(HV(f) =ide
D'on

x=[A(f) o U(H)](x) + [B(f) o V(f)](z)

Or, tous les Z(f) considérés sont des polynémes en f,
donc commutent :

z = [U(f) o A(NI(x) + [V(f) o B(f)](z)

Puisque A(f)(x) = B(f)(z) = 0, il suit que = = 0,
donc I'intersection des deux espaces est bien réduit a {0}.

Soit x € ker(P(f)). On dispose toujours de la décom-
position :

= [U(f) o A(f)](z) + [V (f) o B(f)](z)

Alors,

A(f) o [V(f) o B(f)] (z) = [AVB(f)](x)
Soit encore, puisque P = AB :

A(f) o [V(f) o B(f)] (z) = VP(f)(z)
Puisque x € ker(P(f)), il suit

A(f) o V(f) e B(f)] () =0
donc VB(f)(x) € ker(A(f)). De méme, UA(f)(z) €
ker(B(f)). Finalement, le théoréme de Bézout nous a di-
rectement amené a |'écriture souhaitée :

ker(P(f)) C ker(A(f)) + ker(B(f))

L'inclusion réciproque est vraie :
A(f)(xq) =0 et B(f)(xp) =0 alors

six = x, + xp avec

P(f)(x) = P(f)(xa) + P(f)(xp)

Donc

P(f)(x) = B(f) o A(f)(xa) + A(f) o B(f)(2) = 0

On a donc prouvé le lemme des noyaux pour s = 2.
Notons que les projecteurs p; de |'énoncé sont donnés ici
par

pa = B(f)V(Sf) et pp = A(S)U(f)
donc les projecteurs sont effectivement polynémiaux en

f!
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Soit s > 2, et supposons la décomposition en somme Soit © € ker(P(f)). D'aprés la relation de Bézout,
directe vérifiée pour tout produit de polynémes premiers on a:
entre eux avec s facteurs. On se donne Py, -, Psyq €
K[X] mutuellement premiers entre eux, et on note

pi(z) = sz- opj(x)

s+1
P = HPi avec pour tout j € [1, 9] :
i=1
Par hypothése de récurrence : piopj(z) = QiQ;(f) o Ui o U;(f)
s s Or, Q;Q; comporte P parmi ses facteurs lorsque i # j,
ker (H Pi(f)> = @ker(Pi(f)) donc, puisque P(f)(z) =0 :
i=1 i=1
Et d'aprés 'initialisation, puisque Py et [[;_; P; sont piopi(z) =0
premiers entre eux : lorsque 7 # j. De plus, on en déduit
s pi(x) = pi o pi(z)
ker(P(f)) = ker (H Pi(f)) @ ker(Ps4+1(f)) Soit z € ker(P;(f)). D'apreés I'écriture de Bézout :
i=1
DY S
° v=> U] B(D| (@)
s+1 Jj=1 k#j
ker(P(f)) = @ker(ﬂ-(f)) Puisque P;(f)(x) = 0, tous les termes concernant P,
i=1

sont nuls, d’ol
Ce qui conclut I'hérédité pour la décomposition.
A l'instar de la petite remarque sur l'initialisation
de la récurrence, c'est |'égalité de Bézout qui donnera |'ex-

pression des projecteurs considérés. On note P = Py - - - P;, z = |Ui(f) H Bi(f)] (@) = UiQi(f) (=)
avec les P; mutuellement premiers entre eux. On considére ki
les polyndmes d'ou = p;(x). Donc ker(P;(f)) C Im(p;). Récipro-
déf. quement, si y = p;(x) avec = € ker(P(f)), alors
o[, (@) (P(£)
J#i
Les Q; sont mutuellement premiers entre eux (pas de [2(N)](y) = UiHPjPi ()
facteurs commun), et c'est a eux que nous allons appliquer JFi
le théoréme de Bézout : Donc,
I yne) P(PI) = UP(P)(x) = 0
=1 d’ot Im(p;) = ker(P;(f)).
On définit alors sur ker(P(f)) : Soit = € ker(P;(f)), avec j # i. Alors :
def.
pi = Ui(f)Qi(f) pi(z) = Us(#)Qi(x)
Constatons que p; € K[f]. Montrons que les p; sont avec i # j, Q;(x) = 0, car il contient le terme P;. D'ou
les projecteurs concernés par ce lemme. Constatons que pi(x) = 0. Par linéarité,
o P rer(P,(f)) < ker(p:)
Zpi =idg e
i=1

Réciproquement, si p;(x) = 0, avec = € ker(P(f))

Fixons ¢ € [1, s]|. Montrons que : . o
[t 5] q alors d'aprés la décomposition de Bézout,

* PiOPi = Pis s

* Pour j #14, p;op; =0; x:ZUij(f)(LE)

x Im(p;) = ker(P;(f)); j=1

« ker(p;) = @, ker(P;(f)). Puisque p;(z) = U;Q;(f)(x) =0, il suit
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v = UQ(f)(2)

i

donc z € P, ker(P;(f)).

Passons a la démonstration la plus classique de ce théoreme de décomposition.

Démonstration : Montrons |'existence d'un etelle dé-
composition. D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,

xr(f)=0

On décompose Xy en ses facteurs premiers dans K,
scindé par hypothése :

S
xr =[x —x)m™
i=1
Puisque ker(xs(f)) = E, le lemme des noyaux nous
fournit la décomposition suivante :

E = @ker((f = Xiidp)™)

dont chaque projecteur provenant de ce systéme de pro-
jecteurs est polynomial en f, on les note p;. On note T'; les
sous-espaces caractéristiques, qui apparaissent dans cette
décomposition. On pose alors

S
ALY dpietn €y —d
i=1

Montrons les différentes propriétés.

(i) Par contruction, f =d+n.

(i1) d est diagonalisable dans K : dans une base adaptée
a la décomposition du lemme des noyaux, d admet en effet
une matrice diagonale.

(iii) Montrons que n est nilpotente. On note m =
maxigi<s M. Alors pour tout ¢ € [1,s], pour z € T'; :

n™ (@) = (f = Aipi)" (z) =0

Donc sur E, n™ = 0, n est donc nilpotente.

(iv) Par construction, p; est un polynédme en f, donc
commute avec f. Ainsi, d est un polynéme en f, tout
comme n, et donc commutent entre eux.

> Montrons |'unicité de la décomposition de Dunford.
Soient d’ diagonalisable, n’ nilpotente deux autres endomor-
phismes tels que d+n=d +n' = f et d'n’ =n'd. Alors
d’ commute avec f, donc avec tout polynédme de f, donc
avec d : dd’ = d'd. Ce sont donc deux endomorphismes dia-
gonalisables qui commutent : il existe une base commune
de diagonalisation dans laquelle d — d’ est diagonalisable.
Quand a n et n/, ils commutent pour la méme raison que
d’, et par le binéme :

(n — n’)ﬁq' =0
avec q et ¢’ les indices de nilpotence. Ainsi, on a
d—d =n"—n

qui est un endomorphisme diagonalisable nilpotent. Il
est alors nul. D'ou I'unicité. O

26 Centre d’un p-groupe - Orbites et stabilisateurs - Théo-

reme de Cayley

Référence : Cours d’algébre, Daniel PERRIN

Cette section est un prétexte pour réviser certaines notions d’action de groupes : orbite, stabi-

lisateur, équations aux classes, etc
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Définition 26.1

\
Soient G un groupe et X un ensemble. On dit que G agit sur X par une action p si p :
G x X — X est une application qui vérifie :
(i) Pour tout g,h € Getx € X :
plgh, ) = p(g, p(h, z))
(i) Pour tout x € X, p(lg,z) = x.
On note lorsque I'action p est explicitée :
Vge G,V € X, p(g,x) =g-x
On définit aussi une action via le morphisme de groupe
G — S(X)
L R -
‘N7 — plg,r)=g 2
Définition 26.2 ~
Soient X un ensemble et G un groupe qui agit sur X. On définit le stabilisateur de ©x € X
pour cette action :
Stab(z) -G« {9eGlg-z=2} <G
Pour tout z € X, on définit son orbite :
Orb(z) =w(x) =G -2 ¥ {ye X|3ge Gy=g-z} C X
Proposition 26.1 : Relation orbite-stabilisateur ~
Soit X un ensemble, et G un groupe fini qui agit sur X. Alors
Vo € X, #0rb(z) - |Stab(z)| = |G|
Démonstration : Soit x € X. On définit 'application Puisque g € ¢'Stab(x), il existe alors h € Stab(x) tel

que g = g'h. Il suit alors que

o - @ /stab@ — X
T\ g-Stab(z) — gz

Montrons que :

g-x=(g'h) x

Par propriété d'action de groupe :
x Cette application est bien définie;

*x c'est une bijection entre I'ensemble G/Stab(w) et g-x=gh-x)
w(z). ' . g
() Enfin, puisque h € Stab(z), il vient que

e Montrer que ®,. est bien définie signifie qu’on cherche

a montrer que si g = ¢’ alors ®,(g) = ®.(¢’). Soient gr=g -z
9,9 € G tels que B
donc ®,(g) = ®,(g’), P, est bien définie.
gStab(z) = ¢'Stab(z) < G o Constatons d'abord que
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D, (G/Stab(w)) - w(x)

Puis, pour l'inclusion inverse, si y € w(x), il existe
g € G tel que y = g-x. Ainsi, y = ®,(gStab(z)), D,
est donc bien surjective dans w(x).

Montrons que @, est injective. Soient g,¢ € G tels
que ®,(5) = ®,(g'). Alors

g.x:g/.x

donc

g ' r=g""gx

donc par propriété d'action de groupes

gy e=ua
donc g~1g’ € Stab(z), soit encore g’ € gStab(x). Par
conséquent,
gStab(x) = ¢'Stab(x)

(on dispose de I'inclusion indirecte, et la symétrie du
probléme donne I'autre). ®,, est donc bien injective. Ainsi,
®, est bien bijective.

G étant fini, on peut conclure en I'égalité des cardi-
naux :

¥ /stab(a) | = fw()

O

Remarque : Si G est d’ordre infini, 'application proposée dans la démonstration reste une

bijection entre © /s et w(z)

Théoréme 26.1 : Théoreme de CAYLEY
Soit G un groupe fini de cardinal n. Alors G est isomorphe a un sous-groupe de &,,.

)

Démonstration : On fait agir G sur lui-méme via la

translation a gauche :

(g,2) = gz

On définit alors le morphisme de groupes :

(GXG — G)

G — &(G)
g o— so(g):<§ : gi)

Montrons que ¢ est injective. Puisque ¢ est un mor-

Proposition 26.2 : Equation aux classes

Soient p un nombre premier et G un p-groupe (id est un groupe fini de cardinal p* avec
a > 1). Soit X un ensemble sur lequel G agit. On note

XGdg'{xeX\VgeG,g-x:x}CX

les points fixes de I'action. Alors

1X =X [p]

phisme de groupes, il suffit de montrer que ker(y) = {1¢}.

Soit g € ker(ip). Alors pour tout = € G, g = 1. C'est en

particulier ke cas pour x = 1¢, ol on obtient donc g = 1¢.
Puisque ¢ est injective, I'application

est un isomorphisme de groupes. De plus, Im(p) est
un sous-groupe de &(G), isomorphe & &,, en notant G =

{gl’ DY
groupe de &,,. O

,gn}- |l suit alors que G est isomorphe & un sous-

\

Démonstration : On introduit la relation d'équivalence

sur X suivante :

TRy < dgeG,y=9g-x

Les deux définitions d'action de groupe donnent direc-
tement la réflexivité et la transitivité. Quand a la symétrie,
siy=g-x alors

g ly=g9"(g-x)=g""g-x
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d'ott g7 -y = z, donc cette relation est symétrique.

Il s’agit donc d'une relation d'équivalence qui nous fournit
alors une partition de X en ses différentes classes :

X = |_| w(x;)

i€l

ol x; est un représentant de w(x;). De plus, pour
zeX:

re X% = w)={z}

Par conséquent, si * ¢ X, fw(z) > 1. D'aprés la
relation orbite-stabilisateur, fw(z) divise |G|. Ainsi,

Va ¢ XG,ttw(x) =0 [p]

Puisque

Proposition 26.3 : Centre d’un p-groupe

Soient p un nombre premier et G un p-groupe. Alors le centre de G défini par :

x=1 U
iel
:D,;EXG

Alors

w(z;) | U |_| w(z;)
iel
w.;¢XG

X = ) dw(@)+ Y fw(w)

iel iel
z,€X¢ ¢ X%
Pour z; € XY, tw(z;) =1, et

{iel,a;e X9} ~ XxC©

D'ou finalement,

X =1X [p]

3(G) € {z € G|Vg € G,zg = gz}

n'est pas le sous-groupe trivial.

Démonstration : On fait agir G sur lui-mé&me via un
automorphisme intérieur :

s@(g):(G — G1>

r +— gxrg
Alors, pour cette action, I'ensemble des points fixe de

3(G). D’aprés I'équation aux classes,

27 Théoremes de Sylow

Référence : Cours d’algébre, Daniel PERRIN

13(G) = 1G] [p]
Et puisque G est un p-groupe,

3(&) =0 [p]

Or, 1¢ € 3(G), donc 3(G) # @, donc |3(G)| > 1.

I'action (X de la proposition 26.2) n'est rien d'autre que C'est donc un multiple de p non nul, donc 3(G) n'est pas

le sous-groupe trivial !

0

Définition 27.1

de SyLow de G si |P| = p*.

Soit G un groupe fini d’ordre |G| = p*m avec m premier avec p. P < G est un sous-groupe

\

Théoréme 27.1 : Premier théoreme de

Soit G un groupe fini de cardinal p®m avec p premier avec m. Alors G admet un p-sous-groupe

de SYLOW.

SyLow

~

73

Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Lemme 27.1 : Sous-groupes et SYLOW

Soit GG un groupe fini de cardinal p®m avec p ne divisant pas m. Soit H un sous-groupe de
G. Soit S un p-sous-groupe de SYLOW. Alors il existe a € G tel que

aSa'NH

soit un p-SYLOW de H.

G agit sur ¢ /g par trans-

G — G/S
g +— g8
Alors, pour tout a € G, le stabilisateur de aS pour
cette action est

lation a gauche :

Stab(aS) = {g € G, gaS = aS} = aSa™*

(La deuxieme égalité se montre par double inclusion,
étape que l'on peut sauter pour le développement). Par
restriction, H agit sur ©/g aussi par translation a gauche.
Le stabilisateur de aS pour cette action n'est autre que
aSa~' N H, qui est donc bien un sous-groupe de H, et est
un p-sous-groupe de G.

Montrons qu'il existe a € G tel que aSa™!' N H soit
un p-sous-groupe de Sylow de H. Or, d'aprés la relation
orbite-stabilisateur :

|7/ asa-1nm| = fwn (aS)

Démonstration :
p est premier, on a

1. Dans le cas ot G = GL,,(F,), ou

GLu(F,) = [T [o" — #]
=0

donc

n(n—1)
:p 2 m

|GLn (Fp)

avec p ne divisant pas m. Le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures strictes est alors un p-sous-groupe
de SyLow de GL,,(F)) :

1 (ai,5)
. 0 1
P déf- aij € Fp
0o .- 0 1
En effet, les coefficients a;; quelconques sont au
2 n—1 . n(n—1)
nombre de p X p*-----p" ", soit p 2

ol wp(aS) désigne l'orbite de aS pour I'action de
translation dans H. L'orbite pour la translation de G, w(a5)
est lui multiple de fwpr (aS), et vérifie la partition en orbites :

65 = | wlas)
i€l
Supposons que pour tout a € S, aSa~! N H ne soit
pas un p-sous-groupe de Sylow de H. Alors fwg(aS) est
multiple de p, donc fw(aS) aussi. Or, par la mise en parti-
tion,

/s =D tw(a:S)
iel
donc est multiple de p. Or, puisque S est un p-Sylow
de G,

[“/s| =m

avec p ne divisant pas m. D'ou la contradiction recher-
chée, et donc H admet bien un p-sous-groupe de Sylow.

2. Revennons au cas général. Si G est un groupe de
carnial p®m avec p ne divisant pas m, le théoréeme de Cay-
ley permet d'affirmer qu'il existe un morphisme injectif de
G dans &, ou n = |G|. G est donc isomorphe a un sous-
groupe de &,,. Or, I'application

&, — GL,(F,)
<IE‘p — T, >
o > Uy :
€ = €o®)

avec (eg,--- ,ep) base de GL,(F,) est un morphisme
injectif, donc permet de voir &,, comme un groupe iso-
morphe a un sous-groupe de GL, (F,). Ainsi, G est iso-
morphe a un sous-groupe de GL,(F,). Or, d'aprés 1.,
GL,(F,) admet un p-sous-groupe de Sylow. D'aprés le
lemme, il suit que G admet alors un p-sous-groupe de Sy-

low. O
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Théoreme 27.2 : Deuxiéme théoréeme de SYLOW
Soit G un groupe fini de cardinal p*m ou p ne divise pas m.

1. Si H est un p-sous-groupe de G, il existe S un p-sous-groupe de Sylow tel que

HcS

2. Les p-sous-groupes de SYLOW sont tous conjugués entre eux. En conséquence, I'ensemble
des p-sous-groupes de SYLOW forment une orbite sous GG pour la translation a gauche,
et le nombre s,(G) de p-sous-groupes de SYLOW de G divise |G].

3. Ona:

sp(G) =1 [p]

Par conséquent, s,(G) divise m.

Un corollaire du point 2. est le suivant :

Corollaire 27.1

Soit G un groupe de cardinal p®m avec p ne divisant pas m. Soit S un p-sous-groupe de
SYLOW. Les assertions suivantes sont équivalentes :

~

1. S est un sous-groupe distingué dans G.
2. S est I'unique p-sous-groupe de SYLOW de G : s,(G) = 1.

Démontrons le théoreme.

Démonstration : [1.] Soit H un p-sous-groupe de G. S agit lui aussi sur X, par restriction. Par I'équation
Soit S un p-Sylow de G. Par le lemme 27.1, il existe a € G aux classes,
tel que

1 BX = 5,(G) = $X° [p]
aSa " NH< H

soit un p-Sylow de H. Pusique H est p-sous-groupe de
G, il suit que

avec X° I'ensemble des points fixes de I'action :

XS {pexvses sPs =P}

1 _
aSa”"NH=H Montrons que X* = {S}. S € X7, puisque sSs~! = S
d'ot H C aSa™"', donc H est bien inclus dans p-sous- pour tout s € S. Soit P € X Il existe s € S tel que
groupe de Sylow.

[2.] De plus, si H est un p-Sylow, I'inclusion est une P=sPs !
égalité par égalité des cardinaux, donc H est conjugué a S,
donc tous les p-Sylow sont conjugués. On en déduit alors le Ainsi, P est stable par conjugaison dans S. On note
corollaire : si S est un p-Sylow distingué, alors toute conju- gt
gaison de S n'est rien d’autre que S lui-méme. Réciproque- N = (S,P)

ment, si S est I'unique p-Sylow de G, il est en particulier
stable par conjugaison.

[3.] Puisque 2. est montré, c'est aussi le cas du corol-
laire.

On note X I'ensemble des p-Sylow de G. Soit S un
p-Sylow de G. On fait agir G sur X’ par conjugaison :

alors P et S sont des p-Sylow de IV, car p-Sylow de G,
et P est distingué dans N. D'aprés le corollaire, P est alors
I'unique p-sous-groupe de Sylow de N. Il suit que P = S,
donc X% = 1. Il suit finalement que

sp(G) =1 [p]

G — X
g > gSg7! _
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28 'TTriplets pythagoriciens

Référence : Exercices d’algébre, Aviva SZPIRGLAS

Théoréme 28.1 : Triplets pythagoriciens

On consideére I'équation (E) d'inconnues z,y,z € Z :

(E) :

avec z,y,z > 0 et z Ay = 1. Alors (z,y, z) € Z? est solution de (E) si et seulement s'il existe
a > b entiers naturels premiers entre eux de parité différente tels que

x2+y2222

xr = 2ab

y = CL2 e b2

z = a*+b
Démonstration : On raisonne en quatre étapes. donc d divise y. Puis, I'égalité 2> = af3 donne d? divise
1. Soient z,y,z € Z solution de (E) : ils vérifient 22, donc d divise 2/, donc d divise . d divise z et y, qui

22 +y? = 2% avec z,y,2 > 0 et x Ay = 1. Montrons

que x,y sont de parité différente.

Si z,y € 2N alors Ay > 2, ce qui en contradiction
directe avec x Ay = 1. Si 2,y € 2N +1 alors 22 et 32 sont
congrus a 1 modulo 4. Ainsi,

=2 +y? 4 =2 4

Or, modulo 4, on a :

ce qui contredit 22 = 2 [4]. Ainsi, z,y sont bien de pa-
rités différentes. Par conséquent, 22 = z2 + y? donne que
z est impair.

2. On suppose z pair. Montrons |'existence de a, b € N,

avec a > b tels que
2=y _ 2
= a
{ z%y b2

2 =

Puisque x est pair, y est impair, tout comme z. Il existe
7’ € N tel que z = 27/, et donc

42? =2" -y’ = (z—y)(z + )

et B = =L, Ainsi,

Il existe o, f € N tels que o = =¥

% =ap

Montrons que « et 3 sont premiers entre eux. On note
d = a A B. Puisque d divise « et 3, alors d divise 8 — a,

sont premiers entre eux, donc d = 1.

Puisque « et 3 sont premiers entre eux, et que leur pro-
duit est un carré, il suit que o = a® et 8 = b® avec a, b € N*
(non nuls sans quoi x le serait). a > b car y? < 22, sans
quoi z = 0) et a et b sont premiers entre eux.

3. On en déduit que

z = a?>+b?
— a2 _ b2
r = 2ab

Puis, si a, b sont pairs, alors z le serait, ce qui n'est pas
le cas. De méme, si a,b sont impairs, z serait aussi pair.
Ainsi, a et b sont de parité différente.

4. Reste a faire la synthése. Soient a,b € N* de parité
différente, premiers entre eux, avec a > b, et on pose :

z = a’+b?

y = a2 _ b2

r = 2ab
Alors

2?4y =22

avec x,y,z > 0. Soit d = x A y. Puisque y est impair,
d ne divise pas 2, d est donc impair. d divise z, donc d?
divise 22. d? divise aussi y2. Ainsi, d? divise 22 + y? = 22
et d divise z. d divise z, d divise , donc divise a? et b2, qui
sont premier entre eux. D'otl d = 1, donc z et y sont bien

premiers entre eux. O

29 Théoreme de Fermat, cas particulier

Référence : Ezxercices d’algébre, Aviva SZPIRGLAS
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Théoréme 29.1 : Théoreme de FERMAT pour n = 4

\
L'équation d'inconnues z,vy, z € Z
ot 4yt =
n'admet pas de solutions autres que les solutions triviales.
Remarque : Une solution est dite triviale si au moins 'une des inconnues est nulle.
Proposition 29.1 : Equation diophantienne auxiliaire ~N

L'équation diophantienne d'inconnues x,y,u € Z :

ot +yt=u

n'admet pas de solution autre que les solutions triviales.

2

Si la proposition est démontrée, le théoreme 'est aussi :

si (x,y, z) est solution non trivial du

probleme de FERMAT pour n = 4, alors (z,y, 2%) est solution non triviale de 1’équation auxiliaire,
ce qui est impossible. Le théoreme de FERMAT est donc montré pour n = 4.

Démonstration : 1. Constatons que si x Ay = d,
alors il existe ' € Z et ¢y’ € Z tels que x = dx’ et y = dy/,
auquel cas on aurait

dt (2 + ) = u?

z u

donc d? divise u, et (d, %, d2) est aussi solution, avec
2’ et 3y’ premier entre eux. Dans la suite, on note S, I'en-
semble des solutions (z,y,u) de I'équation auxiliaire avec
zAy=1.

On se donne pour le reste de la démonstration
(‘T7y7u) € S**

2. Montrons que x et y n'ont pas la méme parité. S'ils
étaient tous deux pairs, ils ne seraient pas premiers entre
eux. Supposons qu'ils soient tous deux impairs. On dispose
du tableau de congruence modulo 4 :

2|3
01
En conséquence,

azt +yt =2 [4]

Soit encore u? = 2 [4], ce qui n'est pas possible. Ainsi,
on suppose dans la suite que = et y n'ont pas méme parité :
par exemple x pair.

3. Montrons qu'il existe alors une autre solution de
I'équation auxiliaire, que I'on déduit de (x,y,u).

o Constatons d'abord que (22,2, u) est un triplet py-
thagoricien avec 2 pair, donc d'aprés la section précédente,
il existe a,b € Z premier entre eux tels que

22 = 2ab
2 = a?— b2
u = a®>+b?

De plus, si a est pair, alors b est impair, et on aurait

a®—b?=—1[4]

soit y2 = —1 [4] = 3 [4], ce qui est impossible. On
suppose donc que a est impair dans la suite, et que b est
pair : b = 2¢, avec a A ¢ = 1, sans quoi a, b ne seraient pas
premiers entre eux.

e Ainsi, 2 = 4ac, et donc

(5) o

avec a, ¢ premiers entre eux, donc a, ¢ sont des carrés :
il existe .,y € Z tels que a = a? et ¢ = 72, avec a Ay = 1
et « impair. Par conséquent,

2,2 g2 4

Yy =a =« 4

— 4y
donc
2 2
(29%)" +v” = (o?)
donc on est encore en présence d'un triplet pythagori-

cien, avec 22 pair. Il existe I,m € Z premiers entre eux
tels que

292 = 2m
y = l2 _ m2
a? = P4+ m?

Ainsi, v2 = Im avec Il Am = 1, donc [ et m sont des
carrés : il existe r,s € Z tels que | = 72 et m = 52, avec
r, s premiers entre eux. Ainsi,

a2:r4+s4

7
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donc on a (1, s, @) € S... Cette solution vérifie de plus
que o < u : en effet, Yn € N*,0 < tpa1 < Un

2

ce qui est impossible, puisque les u,, sont des entiers.
aga:a<a2<a2+b2:u q p puisq n

Par conséquent,
4. On peut alors conclure. Pour tout triplet

(21,Y1,u1) € Sis, il existe (x2,y2,u3) € Six tel que S, =

0 < we < wuy. Ainsi, par récurrence, pour tout tri-

plet (z1,y1,u1) € S, il existe une suite de solutions L'équation auxiliaire n'admet pas de solution non tri-
{(@n, Yns un) }pen € Shi qui vérifie de plus viale. O

30 Meéthode de Newton

Référence : Analyse numérique et équation différentielle, Jean-Pierre DEMAILLY
Cette section est un préliminaire por la section suivante a propos de la décomposition de
DUNFORD.

Théoreme 30.1 : Méthode de NEWTON
Soit f € C*([a, b],R) telle que f(a)f(b) <0, et f' # 0 sur [a, b]. On définit par récurrence la

~

suite (Zn)nen © To € [a, b] et

déf.
VneNz,11 = 2 —

On note z* € [a, ] est telle que f(z*) =0 et

f//(x)
f'(z)

Alors, pour h < 1> avec [z* — h,z* + h] C [a,b], on dispose de la majoration : pour tout

Zo € [z* — h,z* — h] :

déf.
M =

z€[a,b]

1 n
Vn e N, |z, —z*| < i (M|zo — *|)?

Démonstration : Commencgons par dire que z* existe

par le théoréme des valeurs intermédiaires. On note pour () =1— f”(x)u(x)
x € [a,b] f'(@)
D'ou
def. f(z)
z) = x—
A 1

/()] < 14 Mlu(z)]
La relation de récurrence s'écrit alors x, 11 = ¢(x,).

. De plus, u a le méme signe que x — x — z*. En effet,
Observons par ailleurs que

f est monotone sur [a,b] car f' # 0. Deux cas : si f est

F@)f" () croissante, f’ > 0, et par croissance, u(z) < 0 sur [a,z*]
¢ (z) = TP et u(z) > 0 sur Jz*,b]. Si f est décroissante, f' < 0, et
on a les mémes conclusions. Par conséquent, pour résoudre
e Notons cette inégalité différentielle, on peut d'abord se placer sur
[a,z*[ ot u > 0. On a alors
@)
u(r) = / /
7(@) /(@) < o (2)] < 1+ Mu(z)
alors Ainsi, sur [a, z*[
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donc

—_

u(z) < — (eM(zw*) B 1)

Puis, sur Jz*,b], on a

|¢/($)| < e]%|:rfx*| -1

Par convexité de la fonction exponentielle, qui se situe
1 (eM(””**m) B 1) donc en dessous de sa tangente sur [z* — h,x* + h] :

Finalement, sur [a,b ¢/ (2)| < 2M |z — 27|

M
]
ju(a)| < 7 (M 1)

e Ainsi,
e Observons aussi que 'on a |p(z) — d(z")| < / | (t)| dt
[ (x)
o' () = u(x) 7(@) donc
Ainsi () = 2| < Mle — 2"
9" (z)| < M|u(z)] Reste a conclure par récurrence. O

31 Théoreme de Dunford-Jordan-Chevalley via Newton

Références :

— Matthieu ROMAGNY, Algébre de dimension finie
— Mathématiques Tout-en-un pour la licence, niveau L2, Jean-Pierre RAMIS, 2007, page 268

— Algébre pour la license 3, Jean-Jacques RISLER, probleme 3.1

Cette section présente un algorithme pour déterminer les matrices D et N de la décomposition
de DUNFORD (-JORDAN-CHEVALLEY) sans avoir a déterminer les valeurs propres de A, qui sont
quasi-inaccessibles des lors que la dimension est conséquente. Cet algorithme a le bon gotit de
terminer en un nombre fini d’étapes, ce qui fournit une nouvelle preuve de ladite décomposition.

L’algorithme utilise le principe de la méthode de NEWTON que l'on a traité dans la section
précédente! Le principe est le suivant : si on note

r

Xa(X) = [J(X = x)™

i=1
On considere le polynéme

,
déf.
T(X) = [I(X =)
i=1
avec T'(D) = 0. Inspiré par la méthode de NEWTON, on construit la suite de matrices suivantes :
on se donne My = A € M,,(K) (K est un corps dont on précisera les hypotheses), puis pour k € N :
déf. _
My = My — T(M)T' (M) ™
On va montrer que cette suite est bien définie, et converge vers D. Mieux, cela se passe en un
nombre d’étapes fini! Plus précisément, ’algorithme termine pour [log,(n)].
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Théoréeme 31.1 : Théoreme de décomposition de JORDAN-CHEVALLEY

Soit K un corps de caractéristique 0. Soit A € M, (K), et on suppose que son polynéme
caractéristique ya est scindé dans K. Alors il existe un unique couple (D, N) € M,,(K)? tel
que :

x D est diagonalisable sur K

x N est nilpotente;

x DN =ND,

x A=D+ N

De plus, D, N € K[A].
Enfin, si L C K est un sous-corps de K et que A € M,,(L), alors D, N € L[A] € M, (L).

Remarque : L’hypothése émise pour le corps K dans le cours de Matthieu ROMAGNY est que
K est parfait : K est de caractéristique 0 ou si p = Car(K), 'application

Frob:(K — K)
r +— aP

est un morphisme de corps surjectif.

Lemme 31.1 : Somme d’un inversible et d’un nilpotent
Soient A, N € M,,(K), avec A inversible et N nilpotente, et AN = N A. Alors

MEALN
est inversible, avec M~ € A-K[A™!N].

Puisque A est inversible,
M se factorise :

n n+1
M= A+ A7) == AT 3D ()
Or, en s'inspirant de la somme d'une série géométrique : On regroupe :
1 X,
1—u kz_ou =_ In-l-zn:(—l)k (A—lN)k
On calcule n k=L
. — Y )E ANy (atia)
=€ (1, + A7N) Y (-1)F (A7) k=1

k=0 Le deux sommes se compensent, et par commutativité

En développant, on a simplement

n n

=S )R (AN S R (A

k=0 k=0

[1]

On fait un changement d’indices :

de Aet N :
== In + (_1)n (A—l)n+1 Nn+1

Enfin, NV est nilpotente, donc = = I,,. Autrement dit,
I, + A71N est inversible, et M est donc produit de deux

inversibles, ce qui en fait aussi une matrice inversible.

80 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Ce lemme permet alors d’affirmer que dans une algebre commutative, les nilpotents sont les

infinitésimaux de I'algebre.

Démonstration : > Intéressons-nous a l'unicité d'un
tel couple. On la démontre de la méme maniére que la sec-
tion présentant la maniére "classique" de prouver ce théo-
réme. On se donne deux décompositions

A=D+N=D'+ N’

Puisque D,D’ € K[A], ces endomorphismes com-
mutent, et puisqu'ils sont diagonalisables, ces deux ma-
trices admetent une base commune de diagonalisation, donc
D — D’ est diagonalisable. Puisque N, N’ € K[A], ces ma-
trices commutent, et la formule du bindme appliqué a la
puissance correspondant au maximum des indices de nilpo-
tence montre que N — N’ est nilpotente. Ainsi,

D-D'=N —-N

est une matrice diagonalisable nilpotente. Il suit que
cette matrice est nulle; d'ou 'unicité.

> Montrons |'existence de cette décomposition. On dé-
compose le polynéme x4 scindé sur K :

xa(X) =[x =)™
i=1
avec r € N*, et pour tout ¢ € [1,7], A\; € K distincts,
m; € N*. On définit le polynéme T € K[X] par :

i
T(x) <[] -2

i=1
L'objectif est de déterminer D € M, (K) tel que
T(D) = 0. On obtiendra une matrice qui posséde un poly-
ndme annulateur scindé a racines simples, donc D sera bien

diagonalisable.

1. T est un polynéme de K[X] scindé & racines simples.
T est alors premier avec T”, son polynéme dérivé. Notons

m & max {m;, 1 <i<r}

Alors T™ divise xps. Puisque T" est premier avec T™,
est donc premier avec 4. Il existe donc une relation de
Bézout entre ces deux polynémes : il existe U,V € K[X]
tels que

xaU+T'V =1

Par conséquent, en évaluant en A, le théoréeme de
Cayley-Hamilton nous donne x 4(A4) = 0. Ainsi, T(A)™ =
0, donc T'(A) est nilpotente. Notons

e ¥ 7(a)

On a aussi par la relation de Bézout prise en A :

T'(A)V(A) =1

donc T"(A) est inversible, avec un inverse dans K[A].
Dans la suite, on note :

B=0(e) < Be€ (g) =eK[A]
2. On construit une suite dans K[A], donnée par récur-

def.
rence : on note My = A et pour tout k € N :

My & My — T(M;) T (M)~

Montrons par récurrence sur k que :

(i) La suite (My)ren est bien définie, et est une suite
de K[A4], qui est une algébre commutative;
(i1) Pour tout k € N,
T(My) = O (52")

(iii) Pour tout k € N,

Mk—A:O(€)

Ces trois propriétés sont vraies pour k = 0, ot My = A.
Pour k > 0, supposons les résultats montrés jusqu'au rang
k. Montrons ces résultats au rang k + 1.

(1) On a deux choses a montrer : le fait que T"(Mj,) soit
inversible et que My € K[A]. Puisque My — A = O(e),
on a en développant :

T'(My) = T'(A) + O(e)

En 1., on a montré que T'(A) est inversible. De plus,
O(e) est nilpotente, par commutativité dans K[A]. Ainsi,
par le lemme, T"(M},) est somme d'un nilpotent et d'un in-
versible dans K[A] commutatif, donc T"(Mj,) est inversible.
De plus, toujours d'aprés le lemme, cet inverse vérifie

T'(My)~' € T'(A) - K [T'(A)~'O(e)]

Puisque T"(A) est d'inverse dans K[A], il suit que
T'(My)~! € K[A], donc

Myy1 = My, — T(Mp)T' (M)~ € K[A]

(i1) K est un corps de caractéristique 0 et K[A] est
une algébre commutative : on peut appliquer la formule de
Taylor a I'ordre 1 en My, :

T(Myy1) = T(My)+( My 1 — M) T (M) +(My 1 —My)*Z

avec Z € K[A]. Le miracle de la méthode de Newton
a ici lieu :

T(Mk) + (Mk+1 - Mk)Tl(Mk) =0

D'ou finalement
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> Montrons la dernier fait & propos du sous-corps L.
T(Mytr) = T(Mp)*Z' Puisque A € M, (L), xa € L[X]. A priori, les A; ne sont
pas dans L. Montrons que T' € L[X] pour conclure sur
avec Z' € K[A]. La propriété (ii) est alors montrée, D N € L[A]. On a:
grace a I'hypothése de récurrence.

(iii) Par theoréme belge, .
XA N Xy
Myy1 — A= My — My + My — A Or,
Par (ii), My41 — M = O (szk), et par hypothése de r
récurrence, My — A = O(e), donc Xa(X) = an(X — A"t H(X =)™
=1 i)

Mys1 = A= 0(e) Si bien que puisque m1g # 0 (K est de caractéristique

/ ’ . '
Cela conclut la récurrence. 0), le PGCD de x4 par x4 nest rien d’autre que

3. € est nilpotent, donc €™ = 0. En particulier, lorsque n
2% > n, T(My) = 0, donc la suite (M}) est constante XAAXA = H(X — ;)M
a partir de ce rang. On note D la matrice des M} pour j=1
ce rang. Alors T(D) = 0, avec D € K[A]. Reste a poser
N = A — D. D'aprés (iii), N € O(¢e), donc est nilpotente.
De plus, N € K[A]. On a alors réussi a conclure sur |'exis-

Et donc T est le reste par la division euclidienne de x 4
par xa AX'4- Xa et X'y étant deux éléments de L[X], il suit

tence de D, N € K[A] tels que que x4 A X4 aussi, et par algorithme d'Euclide sur les po-
lynémes, c'est aussi le cas pour T'. On a donc bien montré
A=D+N que D, N € L[A4]. O

32 Dualité et bidualité pour un groupe fini abélien

Références :

— Matthieu ROMAGNY, Représentation linéaire des groupes finis;
— Gabriel PEYRE, Algébre discréte de la transformée de FOURIER

Définition 32.1

Soit GG un groupe. On appelle caractére de G un morphisme de groupes x de G dans le groupe
multiplicatif (C*, x). On note G |'ensemble des caractéres de G.

G est un groupe pour le produit. Le but de cette section est de montrer les théoremes 32.1 et

32.2 : pour tout groupe fini GG, G est isomorphe a G’, et & G. L'intérét du deuxieme isomorphisme
est qu’il a le mérite d’étre canonique : il ne dépend pas de choix de base.

Proposition 32.1 : Dualité pour un groupe cyclique

~

Soit GG un groupe fini cyclique d'ordre n. Alors G ~ G. Plus particulierement, si w est une
racine n-eme de 'unité, et g un générateur de G, alors

PN G — C
G={( o 5
j€lo,n—1]
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Démonstration : On note pour w € U, I'application

(G — C
Xw + g o wk
On a
U, = {w?,j € [0,n — 1]}
et on constate que
{ij?j € [0777’ - 1]]} - é
C’est en effet une famille de morphismes de groupes de

G dans C, bien définie : si g* = g*" alors g* % = 14, donc
k et k' sont congrus modulo n. Ainsi,

Théoréme 32.1 : Dualité pour les groupes finis abélien

Soit x € G. Montrons qu'il existe j € [0, — 1] tel que
X = Xwi- Pour cela, puisque ¢g" = 1 pour tout g € G, on
observe donc que

x(g)" =1

Donc, pour tout g € G, il existe j(g) € [0,n — 1] tel
que x(g9) = w79 Si g est générateur de G, alors tout élé-
ment de G est de la forme g¥, et donc par propriété de
morphisme,

X(g") = w9

Donc, on a x = X, avec g générateur de G. D'oul
I'égalité souhaitée entre G et I'ensemble des Xw, - Cela per-
met alors de conclure sur I'isomorphisme entre G et G. En
effet, puisque G est cyclique, G est isomorphe a Z/,7. G
est quand a lui isomorphe a U,,, via w — X.. Par I'ap-
plication exponentielle, et propriété universelle du quotient,
U, est lui-méme isomorphe a %/,,7. Ainsi, G est isomorphe
ag@q. ]

Soit G un groupe fini abélien. Alors G ~ G. L'isomorphisme n’est pas canonique : il dépend

d'un choix d'une racine de |'unité.

Démonstration : On utilise pour cela le théoréme
de structure des groupes abéliens de type fini : il existe
nil---|n, > 0 tels que

Gel)pgx-xt/, 4

Puisqu'on a montré en proposition 32.1 que

77 T
Z/nZ’: /nZ

il nous suffit de montrer que si G et H sont deux
groupes finis cycliques, alors

GxH~GxH

On note & I'application

GxH — Gx H
GxH —

. C*
) %h'( (g,h) +— x(g)w(h)>

qui permet d'obtenir un isomorphisme qui conclut.
Montrons déja que ® est bien & valeurs dans G x H. Soit
(x,%) € G x H. Montrons que ®, ,, est un morphisme de
groupes, ol on munit G x H de la multiplication directe :

(91, h1) - (g2, ko) ™" = (9195 " hah3 ")

Il s'agit en fait de voir qu'on dispose de la relation

- - Py 091, h1)
o byl = X991
Xﬂb(gng 17tg ) (bx,w(QZ, hQ)
qui se traduit en fait par :
_ _ hi1)
Yeh(hahol) = x(91)¥(ha
X(gng )'l;[}( 179 ) X(g2)¢(h2)

ce qui est vrai car y et 1 sont des caractéres.
Montrons que ® est un morphisme de groupes. Soient
(x1,%1), (x2,12) € G x H, qui est un groupe, avec la
multiplication :

(v1: 1) - Oz, o) (iz)
Pour tout (g,h) € G x H,

X2 %2

Donc, on a finalement

w
¢X27¢2 (g, h)

Ce qui montre que ® est un morphisme de groupes.
Montrons enfin qu’il s’agit d'un isomorphisme. Pour I'injec-
tivité, si (x, ) € ker @ alors

(I)Xil ¥1 (ga h) =

X2 2

Vg € G,Yh € H,x(g)(h) =1
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donc, pour g = 1¢, il suit que 1) est le morphisme trivial
sur H dans C*, donc que x est lui le morphisme trivial sur
G dans C*. Donc @ est injective. Pour conclure, puisque G
et H sont cycliques, G x H l'est. Ainsi, par la proposition
précédente,

‘@‘ = |G x H|
Par propriété du produit cartésien,
ym\ — |G| |H]|
Puisque G et H sont cycliques, par la propriété précé-
dente :

GXH‘:|G‘|-\fI|

Puis, par produit cartésien,

Gx H Gx H

‘/\‘

Donc ® est un morphisme de groups injectif entre deux
groupes de méme cardinal, donc ® est un isomorphisme,
donc on a bien montré que lorsque G et H sont deux
groupes cycliques finis :

GxH~GxH
Le théoréme de structure des groupes abéliens de type
fini permet de conclure que pour tout groupe fini abélien
G, ce groupe est bien isomorphe a G. O

Remarque : On peut aussi un autre isomorphisme que ®, exploité dans le livre de PEYRE. On

note i et iy les injections :

G — GxH)

GxH )

(x ©ic,Xx °in)

est un isomorphisme. Il s’agit en effet d’un morphisme de groupes, injectif : si pour tout g € G

alors
GxH —
X —
et he H,
(X(ga ]-H)a X(lG7 h)) = <1a ]-)
Alors
x(g,h) = x(g-1a,h - 1y)
donc

x(g,h) = x(9,1m)x(1g, h) =1

Ce morphisme est surjectif : si on se donne (x1, x2) € GxH , alors

Y

(9,h)

GxH —» C* )
— x1(9)x2(h)

en est un antécédent (c’est notre morphisme ®).

Lemme 32.1 : Prolongement de caractéres

Soit GG un groupe fini commutatif, et soit H un sous-groupe de G. Soit vy € H. Alors il existe

XGG’teI que

X|H :¢0
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On effectue cette dé-
monstration par récurrence (forte) sur I'indice de H dans
G :|G: H].

Lorsque [G : H] = 1, G = H, donc il n'y a pas de
prolongement a effectuer, le résultat est vrai via |'égalité
triviale x = x.

Supposons que [G : H] > 1, et que pour tout tout sous-
groupe K < G tel que [G : K| < [G : HJ, et pour tout
¢ € K, il existe x € G qui prolonge ¢. Puisque [G : H] > 1,
H C G, et donc on peut considérer x € G\ H. Considérons

K< (2, H)

D’aprés le théoréme de Lagrange, zI¢l = 15 € H.

Ainsi, on peut considérer

déf.
n =

min {k € N*, zF € H}

Alors, tout élément de K s'écrit de maniére unique hz*
avec h € H et k € [0,n — 1]. En effet, si
hat = bz

avec h,h' € H et k, k' € [0,n — 1] alors

e —phl e H
Puisque |k — k'| € [0,n — 1], que z/*~* € H, et par
la définition de n, il suit que k = k’. Il suit que h = I/,
d'ou I'unicité de I'écriture :
K=1{ha"*|he Hkel[0o,n-1]}

Soit 1) € H. Montrons qu'il existe x € K qui prolonge

1.
Supposons que I'on dispose d’un prolongement Y.
Alors pour tout z = ha* € K,

X(2) = x(ha*) = x(h)x(2)"
Et puisque x est un prolongement de v,

On note

déf.

¢ = x(z)

Par définition de n, z™ € H. Alors

" =x(a") = (")
Supposons alors que 'on ait ¥(2™) = 1. Alors ( est
une racine de l'unité. Avec cette hypothése, il suit que

X(2) = ¥(h)¢*

avec ¢ une racine n-éme de I'unité.
Faisons la synthése. Soit » € H. Soit ¢ € U,. On
définit pour z = ha* € K :

déf.

X(2) = 9 (h)¢*

Montrons que y € K prolonge 1. y est bien définie par
unicité de |'écriture de 2. Soient 2,2’ € K. Alors

!’
22 = hh'gFtF

avec k + k' € [0,2n — 2]. Si k + k' € [0,n — 1], alors

X(22') = (Rl ) = x(2)x(2)

Sinon, on peut aussi écrire

’
22 = hb'z gk th

avec cette fois k + k' — n € [0,n — 1]. Puisque
hh'z™ € H, on a alors ici |'écriture sous forme unique de
z7' dans K décrite précédemment. Ainsi,

x(z2') = (hh'am)CEHE
Soit, puisque v est un morphisme de groupes et que
=1,

x(z2') = (hh' )

d'ot x(z2") = x(2)x(2') encore ici.
Ainsi, on a construit un caractére x qui prolonge le
morphisme v sur K. Or,

[G:H]=[G: K||K: H]

avec [K : H] > 1. Ainsi, [G : K] < [G : HJ. Par hy-
pothése de récurrence, il existe alors ¥ € G qui prolonge
x € K, qui lui-méme prolonge 1) € H. Cela conclut donc

la récurrence.

Remarque : Ce prolongement n’est pas unique, et dépend de (, tout comme l'isomorphisme

entre G et G.

Théoréme 32.2 : Bidualité pour les groupes finis

Soit G un groupe fini abélien. Alors |'application
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G —

D .
g — ®g:<

é
el - (C)
x — x(9)

est un isomorphisme entre G et (G, qui lui est par conséquent canonique.

Démonstration : D'abord ® est bien définie : pour Reste a montrer l'injectivité de ®. Si g € ker(®) alors
tout g € G, ®,4 est un morphisme de groupes, c'est |'éva-
luation en un point. Montrons que ® est un morphisme. Si

9,9 € G, alors pour tout x € G, Vx € G,x(g9) =1

Supposons par I'absurde que g # 1¢. Construisons un

D, (x) = !
ag (00) = x(99) caractére y € G tel que x(g) # 1 pour aboutir & une

Pui t hi d - . : :
Hisque x est un morphisme de groupes, contradiction. On considere H % (9) < G. H est cyclique

®,,(x) = x(9)x(¢) donc, par la descrigtion faite en proposition 32.1, il existe
99"\ X) = X\9)XX9 un caractere xo € H tel que xo(g) # 1. Par le lemme 32.1,
D'ou on peut prolonger xo en un caractére x € G. Alors

Dyg (X) = P4 (X) Py (X)
d'ot ®,p = & P, . Reste 3 montrer que ¢ est un iso-
morphisme. D'une part, par le théoréme de dualité pour les
groupes finis abéliens,

x(9) = xo(g) #1

ce qui nous permet d'aboutir & notre contradiction,
donc @ est injective, et G est donc isomorphe 3 son bi-

Gl =|a

dual, de maniére canonique. O

33 Dual du groupe symétrique

Référence : Gabriel PEYRE, Algébre discréte de la transformée de FOURIER.
Contrairement a la section précédente, on travaille cette fois-ci un groupe fini, non supposé
abélien.

Théoréme 33.1 : Dualité pour les groupes finis

Soit G un groupe fini. On a alors :
A G
G =y /D(G)
ol D(G) désigne le groupe dérivé de G, id est le sous-groupe de GG engendré par les commu-
tateurs.
Démonstration : Soit y € G. Puisque D(G) C kery, G X C*
la propriété universelle du quotient nous fournit un dia- B
gramme commutatif : /
T X
“/p(c)

Alors |'application
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g

est un isomorphisme. On note dans cette démonstration
[z]o la classe de = dans “/pq)

G — G/D(G)
X — X

Yz € G, [z]o & =D(G)

Montrons que ® est un morphisme de groupes. Soient
X, € G. Alors pour tout x € G,

X - ¥ ([z]a) = (x - ¥)(2)

Par définition du produit de G, on a alors

Soit

X - ¢ ([2)a) = X ([2]) ¥ ([z]o)
Donc & est bien un morpbisme de groupes. Montrons
que @ est injective. Soit x € G tel que

Vizlo € /p(a). X([zlo) = 1

Alors, on a simplement par définition de Y,

Ve e G, x(zx) =1

donc x est le caractére trivial, don ® est injective. Mon-
trons que ® est surjective. Soit £ € &/ p . On définit le
caractére x € G par :

Vo € G, x(z) & ¢ om(z)

X ainsi défini est bien un caractére. Alors pour tout
[]o € 9/ D@y

donc x¥ = &, donc ® est bien surjective. ® est donc
un isomorphisme. Puisque G/D(G) est abélien, il suit que
G~ G/D(G)- U

Pour déterminer la structure de é\n, rappelons quelques propriétés sur le groupe symétrique.

Proposition 33.1 : Noyau de la signature

On note 2, le noyau de ¢ € Homg, (&, {%1}). Alors 2, est engendré par les cycles de

longueur 3.

Démonstration : e &,, est engendré par les transpo-
sitions de type (1,%). En effet, toute permutation o se dé-
compose en un produit unique a l'ordre des facteurs prés
de cycles disjoints. Tout cycle s'exprime comme produit de
transpositions. Enfin, si (i j) est une transposition alors

e La signature d'une permutation vaut —1. Si o € 2,,,
alors (o) = 1, donc o est engendré par un nombre pair de
transpositions de type (1 ). Concluons alors en consta-
tant que

1 9 j)=0 i j)

qui est un 3-cycle. 0

Démonstration : Puisque € est un caractére, tout com-
mutateur est envoyé dans le noyau de ¢, donc D(&,,) C 2,,.
Puisque 2, est engendré par les 3-cycles, montrons que tout

3-cycle appartient au groupe dérivé. Si o = (a b
un 3-cycle, alors

c) est

o? = (a

¢ b

Puisque deux permutations de méme longueur sont

conjuguées dans &,,, il existe 7 € &,, tel que

o =r1or!
Autrement dit,
o=ror o =[r,0] € D(G,)
D’ou I'autre inclusion. O
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Théoreme 33.2 : Dual du groupe symétrique

Le dual du groupe symétrique est donné par :

= Z
6n == /2Z
Démonstration : D'aprés le théoréme 33.1, et par la donc, on a bien
proposition 33.2,
6n26"/g[n é;:Z/ZZ
Or, d’aprés le théoréme d'isomorphisme,
S /q, = Im(e) = {£1} O

34 Répartition de probabilités dans un groupe abélien fini

Référence : Gabriel PEYRE, Algébre discréte de la transformée de FOURIER.

Cette section utilise la transformée de FOURIER sur un groupe abélien fini, et de quelques
propriétés.
Définition 34.1
Soit G un groupe fini. On note C[G] I'ensemble des fonctions de G a valeurs dans C. Pour
f € C[G], on définit sa transformée de FOURIER par :

~

vy € G, f(0) = Y Fla)x(g)

geG

Proposition 34.1 : Formule de PLANCHEREL ~
Soit G un groupe fini abélien. Soient f, g € C[G]. Alors

. g . [
> fla)g(z) = €] > F)a)

zeG Xeé

Démonstration : e Par définition de la transformée de

Fourier, N
G — G
G — cC*
- S $|—>Jz:(X'_>X(x)>
PNIIEDS [Z f(x)x(x)] > gy)x)
xeG xeG Le€G vea alors J est un isomorphisme. Ainsi,
On réorganise pour avoir —
ganise p > x@x@) = L)1,
XEG' xeé
P — S I Puisque G est un groupe fini, x est a valeurs dans U,,,
> F00a0) = > fla)a(y) [Z x(w)x(y)] donc
XGG' z,y€G XEG
_— 1
e On a le résultat suivant : si J est I'application x(y) = @)
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Et donc, et seulement si J, = Jy, et pusique J est un isomorphisme,
si et seulement si x = y. Par conséquent,

S A0 = X 0 -

xe@ xeG Z X(x)X(y) = 6w,y é
e On note ¢ = % € é Soit 1) € G. Alors xee
v e Reprenons notre calcul :
o) D o) =) d(¥x)
x€G x€G o L
Puisque x — 1 est une bijection, Z F)alx) = Z f(z)g(y) [Z X(m)X(y)]
XGG z,yeG XGG
() Y o) =Y bx)
G G donne alors
Do S F00a00 = 6] X sy
(1— o) > 6(x) =0 x€C e
xe@ C'est donc seulement ici qu'on utilise I'hypothése de

.S'il existe ¢ € G tel que ¢(1/1) # 1, alors 3 e b(x) = commutativité de G : |G| = ‘G‘ On a ainsi obtenu la for-
0. Sinon, ¢ est le caractére trivial. Or, ¢ est ce caractére si mule de Plancherel.

Proposition 34.2 : Estimation d’écart avec la probabilité uniforme

\
Soit G un groupe fini abélien. On considére P : G — R, une fonction de répartition d'une
loi de probabilité sur G id est Y-, cc P(g) = 1. Si xo € G est la caractere trivial, alors
2
1 1 A 2
Vg€ G|P(9) ~ | <im 2 [P
¢l STel %,
XFX0
Démonstration : e On note U la fonction de réparti- Or, pour X # Xo0: Y_4eq X(9) = 0 (méme calcul que
tion uniforme sur G : dans la proposition précédente), d'ou
of. 1 ) —
Vg € G,U(g) = 1€l U(X) = 0x.xo
De plus, en xq, on a
La quantité que I'on cherche & estimer est alors |P(g) —
U(g)|?. Soit g € G. On fait alors la majoration brutale sui- P(x0) = Z P(g)=1
vante : geG
5 5 Ainsi
|P(9) = U(9)]* < ) |P(z) = U(x)]
zeG
1 A N 2 1 R 2
D'aprés la formule de Plancherel, avec f = g, on ob- 1€l Z (x) — U(X)‘ = @ Z P(X)‘
tient : xeG x€G
XFX0
1 . N 2 D’ou la conclusion :
Z|P($)—U($)|2: @Z P(x)-U(x)
z€G x€G
1?1 NE
o Déterminons P et U. Pour tout y € G, Vg € G, \P(g) — @ = @ Z P(X)‘
eG
N 1 ;?éXo
Ux) = —
00 =13 > x(9) .

geG
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35 Transformée de Fourier d’un groupe cyclique et multi-
plication rapide des polynoémes

Références :

— Matthieu ROMAGNY, Représentation linéaire des groupes finis;
— Gabriel PEYRE, Algébre discréte de la transformée de FOURIER ;

— Thomas CORMEN, Charles LEISERSON, Ronald R1vEsT, Clifford STEIN, Introduction a l’al-
gorithmique ;

— Claude GASQUET, Patrick WITOMSKI, Analyse de FOURIER et applications

Proposition 35.1 : Orthogonalité des caractéres

Soit G un groupe fini abélien. Pour x, vy € G, on note

(x, ) & el > x(@)d(@)

Si (7 % {x1," "+, Xn}, alors

Vi, j € [1,n], (xi, x5) = 0

En conséquent, G est une base orthonormale de C[G].

Démonstration : Soient y, v € G.

e Dans le cas o G est cyclique (mettons G' = %/,,7), () = 1 Z x(z)
les caractéres sont donnés par : 7 |G| eC ¥(x)
Vj € [0,n — 1],V[z], € G, x;(z) = wI* On note & - 3 € G. Pour tout g € G,

Ainsi, dans ce cas,

(9) > &)= &lg)

leX] Z w(l J)x zeG zeG
[w]neg et puisque x — gz est une bijection, il suit
Autrement dit,
£g) Y_&lx) =Y &)
N reG zeG
i—j)y
(xi» Xj) Zw Soit, pour tout g € G,
' Cette somme est une somme geometrlque pylle Iprsque (1—¢&(9)) Z £(z) =
1 # j, et est une somme constante qui vaut n si i = j, donc z€C
on a bien . , . C
I Si &€ n'est pas le morphisme trivial, il existe g € G tel
(X6 X3) = 0. que £(g) # 1. Pour ce g, on a alors
iy Xg) = Oiyj
o Dans le cas génc}’ar‘al. <?I’un groupe fini abélien, on se Z £(z) =
donne x, v € G. Par définition, el
Or, & est le caractére trivial si et seulement si x = ¥,
O v |G| Z et donc
zeG
Puisque G est fini, ¢(x) € Ujg, donc son inverse est s
son conjugué, donc .9 |G| Z e

zeG
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ce qui montre bien |'orthogonalité des caractéres dans n (car de base {d4}4ec), donc il s'agit bien d’une base de
un groupe fini abélien. Cela en fait une famille libre, com- C[G]. O

posé de n éléments, dans un espace vectoriel de dimension

Proposition 35.2 : Formule d’inversion de FOURIER ~
Soit G un groupe fini abélien. Soit f € C[G]. Alors :
1« f)
f= Z cr(X)x = ﬁ
xEG’ xeG’ X
ou
Vx € G, cr(x Z f(z
|G| zeG
Démonstration : Puisque G est une base de C[G], Or,
le théoréeme dé composition dans une base orthonormale R R
donne alors directement < G — G )
xx(x) — xx(x)
f= Z<f’ X)X est une bijection, d'ol
xX€G

. 1 _

d'ou > erlox = @l > f)> ] xx(@)
xe@G zeG xe@
f=2_esbox Soit.
XEG
Pour la deuxiéme somme, on a : 1 f
> erlx = @l > f(XX)
G G
ZCfXX |G|Zf ZXX Xe X<
x€G z€G x€G O

La propriété suivante exprime le constat suivant : la transformation de FOURIER d’un groupe
cyclique s’identifie avec ’évaluation des polynomes sur les racines de 'unité. La transformation de
FOURIER inverse s’identifie avec 'interpolation de LAGRANGE sur les racines de 1'unité.

Proposition 35.3 : Transformée de FOURIER et interpolation de LAGRANGE

Soit G un groupe cyclique fini d'ordre N. |l existe deux isomorphismes « et 5 qui font commuter
le diagramme commutatif suivant :

(C[G], *) (c[é].)
o 8
Cl ]/<XN_1> TEC kl:[ C

ou TRC est le morphisme issu du théoréme des restes chinois, et le produit de convolution
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sur C[G] est défini par

Ve e G, fxg(z

defzf )

yeG

e L'application

f;<(<C[GL*) — (c[g])>

f — f

est un isomorphisme de groupes. Il s'agit d'un mor-
phisme : si f, g € C|[G], pour tout x € G, on a par définition
de la transformée de Fourier,

=Y frgl)

zeG

Démonstration :

f*g

Puis, par définition de la convolution,

Fra00=>" 1> fy )| x(@)
zeG |yeG
On intervertit les sommes :
Fea) =Y fw) [Z g(xy*)x(x)]
yeG zeG

On fait le changement de variables z = xy~! dans le
somme en z :

f*g

WL

yeG zeG

z)X (yZ)]

Enfin, x est un caractére, donc

f*g

= 1> fly [Z Q(Z)X(Z)]

yeG z€G

Soit encore

Fra00=F00-300

d'ou m = f-§, donc F est un morphisme de groupes.
Montrons qu'il s'agit d'un isomorphisme d'espaces vecto-
riels. Il suffit pour cela de montrer I'injectivité de F, et de
conclure par égalité des dimensions. Soit f € C[G] tel que
f = 0. D'apreés la formule d'inversion de Fourier,

=1 21w

x€G

d'ot f = 0, donc F est injective. Il s'agit donc bien d'un
Je(cld),
e Intéressons-nous au morphisme TRC. On note ¢ une

racine N-éme de l'unité, avec N € N*. On dispose du mor-
phisme d’évaluation suivant :
(CN

£ ( (P(1), P(¢),---, P(¢cN 1) >

Le noyau de e; est (XY — 1), I'idéal engendré par
XN — 1, et est surjectif. Par le théoréme d'isomorphisme,
il suit que

isomorphisme d’algébres entre (C[G],

Clx]
P

—
—

C[X]/(XN71> ~ (CN

Le morphisme est donné par :

(CN
TRC; : ( e
¢ (P(1), P(¢) -+, P(¢"))
On I'appelle aussi transformation de Fourier discréte, et
on la note DFT,. Son application inverse est |'interpolation

—
—

CIXI/ xn_yy
[Plix~_1)

de Lagrange. Si (ag,--- ,an_1) € CV, alors on définit
n—1
= Z akLk(X
k=0
avec
X — Cj

def H

J;ﬁk
La classe de P modulo XV — 1 permet de détermi-
ner |'antécédent de (ag,--- ,an—1) par TRC (qui est bien
unique par égalité des dimensions).
o Reste a définir « et 5. C'est ici que le fait que G soit
cyclique est crucial : on se donne v un générateur de G. On
définit alors pour tout k € [0, N — 1],

k) dg. [L’k

aly
ol z est la classe de X modulo XV — 1.
Pour ﬁ puisque GG est cycllque Cest aussi le cas de G.
Soit x € G un générateur de G. On définit alors ici pour
tout ¢ € C[G] :

Ble) = (e(x"), (x), -+ s o(x™ 1)

avec " le morphisme trivial. 8 est un isomorphisme.
e Montrons que le diagramme commute effectivement.
Soit f € C[G]. D’une part, f se décompose sur la base

{%k}ke[[o,Nq]] :
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Ainsi, avec la description faite de TRC,, il suit que

N—-1
TRC:(a(f)) = (Z f(vw”‘)
0<j<N -1

k=0

Dans I'autre sens, pour tout k& € [0, N — 1],

donc,

N

Fok) = Z FO)x()k

-1
Jj=0

Par la description de G lorsque G est cyclique, on a

X(7) = C. Ains,

N—
FOoF)y =" f()¢h

Jj=0

[y

et donc

N-1

Jj=0

BoF(f) = ( f(vj)c’“-’)

0<k<N—1

Dot fo F=TRCs 0. O

On peut alors calculer la multiplication de deux polynémes par la méthode FFT, la transformée
de FOURIER rapide. Si P, € K[X] sont de degré au plus N — 1, de coefficients Py, -+, Py_1 et
Qo, + ,Qn_1, le colit de calcul est en O(N In(N)), via le schéma suivant :

multiplication de

(Po, . Pn_1) polynémes
(Qg7'“7Q]]V\7—1) O(NZ) (R()? Ty RN—I)
o =
g O(N In(N)) O(NIn(N)) |2
) 5
i e
O(N)

(P(€0)s »P(En—-1))

(Q(60),+,Q(EN—1))

multiplication comp.
par composantes

(R(&), -+ R(En-1))

L’algorithme se base sur la principe suivant. Soient P et () de degré au plus N — 1. On calcule
leur transformée de FOURIER rapide qui donne 'évaluation aux points (¥, les racines 2N-éme de
I'unité. (Le reste de P, Q et PQ sont les mémes dans la division euclidienne par X2 —1.) On fait
la multiplication composante par composante. On a alors a ce stade la donnée des P(C*)Q(¢*) avec
0 < k < 2N — 1. Par la transformée discrete inverse de Fourier, on reconstruit alors le polynéme
PQ), via la formule d’inversion de FOURIER : si ¢, et le k-eme coefficient du polynéme PQ :

PQ(¢)

Alors

1 2N—1

2N—-2

> et

J=0

=5 2 PRI

2N

Jj=0
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36 Théoreme de structure des groupes finis abéliens par

la dualité

Références :

— Matthieu ROMAGNY, Représentation linéaire des groupes finis;

— Pierre COLMEZ, Eléments d’analyse et d’algébre

Dans cette section, on ne suppose plus connu le théoreme de structures des groupes abéliens,
donc la démonstration de G ~ G faite dans les sections précédentes ne tient plus. On cherche donc

1C1 ©

x Montrer que si G est un groupe abélien fini, G et G ont méme exposant ;

x en déduire le théoreme de structure des groupes abéliens finis.

On repart du théoreme de bidualité, que 'on doit aussi redémontrer, car on avait utilisé la

propriété de dualité des groupes abéliens finis.

Théoreme 36.1 : Bidualité dans les groupes abéliens finis ~

Soit G un groupe abélien fini. L'application

G —

r — Jy:

est un isomorphisme.

Démonstration : J est un morphisme de groupes.
Reste a montrer que J est bijectif. D'une part, on a

|G| = |G|, en utilisant les résultats suivants :

— Silrr(G) représente I'ensemble des caractéres des re-
présentations irréductibles de G, et Conj(G) toutes
les classes de conjugaison de G, alors

[Irr(G)] = |Conj(G)]

— Si G est abélien, toute représentation de G est de
dimension 1 : autrement dit Irr(G) = G.

Dans le cadre abélien, G = Conj(G), donc finalement,

|G| = |Conj(G)| = [Inr(G)| = |G|
Puisque G est lui-méme un groupe abélien fini, il suit
donc que |G| = |G.

Définition 36.1

Montrons que J est injective. Soit « € G. Supposons
que pour tout x € G, x(z) = 1. Constatons alors que pour
tout a € G,

da(x) = ﬁx(a)

donc si pour tout x € G, x(z) =1, alors §,, = 1a7- Par
formule d’inversion de Fourier, pour tout a € G,

|—é| 3 X@X@ = b (@)

lg. D’'ou

x = 1g. D'on l'injectivité de J. On a donc bien montré

Or, pour a = 1g, cela donne 6,(1g) =

que J est un isomorphisme. O

Soit G un groupe fini abélien. On appelle exposant du groupe G |'entier N(G) défini par :

N(G) € max {n e N*|vz € G,2" = 1¢ }

Par le théoreme de Lagrange, tout ordre existant dans G divise son exposant.
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Proposition 36.1 : Exponsant du dual d’un groupe fini abélien

Soit G un groupe fini abélien. Alors G et G ont méme exposant :

N(@) =N (&)

Démonstration : Soit x € G. Pour tout z € G,

WO (@) = x (N9) =1

Donc xV(&) = yq, le caractére trivial. Ainsi, N(G) <
N(G). De plus, puisque G est un groupe fini cyclique, on a
aussi

~

N(G) <N (G)

Théoreme 36.2 : Théoréme de structure des groupes abéliens finis

Soit G un groupe fini abélien. Il existe un unique entier r € N et des entiers Ny,--- , N, > 0

tels que Ny|---|N, et

Gel/ne®--@% ng

En particulier, Ny est I'exposant de G.

Puis, par le théoreme 36.1, é’ ~ (G, donc
N (G) = N(G)

Il suit que

\

Si G est un groupe, et H, K deux sous-groupes de G, on dit que G = H @ K (somme directe)
si HN K = {lg} et pour tout g € G, il existe h € H, k € K tels que g = hk.

Démonstration : On démontre ce résultat par récur-
rence(forte) sur n, I'ordre de G.

Pour n = 1, G est le groupe trivial, il est d'exposant
1, et est isomorphe a %/z, ce qui montre le résultat pour
n=1. )

Supposons que |G| > 1. On note N; = N(G) I'expo-
sant de G. Alors N est aussi I'exposant de G. Soit y; € G
d’exposant Nj. Pour tout = € G, x1(z) est une racine N3-
éme de |'unité, donc x1(G) est un sous-groupe de Uy, .
Puisque Uy, est cyclique, il suit que

x(G) =Un,
227
Par conséquent, en notant { = e ™1, il existe 1 € G
tel que
xi(z1) = ¢

L'ordre de x; divise Ny, par définition de I'exposant, et
par cette égalité, il suit que Ny est lui inférieur ou égal a

|'ordre de 1. Donc H; def. (x1) est d'ordre Nj. Ainsi,

Hy ~%/nz

Montrons que

G =H, ®kery;

D’une part, X1|g est un morphisme surjectif qui envoie
un ensemble de cardinal Ny sur un ensemble de cardinal

N1, donc x1 est un isomorphisme. Si « : U,, — H; est
I'inverse de x1, et x € G, alors a o a(x1(z)) € Hy. Ainsi,

def. _ e
b= a"lz vérifie

x1(0) = x1(a) txa(x) =1

donc b € ker(xi). Ainsi, « = ab, donc G = Hj -
ker(x1). Montrons queleur intersection est réduite a {1¢}.
Pour cela, on considére € Hy Nker(x1). Alors x1(x) = 1.
Or, x1 est injectif sur Hy, donc x = 1. On a donc bien
montré que

G = Hy ©kerx1 ~”/n,z @ ker x1

L’hypothése de récurrence appliqué a ker(x;) permet
alors de conclure cette récurrence, et la démonstration du

théoréme de structure des groupes abéliens finis. O
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37 Construction de variables aléatoires iid de loi uniforme

Référence : Analyse pour l'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

Théoreme 37.1
Soit (Q2, F,P) = ([0, 1[, B([0,1]), \) I'espace probabilisé sur [0, 1[. On fixe > 2 un entier, et
on note A = [0, — 1]. Il existe une suite (¢,), .y € A" de variables aléatoires telle que cette
suite soit A-indépendante, et identiquement distribuée de loi uniforme sur A :

~

1
VGEA,)\(€1:CL)=|—14|

Démonstration : La construction des variables aléa- -
toires (en)nen repose sur la décomposition en base r de Xpt1(w) — Xp(w) = iﬁ
tout élément de Q. Pour z € €, on note donc r

Donc

def. en(x) r—1
v Xpr1(w) = Xp(w) < oy

avec inégalité stricte pour une infinité de p puisque

avec ¢, (z) € [0,r — 1] = A. .
n(@) € [ ] w € B. Par conséquent, on obtient

1. Constatons que dans cette écriture, il existe une in-

finité de n pour lesquels €, (x) < r — 1, sans quoi le déve- 1 1

loppement de = ne serait pas propre. Autrement dit, Xpt1(w) + L < Xp(w) + v
L. avec inégalité stricte pour une infinité de p. Ce qui

liminfe,(z) <r—1 . . . S
n—+oo montre bien la convergence non stationnaire et décroissante
On note vers X (w).
3. On conclut donc ici en I'injectivité de w — X (w)
sur B. Si w # W', avec w = (g,)n et W' = (dp)n, ON
déf. Nl considére
B = {w = (En)nEN cA légi{.lgfn <r-— 1}

def. .
p = min{necN,5, #¢c,}
B est non vide, la suite nulle en est un élément. Mon-
trons |'unicité d'un tel développement en base r.

2. On note pour cela pour w € B : X,(w) = Xp1(w) + %

Alors, en supposant que €, < Jj, :

P I )
X,(w) def. Z % Par définition de p :
n=1 _ ! €p
N () = Xy (W) + 2
N Puis, toujours par définition de p :
def. En
i Xp(w) < Xp—1(w) + prp
Constatons que (X, (w)), converge de fagon croissante Autrement dit,
vers X (w). Montrons que la suite définie par
1
1 Xp(w) < Xp(w') - s
Xp(w) + — ,
r? Or, d'apres 2.,
converge en décroissant vers X (w) de fagon non sta- 1
ti ire; aut t dit : —
ionnaire ; autrement dit, on a X(w) < Xp(w) + p
1 y . .
Vp e N, X,(w) < X(w) < Xp(w) + = Par le calcul que I'on vient de faire,
,
1
Pour cela, observons que Xp(w) + - < X, (W)
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et par convergence croissante de X, (w’) : par unicité de la décomposition, montrée en 3., il suit
que
X)) < X()
" os i 1<n<N
d'ou lorsque w # W', en supposant €, < 0, : e () = n S! SR
. 7 PP P P n(@) Opn_N si n>N

/
X(w) < X(w') doutz e E. Dou E=F.
d'ot l'unicité de la décomposition, qui sera cruciale 5. Concluons alors la démonstration de ce théoréme.
dans les prochains points. D'aprés 4., E = F', donc

4. Pour ay,--- ,ay € A, on note

N
Edg'{glzah...75N:a’N} P(ﬂskzak>:/\(F)

k=1

et

Donc,

F

&
] =
ﬁ‘sg
] =
HS
_l’_

ﬁz —
[y

n=1 n=1 P ﬂskzak = —
rN
k=1

Montrons que £ = F.

. def.
>SizeR, etw= (en(z))nen alors £ = X (w). En De plus, pour a; € A fixé,
particulier,
Xn(w) €@ < Xn(w) + — N
N W x N W -
< N Pe; = a1) = Z P(ﬂgkak>
par tout ce qui a pu étre développé en 2.. Donc, on a as,-,an€EA  \k=1
bien
donc,
N a N a 1
dooaS<e<) 4y |AN-1
n=1 r n=1 r r P(al = al) = rN
soit x € F. )
> Pour x € F, il existe y €  tel que soit
N 1 1
(79} ) ]P)(El = al) = - = T
_ n . Y A
SDIEEE r A

de méme pour tous les ei. Ainsi, (g,,), est une suite
de variables aléatoires identiquement distribuées de loi uni-
forme sur A. De plus,

Puisque y € €, il admet un unique développement
propre en base 7 :

1 N 1 N
p:
: <D1Ek :ak> - v - kl:[lP(Ek -

donc
N +oo . , . . .
Z anp, L Z Op Ces variables aléatoires sont donc mutuellement indé-
Tr = _—
gt ey pendantes. O

Remarque : Quand a I'existence de développement en base r, on définit pour = € [0, 1] :

Vn €N, a, < |rx] —r {r”_li

Alors
$han _ g ) [
= rn = rn 7’”_1

C’est une somme télescopique, donc
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N
avec |z | = 0. Montrons que LTTNIJ
et on introduit

converge vers . On note u, le terme général de cette suite,

. V’N:L'J +1

UN —
rN

Alors on dispose de 'encadrement

uy < T < UN

via la définition de la partie entiere. De plus,

UN —UN = — — 0
N N TN N—+oc0

et

VN € N oy —uny 20

Par le théoreme des suites adjacentes, il suit que les suites (uy)y et (v,)ny convergent vers une
limite commune, qui n’est autre que x par I'’encadrement. D’ou finalement

38 Théoréme de Bernstein

Référence : Analyse pour l'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY

Théoréme 38.1 : Théoréme de BERNSTEIN
Soit f : [0,1] — C une fonction continue. On note w son module de continuité :

déf.

Vh > 0,w(h) = sup {|f(u) = f(v)],|u —v] <h}

Pour n > 1, on considére le n-eéme polyndme de BERNSTEIN associé a f :

Vi € R, B (f,7) = Bala) % 3 (Z) o) <§>

k=0
Alors :

(1) B, converge uniformément vers f sur [0, 1].
(2) Plus précisément, il existe C' > 0 tel que

I = Bul < C-w (%)

(3) La vitesse de convergence est optimale : il existe f € C°([0, 1], R) lipschitzienne et 6 > 0
tel que
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)
B > il
I = Bulle >

Démonstration : La remarque centrale est la suivante : Par indépendance des X;, et parce que les X; sont
si Xy,---, X, sont indépendantes et identiquement distri- identiquement distribuées, il suit
buées de loi b(z), avec = € [0,1], et S,, est la somme des
X, alors S, suit une loi binomiale de paramétres n, z, et Sp, Var(X)
Pl|l——z|>¢d) <
par la formule de transfert : n nd?

X suit une loi de Bernouilli, donc sa variance est infé-

E [f (%ﬂ _ Zn: <Z)zk(1 gk (i) _ () [feureou égales 1. D'ou

k=0
Sn 1/ lloe
La loi des grands nombres nous met sur la voie. E Hf(x) Iy ] Sw(0) + 2102
[1.] Pour tout z € [0,1], )
On a alors montré que
_ S,
) = Bola) =B | 1(a) - 2] "
Donc, par inégalité triangulaire, n
) g Donc, pour tout 6 > 0
)= Bl < B [| 1) 2]
. " liminf || f — By, < w(d)
Soit 6 > 0. Alors noreo
Or, par continuité uniforme de f sur [0, 1],
Eflf@) -3l = E[lf@ - 21, s () 0
+ E||f(@) = 5 1o sa o0 o
. d'ou
Par définition de w, on obtient alors
liminf || f — By, <0
S S n—-+oo
_ I <« no_
B |1 - 2] com o (2o >6)

Or, d'aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
n—-+oo

Sn 1 Sn
P(n—x‘>6)<52Var<n> 0

Pour le point 2., on étudie un peut plus en détail la fonction w.

| Lemme 38.1 : Sur le module de continuité |

w est une fonction croissante et sous-additive : pour tout ¢, s € [0, 1] avec t + s € [0, 1],

w(t+s) <w(t) +w(s)
En outre,

Vh € [0,1],VA € [o, %] L w(M) < (A + Duw(h)
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Pour la croissance de
: il suffit d'observer que pour hy < hs : w(t+s) <w(t) +w(s)

[l suit par récurrence que pour tout h € [0,1] et
{1f(u) = F)llu = v| < b1} C {[f(w) = f(v)[[[u = o] < ho}r € N" tel que rh € [0,1],

donc w(rh) < rw(h)

w(hy) < w(ha) Soit A > 0 tel que Ah € [0,1]. On note ¢ la partie

entiére de \ :

Pour la sous-additivité, on se donne ¢,s € [0,1] tels
que t + s € [0,1]. O_n_considére u,v € [0,1] tels que g<A<q+1
|lu —v| < t+s. On définit

Par croissance de w,
déf.

w = U+
t+s t w(Ah) <w((¢g+1)h)
Alors Ju—w] < 5 et Jw =] < t. Ainsi, Par sous-additivité de w :
() = F0)] < £ () = Fw)] + | F(w) = ()] W) < (g+ Dw(h)
Donc, Puis, par définition de g, on a réussi 3 montrer que
[£(u) = F(0)] < w(s) +w(t) w(Ah) < (A4 1w(h)
donc

On peut alors montrer le point 2.

Démonstration : [2.] Par I'inégalité du lemme, avec

A = \/n, on obtient pour z € [0,1] :
()
b -5))+ () N

n
Or, cette quantité dans la racine n'est autre que la va-
Or,ona: riance de X1, par indépendance et parce ces variables sont

identiquement distribuées. D'ou
)~ B <& [l 50 - 1 ()]

1-— 1
|f(x) — Bp(x)| < (1 + \/ﬁ\/ Jc(na:)> "W <\/ﬁ>
Donc, par définition du module de continuité,

S 2

x_i
n

/() = Bn(2)| < <1+xf E

S, Enfin, (1 — z) < %, donc finalement,
@)~ Bl <[ (|o - 22))| .
Soi, )~ Bato) < 5w ()
d’ou I'estimation
@) = Bala) < (14 VA [|o = 22|} o () 3 (1
n 7 I - Bl < 5w ( =)
Par inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : O

Pour le point 3., on utilise un autre lemme : I'inégalité de KHINTCHINE.
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Lemme 38.2 : Inégalité de KHINTCHINE

Soient e1,---,g, des variables aléatoires indépendantes de loi de RADEMACHER. Pour
ai,--- ,a, € R, on note

n
déf.
X = Zakek
k=1

Alors

1
X1 > 71X,

Remarque : des variables de RADEMACHER peuvent se construire explicitement sur Q = [0, 1],
muni de sa tribu borélienne et de la mesure de LEBESGUE, avec

g;(t) « sgn[sin (27 7t)]

Supposons que || X ||, = Par indépendance des variables en jeu :
1:
n
St Ele;Y] =E[g;(1+wa;e;)] [ B[+ ranex]
k=1 k#j
On cherche a appliquer I'inégalité suivante pour Y € :
L® - Puis,

EXY] < IXT 1Yl e;(1+1aje;) = &j + 10,
On parachute alors ici une variable aléatoire Y qui va

) . Il suit alors que
nous donner ce qu'on souhaite :

Yy dg‘. H(l —Hajaj) E[EjY] =1a;

i=1 Par linéarité, on obtient :
Déterminons un majorant de [|Y'||_. Pour presque

tout w € €, on a
n
Y (w)| = H ,/1+a?
k=1

Par convexité de |'exponentielle, on a :

" 1= [EXY]| <X Y]~ < Ve
Yl < T /exp (a3)
k=1

d’on

E[XY] = ZajE[sjY] = zZa? =1
Jj=1 j=1

On peut alors conclure,

Donc, par propriété de I'exponentielle,
1

7

Dans le cas général, pour X # 0,

Yl <ewn |53 a | = ve
j=1

d'ot Y], < ve.

Pour j € [1,n], H X <i
X201~ Ve
Ele;Y]=E €j(1+zaj6j)H(1+zak5k) R dOou I'inégalité de Khintchine, qui reste vraie pour
k#j =4
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On peut alors conclure sur le point 3.

Démonstration : 3. La fonction que I'on va considérer

est

Vo €10,1], f(x) =

Alors, en % ona:

7 =8> |1 (5) = (5)] = | ()]

Or, pour ce choix de f, on a alors

O |

avec S,, la somme des variables aléatoires ¢ indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi b (%) On réduit
au méme dénominateur :

1
_ > _
If = Bulloe 2 5 E[125n —1]]

n
>
k=1
ol les g sont indépendantes et identiquement distri-

buées de loi de Rademacher. D'apreés |'inégalité de Khint-
chine :

Autrement dit,

1
- B > —E
If = Bulloe > 5

1
2\/en

Les variables e, sont centrées, donc la quantité sous la
racine est la variance, et par indépendance, on a :

k=1

1
“Bll.>——
Le choix de la fonction f montre qu'ici :

w(h) = sup {

lu—v|<h

39 Théoreme de Paul Lévy

donc w(h) < h. Détaillons ce fait. Pour u,v € [0, 1],

2

A IS G BT
2 |/ —v|  sinon

! _ 2 A N l
avec v’ = 1—wu le symétrisé de u par rapport a 5. Dans

le premier cas, si |u —v| < h, on a bien |f(u) — f(v)| < h.
Dans le deuxieéme cas, distinguons deux sous-cas.

l

I

I

I

I
°
u

Nl

Supposons v > %. Si u < u/ < v (cas jaune), on a

lv—v|=v—u=@w-u)— W —u)=|v—u|—|u —u

d’ou
lv—/| < |lu—v| < h

Siu < v <, alors par définition de u' :

WV

(u—u)—(u/—v)zzv—1=2<v—;) 0

d'ou
W' —v|=v —-v<v—u=|u—v|<h
d'ott w(h) < h. D'ol I'inégalité

1 1
Hf _BnHoo = T\/g t W (\/ﬁ)

Référence : Analyse pour l'agrégation, Hervé QUEFFELEC, Claude ZUILY
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Définition 39.1 ~
Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles, et X une variable aléatoire réelle. On
dit que (X,,)nen converge en loi vers X si et seulement si

Vf e G(R),E[f(X,)] e E[f(X)]
Proposition 39.1 : Définitions équivalentes de la convergence en loi ~

Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires réelles, et X une variable aléatoire réelle. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (X,). converge en loi vers X ;
(ii) Pour tout f € Cy(R), I'ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 en +oo0,

E[f(Xn)] —2 Elf (X)]

n—-+o0o

Autrement dit, si (14,)nen est une suite de probabilités sur (R, B(R)) et w un probabilité sur
ce méme espace, alors les propositions sont équivalentes :

(i') Pour tout f € C)(R) :

| £@ i) = [ @) dnto)
)

(i) Pour tout f € Co(R

[ £@ i) = [ @) duto)

n—-+00

Théoreme 39.1 : Théoréme faible de Paul LEVY >
Soient X une variable aléatoire et (X,,),cn une suite de variables aléatoires. Les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :
(i) (X,)nen converge en loi vers X ;
(ii) Pour tout t € R,
Px.(t) —— px(t)

n—-+o0o

Démonstration : [(i) = (ii)] Par hypothese, pour d’ou (ii).
toute fonction f continue bornée sur R, [(ii) == (i)] On suppose connu le résultat suivant :
I'image de L'(R) de la transformée de Fourier est dense
E[f(X,)] ——— E[f(X)] dans C°(R) pour ||-||.. On note A(R) € F (L1(R)).
e Soit f € A(R). Il existe h € L'(R) telle que

En particulier, pour fi(z) = €%, on a alors

Vr € R, f(z) = / ctER(L) di

R
vx,(t)=E [eltxn] — K [eltx] = px(t) Alors,

n—-+oo
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ce qui montre le résultat souhaité pour f € A(R).

E[f(Xn)] ) [/ etinh(t) dt:| e Soit € > 0. Pour f € Co(R), il existe fe S A(R) telle
R que
Par le théoréme de Fubini, puisque If = foll <
E [/ |6tinh(t)| dt] <Al < +oo Alors pour tout n € N,
R
On intervertit espérance et intégrale : IE[f(X,)] — E[f(X)]| < IE[f(X,)] — E[f*(X,)]]
By + B[ (X - B[]

Elf(Xn)] = /RE [ ] h(t) dt + [EfFX)]-Ef(X)]

Par hypothése, Par inégalité triangulaire,

E etiT,, E eti
) e B IE[f(Xn)] = E[f(X)] < <2/f = folloo HE[f*(Xn)] = E[f*(X)]]

Par le théoréme d dominé btient
ar le theoreme de convergence dominee, on obtien Pour n assez grand, le premier terme est plus petit que

2¢ et le deuxiéme est plus petit que ¢ par le point précédent.

Elf(Xn)] —— [ E [eltx] h(t) dt D'ol pour n assez grand

n—4oo R

Donc, en réutilisant le théoréme de Fubini, il suit fina- IE[f(X)] - E[f(X)] <| < 3¢
lement que
Ce qui conclut sur la convergence en loi de X, vers X.
E[f(Xn)] =7 Elf(X)] O

Remarque : On n’a pas totalement tout montré dans ce théoreme, a cause de ce résultat de
densité, qui se montrerait par le théoreme de STONE-WEIERSTRASS d’apres ZUILY-(QUEFFELEC...

Théoréme 39.2 : Théoreme fort de Paul LEvY

Soit (X, )new une suite de variables aléatoires. On suppose que (¢x,, ),y cOnverge simplement
vers une fonction 1) continue en 0. Alors il existe une variable aléatoire X telle que ¥ = px.
De plus, (X,,)nen converge en loi vers X.

Remarque : On utilisera encore ici la densité de A(R) dans Cy(R) dans cette démonstration,
et cette version du théoreme de représentation de RIESZ : si £ est une forme linéaire sur Co(R)
continue positive, et de norme 1 alors il existe une mesure p positive de masse inférieure a 1 telle
que

VI € Co(R), ((f) = / f(x) du(x)

Ceci est démontré dans Real and complex analysis de Walter RUDIN (il en existe une version
traduite Analyse réelle et complexe), qui fait intervenir des mesures complexes, et le théoreme de
RADON-NYKODIM, dans une version complexe. La démonstration se fait en 10 étapes...

Démonstration : Pour f € Co(R), on note On veut définir une forme linéaire limite £.
1. Supposons que f € A(R). Il existe h € L'(R) telle
Ve NN [ f(a) dao) que
R
ol fiy, o Px, . On observe ici que Ve € R, f(z) = h(x)
Vn e N,V e Co(R), |6, () < [Ifll Alors, pour tout n € N :
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qui vérifie [, K = 1. Pour € > 0, on définit

/fdunZ/ﬁdun
R R

Par le théoreme de Fubini, €

Alors
/ f dpin = / h(t)ox, (t) dt
R R

Par le théoreme de convergence dominée,

— . 1
Ve ERKL(€) = K(e6) = 1 s

Et on a les égalités :

K(K):/Rm:/RKdu

Ce qui se réécrit

1 - du(§)
%/Rw(t)e L dt_/Rnggz

Par convergence dominée, le terme de droite tend
vers u(R) lorsque [¢ — 0T]. Quant au terme de droite
converge vers 1(0) = 1, par convergence simple des ¢x, ,
et par continuité de % en 0, en utilisant un changement
de variables, et par convergence dominée. D'ou finalement

[ 8 [ H0u0) e
Ainsi, pour tout f € A(R), ({n(f))nen converge vers
une limite que I'on note £(f).
2. Par densité, on va définir £ sur Co(R). Pour cela,
montrons que (¢,,(f))n est une suite de Cauchy. Soit € > 0.
Il existe f¢ € A(R) telle que

If=fllo <e
Soient n, p € N. On fait le découpage en 3 :

‘gnﬂ)(f) _En(f)| < |£n+p(f) _€n+p (f8)|

+ |€7L+p(f€)_€n(fg)|
+ [l (fF) = £n ()]

Donc

nap(f) = €D <20 = o lloo + [nsp (F) = €n ()]

Donc, pour n assez grand,

Mn-&-p(f) - én(f” < 3e

La suite (¢,,(f))n est donc de Cauchy dans C, donc
converge dans C vers un élément que 'on note £(f).

3. { est linéaire, par passage a la limite, et on dispose
de I'inégalité

O < flloo

avec U(f) = 0 lorsque f > 0. ¢ est donc une forme
linéaire sur Co(R) positive de norme 1. Par le théoréme de
Riesz, il exite une mesure p positive telle que u(R) < 1, et

Vf € Co(R), £(f) =/Rf dj

4. Montrons que pu(R) = 1, id est que p est une pro-
babilité. On note pour tout ¢t € R,

déf. Ll

K1) 2

40 Gradient a pas optimal

Références :

w(R) =1, donc p est une probabilité.

5. On dipose alors de I'égalité suivante :

vfe coaR),/Rf dji = ngrfw/Rf diin

Par la proposition, cela est équivalent a

0 _ .
vf ecb(R),/Rf du—nllgrloo/kf djin

Appliquons ce résultat 3 fi(x) = e :

Yt € R,/ e du(r) = lim e dpp, ()
R

n—-4o0o R

Ce qui se réécrit :

lim o, (t)

n——+00

Vit € R,/ e du(z) =
R

Soit encore

YVt e R,o(t) = / e du(x)

R

Pour X % idg sur (R, B(R), p), il suit finalement que

vt e R, ¢(t) = ox (1)

La convergence en loi de (X,,),, vers X est alors donné

par la version faible du théoréme de Lévy. O
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1. Optimisation et analyse convexe, Jean-Baptiste HIRRIAT-URRUTY ;

2. Méthodes numériques : analyse et application, Alfio QUARTERONI, Riccardo SACCO, Fausto
SALERI

Proposition 40.1 ~
Soient A € S§;T(R) et b € R™. On considére |'application :
f R*" — R
L x — %(Ax, x) — (b, x)
Soit x* € R™. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) x* est I'unique solution de

Ax*=Db
(ii) x* est I'unique solution du probléeme de minimisation :

f (") = min f(x)

x€eR”

(ii)) Vf(x*) =0.

Démonstration : f est une fonction convexe (car de Une maniére plus pédestre est de calculer f(x+h), afin
matrice hessienne égale a A, symétrique définie positive), de reconnaftre la différentielle, et de montrer que
donc admet un unique minimum global, caractérisé par

VFx*) =0 vh € R", f(x*) < f(x" +h)

avec . .
seulement pour x* = A~ 'b.

Vx e R", Vf(x)=Ax—b O

Lemme 40.1 : Inégalité de KANTAROVITCH |

Soit A € SF*(R). On note A\; > --- > )\, > 0 son spectre, par ordre décroissant. Alors pour

tout x € R",
[ N
(Az,a) A a2y < 7 [+ 152]  lel

On donne deux preuves de ce lemme : la premiere est plus agréable, mais provient de Wikipédia,
donc n’est pas utilisable pour les oraux de 'agrégation. La deuxiéme provient de la référence, et
provient d’un dessin : j’ai renforcé la preuve pour que la démonstration en soit une, au prix de
quelques calculs.

Pour t > 0, la conca- Soit encore
vité de la fonction logarithme donne I'inégalité suivante :

VA @) (AT, 2) < 5

1 [(Az,x)
t

+t(A7 e, z) V{(Az, z)(A-1z, x) < % <<1A + tA1> :vx>

106 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Enfin, puisque By aef- 1A +tA™! est symétrique,

1
Vi (AT < (Agﬁgt)k) Jall

On cherche donc a minimiser cette quantité par rap-
port a t. Constatons que puisque A est symétrique définie

positive, elle se diagonalise en base orthonormée, et on a
alors

J@Q{?+HAEdM}
On note

At

YA > 0,0,(0) <

+ —_
t A
Alors 0; est une fonction convexe, qui admet son mini-
mum en A = ¢, ou elle vaut 2. Ainsi, si t € [\, \1], il suit
que pour tout A € [A,, \]

0:(A) < max{6:(A1), 0:(\

On impose alors que

n)}

ot ()\1) = et(An)

Ce qui donne la valeur de ¢ que I'on va adopter :

AMAn

et donc pour tout A € [A,, A] :

On conclut alors de la sorte :

Vi m AT < <\/§ 4 \/Q )

d'ou I'inégalité souhaitée.

Passons a la démonstration plus "géométrique', dans la référence.

Puisque le résultat est
vrai pour = 0 (c’est I'égalité triviale 0 = 0), on suppose
x # 0.

A est symétrique réelle, donc est diagonalisable en
base orthonormée : il existe P € O,,(R) et A diagonale a
coefficients strictement positifs, puisque A est symétrique
définie positive, telles que

A='PAP
Par ailleurs, cela donne
At =tpPATtP
Ainsi,
(Az,z) = A(Px), Px)
et
(A_lsc,m> = (A_l(P:E),Px)

' py. Puisque P € O,(R), |ly|l =

On note donc y

lz||. La quantité dont on cherche un majorant vaut alors
ici

(Az,2) (A e, 2) = (Z Ay>

k=1

On note pour tout j € [1,n] :

Si bien que > 7, a; = 1. Ainsi, on cherche a estimer

n
Y

Aj

(Az,z) (A 2, 2) = Hy|| <Zak‘)‘k>

Donnons l'intuition géométrique ici. On dispose d'un
produit de deux barycentres. On note

def
Z WA

et on cherche a exprimer un majorant de la deuxieme
somme en fonction de A\, A\; et \,,. Pour cela, on note M,

les points ()\k, Alk) M le point ()\ > ory /\;)

Jj=1

D’'aprés le dessin, M* est au-dessus de M, donc on voit
facilement que

nkf
grr

A1
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avec 7 tel que A = £\, + (1 —)A;, autrement dit

7 def A=)\
)\n - A1
Naturellement, un tel raisonnement n’est pas suf-

fisant pour assurer qu'il s’agit d'une démonstration. Mon-
trons alors que :

et on montre que s < t. La croissance de la fonction
t— /\L+1>\;1t permettra de conclure. On isole s pour avoir
n

déf.
S =

n
=2

a comparer avec

|
Il

~ (M-
APV

Jj=2

I suffit de voir que % > 1 pour tout i € [2,n] pour
conclure que s < t, et donc que

i+1—s<i+1—f
An N A1

Soit encore, par définition de s,

=1k
De plus,
t 1-—1¢ 1 1 A
P + e _
)\n )\1 )\1 )\n )\1)\71
Et donc
[ 3
(Az,z) (A 'z, ) < MO+ =)

MAn

C'est un polyndme de degré 2 en \, qui se minimise en

A= % et qui donne finalement

4
B AL+ A2
el Gu
(Az, 2) (A" z,x) < 1 S

d’'ou I'inégalité de Kantarovitch.

Théoreme 40.1 : Méthode du gradient optimal o

On définit zo € R™, et pour tout k£ € N :

déf

Tpr1 = T — eV f(zx)

ou tr = 0 est I'unique réel tel que

fxp =tV f(zr)) =

Alors (xy)ken converge vers X*.

win f (2 — 19 (2)

Démonstration : 1. Commencons d'abord par justifier
le fait que pour tout k£ € N,

Eo it [ (zi =tV f(z))
admette un unique minimum global. Il suffit en fait de
développer :

i(t) = 3(A(zr — tV f(zr)), o — tV f (21))
(b, — tV f(xr))

On obtient alors

f (@)
— L ((AVf(zr), zp) + (Azg, V f(z1)))

+ b, Vf(zk)) + S (AV f(zr), V (k)

On réarrange : A est symétrique, et Vf(zy) = Az —b,
d'ol

2
Ek(t) = flar) — IV fan)|* + %(Avf(ﬂfk), Vf(xx))

Pour V f(xx) # 0, on se retrouve donc en présence d'un
trindme du second degré, avec un coefficient dominant po-
sitif : par conséquent, &, admet bien un unique minimum,
pris en tx, donné par :

IV £ ()
(AV f(z), V f(2k))

2. Puisque A est définie symétrique positive, un calcul
dans une base de vecteurs propres de A donne :

déf.

t = >0
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Yu € R", (Au, u) Z/\ u; 20k = (Azy, wr) — 2(b, 7x) + (b, x")

On fait ici un petit jeu d'écriture (attention, astuce),
ol Ay = --- = A, > 0 sont Ies valeurs propres de A avec le fait que A soit symétrique :
par ordre décroissant. Ainsi,

20, = <A(Ek, A71A$k> — <A71b,A$k>

Yu € R, (Au,u) > Ay |ul’ (b, 1) + (b, A~'b)

On peut donc commencer 3 estimer ||z — x*|| grace a

cette remarque : Il est alors possible de réorganiser le tout :
1 _
[ /\7<A($k —x"),xp —x") 20, = (A~ (Az), — b), Az), — b)
n
Soit encore

Développons, en utilisant le fait que Ax* =b :

26, = (A7'V f(x), V.f (x1))
[ S )\i [((Azg, xx) — 2(b,x") + (b, x")]

n D'ou
Puis, en faisant apparaitre f, en constatant que :
1 IV £ ()]
x\ _ K\ * ) =4 1—
flc) = 5 (Ax7,x7) = (b7 T T AT P (), V() )AV F (), VF ()
soit
4. D’apres I'inégalité de Kantorovitch,
* -1 *
Fix") = 5-(b,x")
On obtient alors IV f ()] / [A
(A= f (), V(i) (AV f (zk), V f (21)) >\1
low=xP < S[2f(@0) +2(b2) on note
- <b wk) — 2f (x7)]
s 6f. A
D'ol eo(4) % T
2
e —x*)* < " [f(zg) — f(x¥)] le conditionnement de A (pour la norme 2). On a alors
3. On note
déf. . IV £ (o)) >4 c2(A)
VE €N, b = f(zr) — f(x7) (A= (1), V(@) (AV f(ax), V(1)) ~  [1+ ca(A)]2
Déterminons une relation de récurrence sur cette suite. d'ol
D’apres le développement de f faiten 1., on a : ou
4CQ(A) :l
Opy1 <O |1 — ——————
AR [ (1+ ca(A)?

1 = flaw)—tel| V£ (zx)|? + <Avf(xk) Vf(zg))—f(x)

En réduisant au méme dénominateur,
Puis, par définition de ty,

1 CQ(A)]“'
Opy1 < O [
s — o) —TE@I treld
k+1 = J(Tk 2(AV f(x1), Vf(xr)) X D’ou pour tout k € N,
Enfin, si x) # x*, 5 <8 [1—@(14)]%
) RS 0 1+C2(A)
Spir = 6p |1 — IV ()l 5. Il suit alors que

20k (AV [ (zk), Vf (x1))

. / . . %112 250 |:1 - C2(A):| 2k
On peut exprimer 20;, au dénominateur en fonction de |z —x*|" < — | ————=
Vf(xi) et A~1, en sachant que x* = A~'b. En effet, par A (14 c2(4)
définition de f : La méthode converge alors vers x*. O
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