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1 Lemme de Siegel

Référence : Orauz X/ENS, Algébre 1, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELLA, Serge NICOLAS
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Théoréme 1.1 : Lemme de SIEGEL, version X/ENS

Soit A € My, ,(Z) avec k < n. On note a € N* tel que a > |a;;

, pour tout ¢ € [1,k] et

j € [1,n]. Il existe X € Z™ non nul tel que AX = 0 et qui vérifie |'estimation :

1X], < (ne) ™% +1

Démonstration : e Constatons d'abord que AX =0
admet des solutions dans Q. En effet, ce systeme peut se
voir comme :

a11x1+ - +aypr, = 0
ap1T1 + -+ agnry, = 0

id est un systeme homogene a plus d'inconnues que
d'équations. Si X € Q™ est solution, alors aX € Z" I'est
aussi, avec a € Z "minimal". Par conséquent, il existe bien
une solution dans Z" de AX = 0.

e Si X, X' € Z™ ont méme image par A4, alors X — X' €
ker(A). Ainsi, chercher une solution non triviale de AX =0
revient a déterminer deux éléments distincts de Z™ qui ont
méme image par A.

e Si on note ici Y = AX € ZF, alors pour tout
jeL,k]:

n
lyjl < Z |ajpllzp| < nol X
p=1
d'ou

[AX| . < nell X,
e Soit M € N*. Alors

X €Z" N Boo(0, M] <= Vi,|z;| <M
Autrement dit,

$(Boo(0,M]NZ") = (2M 4+ 1)"

De plus, d'aprés le point précédent, si X € Z™ N
B+ (0, M] alors

AX € ZF N By (0,naM)|

qui lui est de cardinal (2naM + 1)k Si

(2naM +1)* < 2M +1)"

alors d'aprés le lemme des tiroirs, il existe X, X’ €
Z"™ N Boo (0, M] distincts de méme image par A, donc une
solution non triviale a notre systeme initial.

e Déterminons alors un M € N* qui puisse satisfaire
cette inégalité. D'une part, on souhaite avoir

1X = Xl < (n)™F +1
Donc, imposons (par inégalité triangulaire)
2M < (na)ﬁ +1
D'autre part, on a l'inégalité stricte (n > 2) :
(2na + 1)* < (na)k(2M + 1)k
Imposons alors
(na)k(2M +1)* < (2M 4+ 1)"
Dans ce cas, on obtient
2M > (na)ﬁ -1
Ainsi, avec nos conditions posées, il suit que si
k. k_
2M € |(na)™s — 1, (na)™ +1

alors X — X" est solution du systéme, avec |'estimation
voulue. Or, cet intervalle fermé est de longueur 2, donc
contient toujours au moins un nombre pair. Il suit qu'un tel

M existe, et donc le lemme de Siegel est prouvé. O

2 Théorémes de Sylow par Wielandt

Références :

— Cours d’algébre, Daniel PERRIN ;

— FEzercices d’algébre CAPES-Agrégation, Pascal ORTIZ
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Théoréme 2.1 : Théoréme de SYLOW, version WIELANDT ~

Soit G un groupe de cardinal n = p*m avec p ne divisant pas m.

1. G admet un p-sous-groupe de SYLOW.

2. On dispose des assertions suivantes.

(a) Si H est p-sous-groupe de G, alors il existe S un p-sous-groupe de SYLOW de G

qui contient H ;

(b) Tous les p-sous-groupes de SYLOW de GG sont conjugués : en conséquence, le nombre
de p-sous-groupes de SYLOW s,(G) divise n.

(c) Ona:

La démonstration provient d’un exercice du Cours d’algébre de PERRIN, corrigé et complété
dans les Frxercices d’algebre d’ORTIZ ; la numérotation de la démonstration suit celle d’ORTI1Z, et

non pas le théoreme.

Démonstration : Précisons les notations pour cette
démonstration. On note Syl,(G) I'ensemble des p-sous-
groupes de Sylow de G. On note X I'ensemble des parties
de G de cardinal p®. On fait agir G sur X par translation
3 gauche : pour tout £ € X :

G — X©
g — gFE
et on note G le stabilisateur de F pour cette action :

Gr ¥ {geGgE=FE <G

1. Soit F € X“. Pour tout x € F, 'application

.(GE
2

est injective, donc

— F
I—)gI

VE € X°,|Gp| < tE = p*

2.a. Montrons qu'il y a égalité si et seulement s'il existe
r€GetSeSyl(G)telsque E=S5 -

[=>] Supposons que |Gg| = p“. Dans ce cas, pour
tout = € F, |'application ¢, est bijective, donc surjective :
pour tout y € F, il existe g € G tel que y = gx. Ainsi,
ECGg-z. 0r,Gg-x C E,dou Gg -z = E. Puisque
G est de cardinal p®, c'est un p-Sylow de G, donc on a
bien montré que £ =S - x avec S = Gg.

[<=] Supposons que E =S - z. Pour tout s € S,

sE=sStr=Sx=F

donc s € Gg, donc S C Gg. Ainsi,

p* =[S <|Ge| < [p”]

donc |G| = p®, et S = Gg est un p-Sylow de G.
Dans le cas ou E = S est un p-Sylow de G, on a alors
S =.5-1¢g, donc

VS € Syl,(G),Gs € Syl,(G)
2.b. Montrons que
XY =m- s,(Q) [p]

e Soient S, T € Syl,(G) qui ont la méme orbite pour
I'action de G sur X* : w(S) = w(T). Alors

dge G,S=gT

Puisque 15 € S, il suit que g~ € T, donc g € T, donc
S =T. On a alors montré que

|w (Sylp(G))| = 5p(G)

e Montrons que

w (Syl,(G)) = {w(H) C X“

H sgdeG }
fw(H)=m

On note ,,, le deuxiéme ensemble.
Soit S € Syl,(G). D'apres 2.a, |G| = p®, donc

G
fw(S) = ||GS =m

donc w(S) € 2y, donc w(Syl,(G)) C Q.

Pour montrer I'autre inclusion, on raisonne par
complémentaire. Si E € X® est tel que w(E) €
wW(X*)\w(Syl,(G)), alors par disjonction des orbites,

w(E)NSyl,(G) =2
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Montrons que iw(F) # m. Supposons que cela ne soit
pas le cas. Alors par la relation orbite-stabilisateur,

G
fw(E)

(0%

et par 2.a, cela signifie

3z € G,35 € Syl (G),E = Sx
Si bien que

xSz c w(E)N Syl,(G) =2
ce qui est absurde. Ainsi, on a bien que |Gg| < p%,
et donc fw(E) > m, donc w(E) € w(X*)\Qyy,, d'ou l'in-
clusion inverse, et I'égalité Q,,, = w(Syl,(G)). D'ou, par le
point précédent,
10, = 5p(G)
On note

D E {w(S1), - ,w (S, 0)) }

avec Sy € Syl,,(G). On a d"ailleurs aussi montré que si
w(F) n'appartient pas a ,,, alors

tw(E) = pPm € pZ

Or, on dispose de la partition suivante pour les orbites :

X = || w®)|u || w®)
W(E)EQWL W(E)QQW
Soit encore
sp(G)
X =[] wsk|u || w(®)
k=1 wW(E)¢Qm,
Ainsi,
sp(G)

> tw(E)

w(E)#m

XY =) fw(Sk) +
k=1
ce qui donne

X" =m-s5,(G) [p]

3. Montrons que

X =m [p]

Pour cela, on dispose de deux méthodes.

e On applique le résultat précédent a3 G = %/,z, qui
est un groupe de cardinal n. Tout sous-groupe de G de car-
dinal donné est unique : ainsi s,(G) = 1 (le sous-groupe
de Sylow en question est ™2 /,,7). puisque | X“| ne dépend

que du cardinal de G, donc que de n, il suit qu'en toute
généralité,
1X* =m [p]

e Une méthode plus directe, c'est I'identification des
coefficients dans IF,,[Z]. En effet, par le morphisme de Fro-
benius, on a

(1+2y"™ = (1+ ZP“)m

On développe grace au bindme de Newton :

£ 7y £
k=0

k=0
Ainsi, on retrouve qu'au coefficient de degré p® :

(") = (1) w=m
e ))

Or,

D'ou

4. Montrons alors que

sp(G) =1 [p]
Pour cela, la combinaison des deux points 2.b et 3.
donne que

m(1 = s,(G)) =0 [p]

Or, m est premier avec p, donc

sp(G) =1 [p]

On a alors montré les points 1. et 2.(c) du théoréme
de Sylow.

5. Concluons alors le théoreme : soit H un p-sous-
groupe de G. Montrons qu'il existe S € Syl,(G) tel que
H C S. Pour cela, on considére S un p-Sylow de G, et on
fait agir H sur w(S) par translation : pour tout A € w(S) :

(4 =)

On note wy (A) I'orbite de cette action :

wi(A) = {B € w(S),3h € H,B = hA}

Par la relation orbite-stabilisateur, puisque H est un p-

groupe, fwy (A) divise |H|, donc est une puissance de p. Si
toutes ces puissances valaient au moins p, alors

fw(S) = wu(Ai) € pZ

iel
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mais fw(S) = m, puisque w(S) € Q,,. Ainsi, on abou-
tit a une contradiction, et donc il existe Ay € w(S) tel que H C gGgg™!

fwr (Ao) = 1, soit encore Et par 2.a, il suit que

wi (Ao) = {Ao}

Toujours par la relation orbite-stabilisateur,

H C gSg™*

d'ou le point 2.a du théoreme.

H = Stab(Ag) Enfin, si H; et Hy sont deux p-Sylow de G, ils sont

Or, Ay € w(S), donc il existe g € G tel que Ag = g, tous deux conjugués a .S, donc sont conjugués entre eux.

et donc La relation orbite stabilisateur pour |'action de conjugaison
de G sur ses sous-groupes donne alors que s,(G) divise n,

H = Stab(gS) = gStab(S)g ™" donc m puisque s,(G) n'est pas divisible par p, par 2.(c)

Ainsi, du théoréme. Dol 2.(b) du théoréme. O

3 Une interprétation polynomiale du systéme de Cramer
(application 9 de la lecon 162)

Référence : Mathématiques Tout-en-un, MPSI, C.DESCHAMPS, F.MOULIN, A. WARUSFEL

Proposition 3.1 : Systeme de CRAMER

\
Soient A € M,,(K) et b € K", ot K est un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le systéme Ax = b admet une unique solution ;
(ii) A est inversible.
Dans ce cas, le systeme Az = b est appelé systeme de CRAMER, dont une solution est donnée
par
A
Vie[l,n],z; = —2—
] II I ]]7 J det(A)
ol A; est le déterminant de la matrice de A ou I'on a remplacé la j-éme colonne par b.
Corollaire 3.1 ~N
Soient a,b,c € C, et u € C3. Le systéme
1 a a
(S) : 1 b Vlz=u
1 ¢
admet une unique solution dans C? si et seulement si a, b, ¢ sont distincts.
Démonstration :
Py (T) =2 +yT + 217
e Si a, b, c ne sont pas distincts, la matrice du systéme ) o
(S) admet (au moins) deux lignes égales, donc n'est pas L"application
ggercs)ible, donc (S) n'agimet pasd.un.e unique solution dans . 3 s ColX]
. On suppose que a, b, ¢ sont distincts. (w,y,z) O
e On définit P, , ., € Co[T] pour tout z,y, z € C par : est un isomorphisme d'espaces vectoriels. Elle est en ef-
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fet linéaire, et injective. Par égalité des dimensions dans C,
P est un isomorphisme.

o (x,y,2) € C? solution de (S) si et seulement si
P(x7y,2)(a) = U1, P(z7y7z)(b) = ug et P(m,y,z)(c) = ugz. De
plus, I'application

(CQ[X] . c? >
P s P(a),P(b), P(c)

est un isomorphisme, puisque a,b, ¢ sont distincts (il
est injectif, et égalité des dimensions). On peut expliciter

4 Factorisation LU

Références :

I'application réciproque par les polynémes interpolateurs de
Lagrange, et donner les solutions du systéme (S) par la
méme occasion :

_ uy (T—b)(T—c) us (T —a)(T—c)
Py yo(T) = 1(a—b)Sa—c) + o=
+ uz(T—a)(T—b)
(c—a)(c—b)

Les solutions s'obtiennent en développant et en identi-
fiant coefficient par coefficient. O

— Méthodes Numériques, A.QUARTERONI, R. SAcCO, F. SALERI;

— Numerical Linear Algebra, G.ALLAIRE, S.KABER

Théoreme 4.1 : Décomposition LU

Soit A € M,,(K). On suppose que toutes les sous-matrices extraites A; de A sont inversibles
(id est (a;;)1<ij<k € GL&(K)). Alors il existe une matrice L triangulaire inférieure de diagonale
composée que de 1 et U une matrice triangulaire supérieure telles que

A=LU

\

Il existe deux démonstrations de cette factorisation : I'une utilise explicitement la pratique du
pivot de Gauss, 'autre se fait par récurrence sur k. La deuxiéme démonstration a le mérite de

pouvoir montrer avec peu de peine la réciproque :

mineurs principaux sont inversibles.

si A admet une unique factorisation LU, ses

On montre donc le sens direct de deux manieres différentes.

Démonstration :
démonstration.
s . déf.

1. Initialisons ce pivot. On note pour cela GV = 4, de

On iere le pivot de Gauss dans cette

coefficients notés az(-}j). Quitte a permuter (c'est une opéra-
tion élémentaire sur les lignes, donc c’est une multiplication
a gauche par une matrice inversible) les coefficients sur la
colonne, on suppose que aﬂ # 0 (par hypothése, aucune
colonne ne peut étre nulle sans quoi les matrices extraites
ne seraient pas inversibles). On note alors pour i € [1,n] :
déf. @41

mi1 = ——

)

ai,l

Sur A, on fait I'opération élémentaire

Ce qui correspond a la multiplication a gauche de
G = A par

M(l) dif.

ol m; est le vecteur de K"~ ! composé des m; 1. On
MOGM, 2

déf.
2) = et on note a; ;
cients. G2 est de la forme :

note alors G ses coeffi-

(O RNE)) (1)

I R
G(g) _ 0 Qgo 1+ Qg
0 o) . a2

2. Supposons qu'a la k-éme itération, on obtient une
matrice G®), de la forme
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avec U¥) triangulaire supérieure de taille k, et R(¥)
une matrice inversible composées de coefficients de A. On
pose alors

(k)
N S|
Mik+1 =~y

A1 k41
avec ap41,k+1 7 0 : en effet

(k)
det (U *

= det(A 0
0 Gk+1,k+1> et k+1) 7

Puis, on fait |'opération élémentaire pour i € [k+2,n]

Li < Lgy1 — my py1L;

qui correspond a la multiplication 3 gauche de G*) par

(k) d&f 1

—1my

1

avec my, le vecteur des m; ;. On obtient la matrice
G 1) | qui est de la forme

(k+1)
ht1) _ (U *
G - < 0 R(k+1)>

avec UF+D triangulaire supérieure de taille k& + 1 et
R*+D) jnversible.
3. A la fin de la récurrence,

G =M, ----MA
déf. . . ‘s
avec G = U triangulaire supérieure, et
My, =1, —m;'e;
inversible, d'inverse

ZW]C_1 =1, + mktek

Puisque (m;'e;) (m;'e;) = 0'si i # j, on a alors

n—1
A= (In + Z mktek> U
k=1

LU, avec L =
(In + 22;11 mktek) triangulaire inférieure composée de

ce qui donne l'existence de A =

1 sur la diagonale, et U triangulaire supérieure.
4. Pour I'unicité, si on suppose que A = LU = L'U’,
alors

L(L/)71 — U’U71

Ces deux matrices sont a la fois triangulaires supé-
rieures et inférieures, donc sont diagonales. Puisque L, L’
sont composés de 1 sur la diagonale, il suit que ce produit
vaut I, dou L=L"et U =U". O

Montrons la factorisation et sa réciproque selon QSS.

Démonstration : [=] On suppose que A admet des
matrices extraites Ay, inversibles, avec k € [1,n—1] (on ne
suppose donc pas A inversible). Montrons par récurrence
sur k € [[1,n] que les A (donc aussi A, = A) admette
une factorisation LU.

Pour k = 1, le résultat est vrai (c'est juste écrire
a=1-a).

Soit k£ > 2. On suppose que Aj,_; = LF-Dyk-1
admet la factorisation souhaitée. A, s'écrit par blocs

Aj_
Ak = ( 1‘,}{;11 aji)

On cherche 1 et u tels que

4 LE=D 0\ (U*-D  q
k= tl 1 0 Uj,g

Le produit par blocs donne alors I'égalité

Akfl c B L(k—l)U(k—l) L(k—l)u
td o oaii) t k=1

t
lu + Us 5

D'ou

Lty = ¢
g1 = d

Or, par hypothése,

0 # det(A* 1) = det(L*~ D) det(UF—1)

donc U*=1) et L==1) sont inversibles, donc u et 1 sont
définis de maniére unique. De plus,

t
Ui = a;; — 'lua

est aussi bien défini de maniére unique. Cela conclut
donc la récurrence, avec |'existence et |'unicité d'une facto-
risation LU pour Ay.

[<=] Si A = LU, montrons que ses mineurs Ay avec
1 < k < n—1 sont inversibles. Par les calculs précédents,
on a

A = LOUH)

Jérémy ZURCHER
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Alors, si A est inversible, alors U aussi, donc puisque
U est triangulaire, le déterminant de chaque U*®) est non
nul. Il suit donc que det(Ag) # 0. Puis, si A n'est pas
inversible, il existe un k tel que U®) soit de déterminant
nul. La procédé effectué par récurrence peut alors se faire
jusqu'au rang k 4 1. Mais alors le vecteur 1 n’est pas défini
de maniére unique par

L*=Du
tU(kfl)l

c
d

{

ce qui contredit I'hypothése d'existence et d'unicité de

LU, sauf si k = n. Ainsi, chaque Ay, est donc bien inversible
pour k € [1,n — 1]. O

5 Décomposition de Cholesky

— Meéthodes Numériques, A.QUARTERONI, R. SAcCO, F. SALERI;

— Numerical Linear Algebra, G.ALLAIRE, S.KABER

Théoréme 5.1 ; Factorisation de CHOLESKY

Soit A € SI*(R). Alors il existe une unique matrice B triangulaire supérieure avec des

coefficients diagonaux positifs telle que

A=

~

B'B

Proposition 5.1 : Matrices symétriques définies positives et matrices extraites

Soit A € S (R). Alors toutes les sous-matrices extraites de A sont inversibles. En particulier,

A admet alors une unique factorisation LU.

Démonstration : Par I'absurde, s'il existe Ay une ma-
trice extraite non inversible alors il existe z € R* tel que
Arx =0, et x # 0. On note zg € R"™ le vecteur composé
des composantes de x et de zéros. Alors

twoAzg = (‘z 0) (/},f i) (§>

Ainsi, en développant par blocs

A partir de cette proposition, on a toutes les
CHOLESKY.

Démonstration : e Montrons |'existence de cette dé-
composition.

1. D'apreés la proposition précédente, il existe un unique
couple (L,U) € M,(R)? avec L triangulaire inférieure
composée de 1 sur la diagonale, et U triangulaire supérieure.
C'est aussi le cas de ses matrices extraites Ay, = LiUy. Par
unicité de la décomposition, Uy, n'est autre que la matrice
extraite de U. Ainsi, puisque det(Uy) = det(Ay) > 0 pour
tout k € [1,n], il suit que

k
Vk € [1,n], [Juii >0

i=1

donc tous les coefficients de U sont strictement positifs.

troAxg =tx A =0

Ce qui contredit ouvertement le fait que A soit symé-
trique positive :

Vo #0,'zAx >0

Donc A admet des matrices extraites inversibles. O

cartes en main pour montrer la décomposition de

2. On note

déf. .
D = Diag (,/ul,l, e ,,/umn)
Alors D est inversible. C'est alors ici qu'intervient |'as-
tuce qui débloque le tout, le théoréme suisse :

A= (LD)(D™'U)

On pose BE LD et C Y D-1U. B est triangulaire
inférieure, de coefficients diagonaux ,/ug ) > 0, donc est
inversible et C' est triangulaire supérieure.

3. Puisque A est symétrique, on a alors

BC ='C'B
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Et puisque B est inversible :

c (‘B =B"C
Le membre de droite est triangulaire supérieur, le
membre de gauche est triangulaire inférieur. Ainsi, ces deux
matrices sont égales a une matrice diagonale. De plus, B
admet comme coefficient diagonal /Wi, tout comme C,
donc puisqu'il s'agit d'un produit de matrices triangulaires,
les coefficients diagonaux du produit B~'C se déduisent
par produit des coefficients de B~, qui ne sont autres que
L_ et des coefficients diagonaux de ‘C, qui valent VUi

Vi
Par conséquent, il suit que

B 'tC =1,
d'ot C =!B, d'ou

A="'BB

avec B triangulaire inférieure avec des coefficients stric-
tement positifs (ils valent | /i ).
e Montrons |'unicité. On suppose que

A=DB'B, = By'By

avec By triangulaires inférieures avec des coefficients
diagonaux strictement positifs. Alors, on a

By'By ='B, ('By) "

C'est une égalité entre une matrice triangulaire supé-
rieure et inférieure. Donc il existe D diagonale telle que

By = BoD
Ainsi,
A= ByD*By ='ByBs

Puisque det(Ba) = y/det(A) # 0, il suit que D? = I,,.
Ainsi, chaque coefficient d; de D vérifient d? = 1. Or,

A= B,'B; = (ByD)!(ByD)

est une décomposition de Cholesky, donc les coeffi-
cients de By D doivent étre positifs, et valent ici d;b; ;, avec
bj; >0.Doud; =1, dou D=1, dol By = By et d'ol
I'unicité de la décomposition. 0

6 Factorisation QR pour une matrice carrée

Référence : Numerical linear algebra, G. ALLAIRE, S. KABER

Théoréme 6.1 : Factorisation QR pour une matrice carrée

Soit A € GL,(R). Il existe un unique couple (Q, R) € M,,(R)? telles que @ soit orthogonale,
R triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux strictement positifs et

A=QR

Démonstration : e Montrons |'existence de cette
décomposition. Puisque A est inversible, les colonnes
ai,---,a, forment une base de R™. D’aprés le théoréeme
d'orthogonalisation de Gram-Schmidt, on peut considérer
une base (qi,---,q,) de R™ orthonormée telle que pour
tout k € [1,n] :

ax € Vect(ay, -+ ,ag)

Cette base est d'ailleurs donnée par

a, — S {40, a1) Ao
k—1
ar — Zo’:l <q0'u ak>q0'

“

Alors

J
a; = § To,jdo
o=1

ol pour g < j

déf.

To,j = <Qz:naj>
Pour o = 7,
i k—1
rij = |ak— Z<qayak>q0 >0
o=1
puisque

ay ¢ Vect(qu, -+, qr) = Vect(ay, -, a)

Puis, on note pour o > j

Tjo = 0

Il nous reste plus qu'a voir que

10
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Q2R alors

aj=(a - an)| 'QeQ1 = RoRy*

Il s'agit d’'une matrice orthogonale triangulaire supé-
On pose ) la matrice dont les colonnes sont q, qui rieure & coefficients diagonaux strictement positifs. On la

est orthogonale par construction des qi, et R la matrice note 7. Alors

des (7j)1<i,j<n, triangulaire supérieure par construction,

(é;nc:e;fiecr:ents diagonaux strictement positifs. Ainsi défini, T'T ='QoQ1* ('Q2Q1) = I,
Or, il s'agit ici de la décomposition de Cholesky de I,,,
A=QR qui est unique. Ainsi, T'=1,,. D'otl R1 = R et Q1 = @,
e Pour l'unicitéde la décomposition, si A = Q1 R; = et 'unicité de la décomposition QR. O

7 Moindres carrés et équation normale

Référence : Numerical linear algebra, G. ALLAIRE, S. KABER
Définition 7.1

\
Soient A € M,,,(R) et b € R". x € RP est dit solution de Az = b au sens des moindres
carrés si
|Az — b|| = min [[A€ — b]|
E€RP
Proposition 7.1 : Equation normale ~N
Soient A € M,,,(R) et b € R". z € R? est solution de Az = b au sens des moindres carrés
si et seulement si
tAAx ="tAb
Démonstration : La clé de cette démonstration est D'ou I'inégalité
de voir que x est solution de Az = b au sens des moindres
carrés si et seulement si Vi € R, 2t(b— Az, Az) < 2| Az
Vz € RP, (Az, Az — b) = 0 Ainsi, pourt <0Oett>0,0na:
[=] Supposons que Vt < 0,2(b— Az, Az) > t|Az|?
VE>0,2(b— Az, Az) < t]|Az|]?

Ve e RY, [|Az —bf| < [[AS -]

! Il suffit donc de faire [t — 0] et [t — 07| dans les
Soit z € RP. On définit

deux inégalités pour avoir

déf.
VieR, & = o +tz Vz € R, (Ax — b, Az) =0

Alors .
Soit encore

Vi€ R, Az — bl < 1A — bl ¥z € R, ('AAz —"Ab,z) =0

On développe : N
Donc ‘AAz — tAb € [RP]™ = {0}, donc

| Az — b|)* < ||Az — b]|* — 2t(Az — b, Az + t?|| Az PAAz —tAb=0
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[<=] Par hypothese,

Vz e RP, (Az —b,Az) =0

Soit £ € RP. On définit pour tout ¢ # 0,

def. 1
2 = —€—x
T
si bien que
E=tyy+x

(on pose zp = 0). Pour tout t € R,

|AE — b]|* = t2|| Az || + || Az — b||* + 2t(Az, Az — b)
Donc, grace a I'hypotheése, il suit
148 = blJ* = 7| Az |* + || Az — b]®
donc, pour tout £ € RP,
A€ = B])* > || Az — b||*

donc z est solution de Ax = b au sens des moindres

carrés. O]

8 Générateurs du groupe linéaire et du groupe spécial li-
néaire par le pivot de Gauss

Référence : Oraux X/ENS, Algébre 2, Serge
Proposition 8.1; Générateur de SL,(K)

Soit K un corps.

1. SL,(K) est engendré par les transvec

comme produit de matrices du type I,

2. GL,(K) est engendré par les transvections et les dilatations. Plus précisément, pour

toute matrice M € GL,,(K), il existe d

A = Diag(1,---,1,det(M)) tels que M = BAB'.

FrRANCINOU, Hervé GIANELA, Serge NICOLAS
et GL,(K)

tions, id est toute matrice B € SL,(K) s'écrit
+ AE; j, avec A € K.

eux produits de matrices T" et 1", et une matrice

Démonstration : Soit M € GL,(K). On montre par
récurrence sur k que M est de la forme :

)

avec By, et By, produit de matrices de transvections, et
M,k € GL,,_;(K).

e Pour k£ = 1. Puisque M est inversible, sa premiére
colonne est non nulle. Pour i # 1, on considére m;; # 0.
L'opération élémentaire

Iy, 0

=340,
.

mi1— 1

L1<—L1— Lz

4,1
permet de placer un 1 en position (1,1). Cela corres-
). si
chaque coefficient m; ; est nul pour ¢ > 2, on fait |'opéra-
tion

ml,lfl

pond a une multiplication a gauche par T ; ( o

LQ‘)LQ“FLl

Qui correspond a une multiplication a gauche par
T51(1), puis on fait

mi1 — 1

L1<—L1— LQ

ma1

)

ce qui correspond a une multiplication a gauche par
Ty 2(—1).

Ainsi, a ce stade, on a fait un produit de transvections
a gauche qui permet de placer 1 en position (1,1). On fait
alors pour i # 1

L+ L; —m;1L,

pour placer des zéros sur la premiére colonne, qui cor-
respond a des produits a gauche de matrice de transvec-
tions. Puis, on fait pour j # 1 :

Oj — Cj — m17jC’1

pour placer des zéros sur la premiere ligne, ce qui cor-
respond a un produit a droite de matrices de transvections.
Ainsi, il existe deux produits de matrices de transvection B;
et B] tels que
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Et donc
1 0

0 M,,_ I 0 I 0\ /I 0
1 BM By, = < S“:l 0) <Mnk_+k1—1 0) < ;J,Zl 0)

avec M,,_1 € GL,—1(R) en tant que matrice extraite
d'une matrice inversible. Ce qui permet de conclure en I'ini-

BiMB), =

Ce qui montre le résultat au rang k + 1, et conclut la

tialisation. récurrence.

o Montrons I'hérédité, en utilisant I'initialisation. Pour e Pour k =n, a la fin de la récurrence, M est alors de
cela, on suppose que la forme
’ Ik 0 M = TDi d M —1
BkMBk = 0 M A =T Iag(la"' 717 et( ))T
e
Alors M, s'écrit lui-méme Si M € SL,(K) alors M est produit de matrices de
1 0 transvection. Si M € GL,,(K), M est produit de matrices
!

Mip—r = Tk (0 Mnkl) T, de transvection et d'une matrice de dilatation. 0

9 Morphisme du groupe linéaire d’un corps fini dans son
groupe des inversibles

Référence : Oraux X/ENS, Algébre 2, Serge FRANCINOU, Hervé GIANELA, Serge NICOLAS
L’idée dans cette section est d’exploiter le fait que les transvections et les dilatations engendrent

GL,(K).

Proposition 9.1
P h
Soit ¢ > 3 un nombre premier. Il existe ¢ morphismes de groupes de GL, (Z/qz) a valeurs
dans K*. lls sont de la forme oy, o det ou
X X
o | () — ()
k- .
x — x
On a besoin des résultats suivants.
[ Lemme 9.1 : Transvection et commutateur ]
Soit K un corps fini différent de Z /5. Soit B € M,,(K) une matrice de transvection. Alors B
est un commutateur.
Pour tout A € K, on Par le choix du positionnement de a a la i-€me place,

note il suit que

T\ € I, + AEy
Di(a)Ti,j(x)Di(a)*l =1, +zak;; =T, ;(za)

une matrice de transvection. Pour a € K, on note

Ainsi,
D;(a) = Diag(1,---,1,a,1,...,1)
D T . =T . T, (x)"t
une matrice de dilatation. Alors pour tout z € K* [Di(a), Ty (@)] = T (2a)Ti5 (=)
Donc,
Di(a)T; ;(x)Di(a) ™ = I, + xD;(a) Ei jDi(a) ™ [Di(a), T (x)] = T;,;((x — 1)a)
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Or, x — (z — 1)a est une bijection, en particulier, T; ;(z) s'écrit comme un commutateur.
A = (z — 1)a si et seulement si x = 1+ a~ !\, et donc

Lemme 9.2 : Morphismes de (Z/qZ)*

Soit ¢ un nombre premier. Alors

Homgr<<Z/qz;>X>= (*fa)” — (Z/qg)x

X — X
0<k<q—1
. . N . Z X

On admet ce lemme qui exploite le caractére cyclique de ( / qz) )

Démonstration : On notera K = Z/qz dans cette car K* est commutatif. Par conséquent,
démonstration.

e Soit f : GL,(K) — K* un morphisme de groupes. f -1
Pour tout M, il existe By, -+, By, B, -+, Bj et A telles Jstn o)

que les B; et BZ/» soient des matrices de transvection,

- ot 1 désigne le morphisme trivial qui envoie toute ma-
A = Diag(1,---,1,det(A)) et

trice sur 1.
Ainsi, tout trice M € GL,(R),
M =By BiAB, - B| e Ainsi, pour toute matrice (R)

Ainsi,

k !
M) = = podet(M
F) = (H f(B») 7(4) (H f(B£)> fM) =7 #odet(M)
=t =t det (M)
On s'intéresse alors a l'image par f des matrices de
transvection et de dilatation. oll p : KX — K* est un morphisme de groupes. Il
e Soit B une matrice de transvection. Alors d'apres le
premier lemme, B est un commutateur, donc B = [A, M].
Ainsi,

ne nous reste donc plus qu'a conclure : les morphismes de
groupes de K* sont de la forme ay, :  — 2¥, donc on a
bien déterminé tous les morphismes de GL,,(K*) dans K*.

f(B) = f([A, M]) = [f(A), f(M)] =1 0

10 Distance moyenne d’un point a un compact convexe
non vide dans le plan euclidien

Référence : Oraur X-ENS, Algebre 3, S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS

Proposition 10.1

~

Soit K un compact convexe de R?, non vide, de diamétre 6. Alors pour tout P € R? la
distance moyenne entre P et les points de K, que I'on note m(P), vérifie

)
S
m(P) > 5

Si o =0, K est réduit a un point et le résultat est vrai. Considérons dans la suite § > 0.
On va considérer pour cela un rectangle qui contient K, et un quadrilatere contenu dans K.
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[ Lemme 10.1 ]

Si K est un convexe compact de diamétre § > 0 de R?, il existe un rectangle ABCD tel que
AB = ¢ et chaque c6té contient au moins un point de K.

K est un compact, donc p est continue, et de norme inférieure ou égale a
donc son diametre est atteint en deux points My et Nj. 1. En conséquence, puisque p est continue, p(K') est com-
pact. Puisque p est affine, p(K) est convexe. Puisque p(K)

est inclus dans la droite (MyNp), il suit que

M, Ny p(K) = [AOaBO]
avec [My, No] C p(K). De plus, puisque p est de norme
inférieure a 1, si M, N € K alors

On note p la projection orthogonale de R? sur [p(M = N)|| < [[M - NJ|| <6

(MoNy) : donc p(K) C K N (Mo, Ny) = [My, No|. Par double
inclusion, il suit alors que
. RZ — (M()NQ) K) = [M.. N,
p(M — M/:(lfTM)M0+TMN0 dézg( ) [ o O] def
On note d; = [MoNo]*t + My et dy = [MoNo)]* +
avec 7 défini par (apres calcul) : No.
RZ — R dl d2
T Mo MOI\/IJ-éwUNO
Alors p est une application affine continue. En effet, Mo No
d'une part, T est affine : si M, N € R? :
Ty — TN = 5% [(MOM _ MON) 'MONO] Alors K est inclus dans la bande délimitée par d; et

dg:

Soit encore
K C {M € R® |max {d(M,dy),d(M,d>)} <6}

l [ —=
™~TN =5 [NM ' MONO} puisque par définition de la projection orthogonale sur

g N les droites, pour tout M € K :
Donc, il suit que H — Tps4 g — Tar est linéaire, donc P

7 est affine, donc p est affine. De plus, p est continue : si

M,N € R?, d(M, dy) | M — Mol
max{ d(M, d2) < max HM B N0||

Donc
[p(M) —p(N)|| = |t — 7 |[[Mo — No||

VM € K, max{d(M,dy),d(M,d)} <6

On note ¢; la projection orthogonal sur dy. Par le
Ip(M) — p(N)|| = |7ar — 7|6 méme raisonnement qu’en 2., ¢(K) = [AD]. On note g2 la

projection orthogonale sur dy, B o« g2(A) et C @ q2(D).

donc

Par le calcul fait précédemment sur 7 :

dl d2
11— —=
Ip(M) = p(N)| = 5 | N - Mo A B
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de conclure
Moy No
que 0
Ip(M) — p(N)| < ||| D ¢
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Alors ses cOtés.
||ABH :d(A7d2) :d(dlde) =9 dl M d2
1
K est inclus dans le rectangle [ABCD]. En effet, A * B
par le méme raisonnement que précédemment, K est inclus
dans la bande entre (AB) et (CD), et puisque K est aussi M, N,
inclus dans la bande entre d; et ds, K est donc inclus dans 0
leur intersection qui n'est autre que le rectangle ABCD. D _ c
Enfin, puisque A € ¢1(K), il existe M; € K tel Nl
que A = q1(M;), et de méme il existe N; € K tel que
D = (I1(N1) Alors M, € (AB) NK et N1 € (CD) NnK,
donc ABC'D contient bien un élément de K sur chacun de Ce qui conclut le lemme.
Grace a cette construction :
h
on peut en déduire une estimation de 'aire de K en fonction de § et h = [|AD||. En effet, on
dispose des inclusions
MyNoN1My C K C ABCD
donc
MyNy - AM, MoNy - DM,
04Vo 0+00 “gA(K)g&h
2 2
Soit encore
oh
5 SAK) < oh
Montrons la proposition sur la distance moyenne.
Démonstration : 1. Pour P € R2, on note la distance
. . P . 1
moyenne entre P est les points de K : m(P) défini par : m(P) > // I — ao|dady
1 NE) M
déf.
m(p) & o [ 1Py o
(K) Jk Puis, on utilise le fait que M1 NoNMy = D C K

On note P = (¢, o). Alors pour avoir :

m(P) > ﬁ //D & — o |dady

2. On fixe My comme origine de notre repere, hy |'or-
On tronque : donnée de A, et hy I'ordonnée de D. On se fixe y € [0, hy].

m(P) = ﬁ //K V(@ —20) + (5 — yo)Pdudy

16 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Alors lorsque M décrit D, x varie entre a et b (variables qui

dépendent de y!). Par un changement de variables, b—a _ MM
6 Moy M,
ba Et dans AMyM; :

b de= [ ° atbly
a|:177x0| T = o T — xo + T h1—b:M1M
’ hi Mo

Or, I'application doi
R — . R b—a hi—y
ol — [ .|z — 2] d 5§
2

: . . De méme pour y < 0 :
est convexe et impaire. Ainsi, pour tout z € R?

) ) b—a hy—y
o2) < 30(2) + 50(~2) 5 h
4. Ainsi, on peut reprendre notre calcul de m(P). On
donc .
a alors par le point 2.

(b—a)? hi (p(W) — q())2

p(z) < ¢(0) = 1 / (b — a')
4 m(P) > dy
DZ3w ),

Par conséquent, pour tout y € [0, hy],

b R
/|x—x0|dx<(b a)

4 P s 1 h1 (52(]11 _y)2 d 0 52(y_ h2)2 d
3. Clest alors qu'on applique deux fois le théoréme de m(P) > MEK) | /o 4h? Y Iy 4h?2 y
Thalés.

Par le point 3.,

On integre :
d d
! ? (P> 0 [-h} ]
5 T NE) (1202 T 1202
Puis, enfin A(K') < dh, donc
h ~#No hé?
>
m(P) = 355,
c D'ou finalement
0
P)> —
m(P) > 15
On a dans le triangle M7 MyNy : O

11 Théoréeme de Minkowsky

Référence : Oraux X-ENS, Algébre 3, S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS
Proposition 11.1 : Théoreme de MINKOWSKY ~

Soit (e, - ,ep) une base de RP. On définit son réseau associé par

D
Rer,-- ,ep) € Y Zey
k=1

Alors il existe V > 0 tel que pour tout compact convexe symétrique K de mesure A\(K) > 1},
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KHR(BD A ’ep)\{o} 7é %

On note dans la démonstration M la maille du réseau :

D
M déf. Z[Oa 1[€k
k=1

En dimension deux, cela ressemble a :

/

4

€1

I peut sembler raisonnable que dans ce cas, Vy = 4\(M) peut suffire. En dimension 3 :

=

I

Il est cette fois raisonnable de penser que V5 = 8A(M) peut convenir. En dimension p, on va
montrer que Vy = 2PA(M) convient.

Démonstration : 1. Soit K un compact convexe fermé
tel que A(K') > Vp. On définit

p P
T = Z A€ + E arer
k=1

et 1 K k=1
: avec \; € [0,1], ap € Z et
Alors
LTSS
1 xr = Urer + brey
ANE') = ﬁ)\(K) > A(M) k=1 k=1
2. 0n a avec uy € [0,1], by € Z. Donc, puisque (eg)i est une
base de RP,
R? = I_l M+a
aeR )\k—uk:bk—akEZﬂ[Ql[
En effet, si a,b € R, et z € (M +a) N (M +b) alors d’oli @ = b. Donc I'union des M + a est bien disjointe.
x s'écrit De plus, si € RP alors
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Sinon, il existerait x € R? tel que

x = Z(ij — |xk]) ek —l—ZkaJek

xr = kl——a ZZkQ-—b

k=1 k=1
donc on a bien avec k; € K/, et a—b = k; — ko € R, ce qui contredit
u—v ¢ R pour tout u,v € K’. Ainsi, I'union de K’ —a
R? = |_| M+a est une union disjointe, donc
a€ER
3. On peut donc calculer A(K”) grice a cette observa-
tion : AK') = A I_I K'0(M+a)
a€ER
, . .
AK') = A ( |_| K' (M +a)> Donc A(K") < A(M). Ce qui contredit
a€ER

/
Par dénombrabilité de R, il suit A(K') > A(M)

Par conséquent, il existe donc u,v € K’ distincts tels
/\(K,):ZA(K/O(M+Q)) queu —v € R.
acR 5. Ainsi, u,v € K’ C K vérifie
Puis, parce que )\ est invariante par translation,

1
AE) = 3 A (K = a) 1 M) u—v=5(2u=2v)

a€R Puisque K est convexe, il suit que u—v € K, et puisque
4. Montrons qu'il existe u,v € K’ distincts tels que u —v € R, et est non nul, on a bien montré que
u — v € R. Par I'absurde, si pour tout u,v € K’ distincts,

u—v &R, alors pour tout a # b de R, KNR\{0} # o

(K'—a)N (K —b) =@ O

12 Pavage d’un rectangle par des carrés

Référence : Oraur X-ENS, Algebre 3, S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS
Proposition 12.1 : Théoreme de DEHN (1903)

~

Soit R un rectangle de cotés a,b > 0. On suppose qu'il existe une partition de R en n carrés
de cbtés z;, pour i € [[1,n]. Alors

T T gen
(b?b7 7b)€@

Démonstration : 1. On note D une droite horizontale Alors
qui traverse R, et qui coupe les carrés qu'il croise que deux
fois. On note Ip I'ensemble des indices i € [1,n] tel que Z Ti=a

D coupe les carrés de cotés z;.

On note aussi A une droite horizontale qui coupe
A a chaque carré qu'il ne croise que deux fois, et Ja les in-
dices des carrés associés. Alors on dispose cette fois de la
S TE L T - relation

T3 }: @j:b

FISUN

2. On obtient alors un systéme linéaire d’inconnues
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déf. L
X = (a,x1, -+ ,%n,b) € R"2, avec m équations. Ma-

triciellement, il s’agit d'une équation du type

AX =0

avec A € My, n12(Z). Dailleurs, m < n + 2 avec
égalité si et seulement si les carrés sont tous de méme lon-
gueur et sont alignés. On souhaite obtenir un systéme li-
néaire de rang n + 1 : le noyau serait alors de dimension
1, donc X = Au, avec u € Q**2 non nul et A € R non
. . . déf.
nul. Par conséquent, chaque quotient 7* (avec a = z¢ et
J
déf. .

b = x,41) s'écrivent comme

)\'LLZ‘

)\Uj

€eQ

Néanmoins, A n’est pas toujours de rang n + 1, on
ajoute les équations sur les sous-rectangles formés par les
carrés (par exemple (z1x2) dans la figure est un sous-
rectangle, qui donne I'équation x; = z3.). On recherche
d'autres équations pour assurer ce fait. L'égalité des sur-
faces dans le rectangle donne

3. Pour se donner d’autres équations, on se donne Y
une autre solution du systéme AX = 0 (on peut la choisir
distincte lorsque m < n + 2, ce qu'on peut supposer ici).
Montrons qu'on a encore

n
YoYn+1 = Z 3/12
i=1

Pour cela, on se donne t > 0, et on note X; def. X+tY.
X; est aussi solution du systéme linéaire. On suppose que
t > 0 est choisi de sorte que les zgt) = x; + ty; soit encore
strictement positifs. Puisque X; est solution du systéme a

coefficients strictement positifs, le rectangle de cotés xgt) et

) . NG
T,y peut se paver en n carrés de cOtés x;

En conséquence,

avec i € [1,n].

n

Z(xz +tyi)? = (z0 + ty0) (Tny1 + tynt1)

i=1

On identifie ce polynémes coefficient par coefficients
(I'égalité est vraie sur un voisinage de 0, donc sur R puis-
qu'il s'agit d'un polyndéme) pour avoir

n
YoYn+1 = Z %2
i=1

Pour toute solution Y € R™"*2 de AY = 0, quelque
soit son signe.

4. Ainsi, si Y est solution avec yg = —ypn+1, cela im-
plique que tous les coefficients de Y sont nuls. Donc en
ajoutant une équation au systeme homogene, le systeme
n'admet plus qu'une seule solution : son rang est donc
supérieur ou égal au nombre d'inconnues, autrement dit
rg(A) > n+ 1.

O

13 Théoréeme d’inversion locale

Référence : Mathématiques Tout-en-un pour la L2, Jean-Pierre RAMIS

Théoréme 13.1 : Théoréeme d’inversion locale

Soit U un ouvert de R” et f : U — R" de classe C*. On suppose qu'il existe zo € U tel
que df(zo) € GL,(R). Alors il existe un ouvert V' C U contenant zg, un ouvert ¥ contenant
Yo = f(xo) tel que f soit un C'-difféomorphisme entre V et W.
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Démonstration : On fait la démonstration en trois
étapes : d'abord on construit les ouverts V et W, et g qui
jouera le role de I'inverse de f sur V. Ensuite, on montrera
que g est continue sur V. Puis, on montrera que g est ct.

1. La construction de g repose sur le théoréeme du point
fixe. Soit y € R™. On définit, pour x € U, Gy(x) comme
étant I'unique antécédent de y par

o'+ f(z) + df(x0) - (2’ — x)

Cette fonction "approche" f au voisinage de z. Autre-
ment dit, on définit G, de la sorte :

U — R

Constatons alors que

Gy(@) =2 > y= f(a)

Montrons que G, est contractante au voisinage de xg.
o G, est de classe C'. On peut calculer sa différen-
tielle :

dGy(2) = idpn — [df(z0)] " - df(z)

Cette différentielle s'annule en xq, et ne dépend pas de
y. Par conséquent, il existe € > 0 tel que pour tout y € R”
et pour tout x € B(xo, €],

1
4Gy @) < 5

ot |||l : GL,(R) — R, est la norme subordonnée a
une norme ||-|| sur R™.

e Ainsi, par I'inégalité des accroissements finis, si u €
B(z, €], pour tout y € R™,

1Gy(u) = Gy(zo)|| < sup  [|dGy(v)]| - [lu — ol

vEB(z0,£)
Donc, pour tout u € B(xg, €],

1Gy (u) = Gy (@o)|| <

N ™

Donc

G, (Blao.€]) CW

e On définit les ouverts avec lesquels on va montrer le
théoréme. On note

we & {y € R™

Y —yo € df(wo) [B (07 g)} }

Et

Ve {2 e B(zo,e) | f(z) e W}

Montrons qu'il s’agit d'ouverts. Pour cela, il suffit de
réécrire les définitions.

W = [df (@)l " (B (w03))

Puisque df(xo) est une application linéaire continue,
et qu'un translaté d'un ouvert est ouvert, W¢ est donc bien
un ouvert, qui contient yo. Pour V° :

Ve = f71(W) N B(xo,e)
f étant continue, V¢ est I'intersection de deux ouverts,

donc V¢ est ouvert, et contient xg.
e Soit y € We. Alors

Gy (o) = 20 + [df (20)] " - (y — o) € B (0,5

Ainsi, si v € B (Gy(z0), £], alors

[v—zoll < l[v—Gylzo)|l +[|Gy(z0) — 20l
Donc,

lv—mo] <&

donc

€
B (Gy(x0), 5| € Blao,)
Autrement dit, avec le deuxieme point, on a alors pour
tout y € We,
Gy (B(a:o,s]) C B(xzo,€)

L'application G, envoie donc le complet B(0,¢] sur
lui-mé&me. De plus, si z, 2’ € B(0, €], I'inégalité des accrois-
sements finis nous donne

1
1Gy (@) = Gy(a)]| < 5l — |

donc G, est contractante sur B(0,¢]. D'apres le théo-
réeme du point fixe de Banach, G, admet un unique point
fixe g(y) € B(zo,e]. Puisque G, est a valeurs dans
B(xg,€), ce point fixe appartient aussi a la boule ouverte.
Autrement dit, pour tout y € W*, il existe un unique élé-
ment g(y) € V© tel que

flay) =y

Autrement dit,

fiv : B(zo,e) N f7H(WE) — W*

est bijective, de réciproque g : W& — V&,

2. On note W = W et V = Ve ou on a fixé
€p > 0 comme dans les points précédents. Montrons que g
est continue sur W.

e Dans un premier temps, g est continue en yg. En ef-
fet, par définition de g, pour tout € €]0,g¢[, et pour tout
ye Wse,
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llg(y) —zol <e

Or, y € W¢ si et seulement si y — yo € df(zg) -
(B (0, %)) donc si et seulement si

|y — voll < [[df(xo)lle

Ainsi, pour tout € €]0, gg|, il existe 6 = ||df(xo)||e > 0
tel que si ||y —yol| < 0, 0n a

lg(y) — g(yo)ll < e

g est donc bien continue en .

e Jusqu'ici, on a montré que si df(zg) était inversible
alors g existe sur W, et est continue en xy. Montrons alors
que df(x) est inversible sur W. Supposons par |'absurde
qu'il existe x € V tel qu'il existe A € R™ non nul tel que

df(z)-h=0

alors en particulier, pour tout y € R™,

dG,(z)-h=h
Or, par définition de g9 > 0, et puisque V' C B(xq, £¢],

1
”de(x)H < )

ce qui contredit I'égalité précédente. Par conséquent,
pour tout z € V, df(z) € GL,(R). Donc, par le méme
raisonnement qu’au point 1., et le précédent, avec xg rem-
placé par x, il suit que pour tout x € V, g est continue
en f(x), donc sur W par "surjectivité" de f : f(V) =W
("surjectivité" car il s'agit d'une construction artificielle qui
mene 3 cette égalité).

3. Montrons finalement que g est classe C'* sur V.

e Pour cela, montrons d'abord que g admet des dé-
rivées partielles en yo. Pour j € [1,n], et t € R tel que
Yo +t,e; € W, on note

Aj(t) F glyo + te;) — g(yo)

et on veut montrer que
At _
S0 s @) (o)

t t—0
120

Pour cela, observons qu'au voisinage de 0,

Fg(yo +tej)) = f(9(yo)) +df(xo) - A;(t) + o(A;(t))

Et puisque yo +te; € W, cela donne

Yo +te; = yo +df(zo) - Aj(t) + o(A(t))

Puisque A;(t) P 0 par continuité de g, on a alors
—

au voisinage de 0 :

df(wo) - A;(t) = tej + o(A; (1)) = O(t)

Puisque df(xg) est inversible linéaire, il suit que

Aj(t) = tdf(zo)] " - e + (A (1))

Il suit que

A%(t) Ty [df(zo)] ™" - ¢;

donc g admet des dérivées partielles en yq définies par

dg -1
2—(o) = [df(zo)] ™" - €;
dy;
e Par continuité de g en tout € V, le calcul précédent
en remplacant x par x¢ permet de montrer que g admet de
dérivées partielles en = € V' données par

99
2 (y) =[d -1 . ¢.
ay; (y) =[df (g™ -¢;
e Concluons en montrant que les dérivées partielles de
g sont continues. Pour cela, les égalités sur les dérivées par-

tielles montrent que pour tout y € W,

dg(y) = [df(9(y))] "
Puisque g est continue, puisque f est C', puisque
u — u~ ! est continue sur GL,,(R), il suit que y — dg(y)
est continue. Ainsi, g est bien de classe Cl sur W.
f est bijective et de classe C! sur V dans W = f(V),
d'inverse g de classe C! sur W dans V. f est donc un

C'-difféomorphisme de V' dans W. O

14 Théoreme des fonctions implicites

Référence : Mathématiques Tout-en-un pour la L2, Jean-Pierre RAMIS
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Théoréme 14.1 : Théoreme des fonctions implicites

Soient U un ouvert de RPT™ et

F-(U —

O (q,b)  98(q,b)
gi( ) )
OFin(q,b) % (a,b)

Alors il existe un voisinage U’ C RP*™ de (a,b), un voisinage V' C RP? de a et une application
f:V — R™ de classe C" telle que pour tout (z,y) € RPT™ :

{ (x,y) € U
F(J?,y) s

F(a,b)

L%’

(a,b)
= (a,b)

QO
les

Q

€ GL,,,(R)

(0, )

xr €
y:

"
f(z)

Démonstration :
au cas ou la matrice

1. Montrons qu'on peut se ramener

OF, OF; 8F1
0 3] OYm
ol of oy
B dgf 8y1 ayQ 8y'm
OF OF,, OFy,
oy1 Jy2 OYm

des dérivées partielles prises en (a,b) est la matrice
identité. Pour cela, si L € L(R™) est |'application asso-
ciée a M dans la base canonique, on note

déf.

= L~ OF'U—>Rm

Dans la base canonique, F(z,y) se décompose, avec

(z,y) €U :

n

ZFi(x7y)ei

=1

F(x7y) =

On note ¢; ; les coefficients de L™! dans la base cano-
nique. Alors

L™ o F(z,y) = > Fi(z,y)L\(
i=1

Soit encore, en réarrangeant les sommes

€;)

L™ o F(z,y) = <Z fz’gﬂ(%l/)) €j
j=1

donc, on a, avec G = (G1, - ,Gp) :

y) = Zfi,sz'(% Y)
i=1

Donc, en dérivant par rapport a yy, :

- OF;
b) = ;ei,j@(aa b)

Ce qui se réécrit en termes de produit scalaire

oG,
Oy,

0G;
G (b = (L7

<8Gl (a’a b)> = Im
8:1/]‘ 1<i,5<m

On considere donc dans le reste de cette démonstration
que la matrice des dérivées partielles de F' par rapport aux
variables y;, est la matrice identité.

2. On montre le théoréme par récurrence sur m > 1.
On suppose que m = 1.

e On dispose donc d'une application

t
ter, 'Lej) = On,

donc

F:UcCRPI SR

de classe C'! avec

oF
dy
oua € RP et b € R. Par continuité des dérivées

partielles de F, il existe alors § > 0 tel que pour tout
(x,y) €U, si|lx—al <detly—> <d alors

(a,b) =1
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oF 1
- _1l< =
St -1 < ;
id est
OF
afy(fﬂ,y) >0

e Puisque F(a, -) est de dérivée strictement positive sur
I'ouvert ]b—d, b+ 4], il suit que pour tout € > 0 avec e < 4,

F(a,b—¢) < F(a,b) < F(a,b+¢)
Or, F est continue, donc pour tout ¢ > 0, il existe

ne > 0 tel que pour tout x € B(a, ;) “ pe

F(a,b) — F(a,b—¢)
2

|F(x,b—¢) — F(a,b—¢)| <

et

F(a,b+¢€) — F(a,b)

|F(z,b+¢€) — F(a,b+¢)| < 2

Ainsi, pour tout x € B* :

F(z,b—¢) < F(a,b) < F(z,b+¢)
e On note pour tout x € B¢
o Jb—eb+e] — R
o y —  F(z,y) — F(a,b)

Alors @, est une application continue strictement crois-
sante qui vérifie

F(z,b—¢)— F(a,b) <0
F(z,b+¢)— F(a,b) >0

—
(S,
] 8
==
_|_

™ o
S—
(.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, P,
admet alors un unique zéro dans b — £,b + ¢[. Autre-
ment dit, pour tout x € B°€, il existe un unique élément
f(z) €]b—e,b+ €] tel que

F(x,y) = F(avb)

Ce qui donne I'équivalence :

(x,y) € Bex]b—e,b+¢]
{F<x y) = F(a,b) ‘:’{

Montrons que f est C*.
e [ est continue en a. En effet, pour tout € €]0, ], il
existe 1. > 0 tel que si ||z — a]| < 7. alors

[f(@) = fla)] =y — bl <e

Or, puisque le raisonnement reste valable sur tout
(x, f(x)) avec € B* au lieu de (a,b) (la dérivée partielle
par rapport a y y est strictement positive, donc strictement
positive sur un voisinage), donc f est en fait continue sur
Be.

e Par conséquent, si x € B¢, et y = f(z), la quantité

A(t) € f(x + tes) — yo

tend vers 0 lorsque [t — 0]. De plus, pour t assez petit,
x +te; € B® et donc

F(x +tej,y +tej) = F(x +tej, f(x +tej)) = F(a,b)
Soit encore
F(x +tej,y+tej) = F(z,y)
Or, par la formule de Taylor-Young,
oF
F(I7 y) + tai(xa y)
Ly
oF
+ At Fy(x,y)
+ o(t) +o(A;(t))
Or, par définition de ¢, g—i(a:,y) # 0, donc

F(x +tej,y +tej) =

t—0

(@)
G (x,y)

Donc A, (t) o O(t), et donc

5 (e:9) "
95,00
5 (,y)

donc f admet des dérivées partielles par rapport a
toutes ses variables, avec pour tout x € B® :

of )~ 1)
ox; " T2, ()

Par continuité des dérivées partielles de F', les dérivées
partielle de f sont donc continues. f est donc bien de classe
C"' sur B¢. Ce qui montre I'initialisation de la récurrence.

3. Montrons le caractére héréditaire du théoréme. Mon-
trons que d'un systeme avec m + 1 équations, on peut se
ramener a m équations. Pour cela, on se donne

+o(t) + o(A;(t))

Ajt) =

t50

—t.

F:U cRrtmtl _y gmtl

de classe C!, de paramétres (z,y,2) € R? x R™ x R.
On suppose que la matrice

OF, OF; OF; OF;
(9 1 6 2 8y az
ot ot oFy oF,
Oy1 Oy2 OYym 0z
OFmy1  OFmi1 OFmy1  OFmi1
Oy1 Oy2 OYm 0z
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des dérivées partielles n'est autre que I,,,+1, lorsqu’'on
la prend en (a, b, c) avec (a,b,c) € U. Alors

6Fm+1
0z
e D’aprés le cas m = 1, traité en 2., il existe un voisi-
nage U’ de (a,b) et une application ¢ : U’ — R telle que
pour tout (z,y) € U’ :

(a,b,¢) =1

Fm+1(337y’2') = Fm+1($ay72’) — z= @(xvy)

De plus, toujours par le cas 2., I'application ¢ est de
classe C! est vérifie

aFm 1
ai(a b) — _Tj(a’b)
dy; 2541 (a,b)
Or,
aFerl
,0) =0
y; (@9)
d'ou
dp
,b)=0
ayj( )

e Ainsi, on a montré que pour tout (z,y,2) € U avec
(2,9) € U

F(z,y,z) = F(a,b,¢) < G(z,y) = G(a,b)
ou
Fi(z,y, 0(2,9))

Gla,y) &

Fo(z, ygtp(x, Y))

G est alors de classe C! et vérifie

0G;
8yj

OF;
5‘yj

6Fi 8@
(a’v b7 C) + E((h b7 C) ' ayj (aa b)

(a7 b) =

Puisque la dérivée partielle sur ¢ est nulle, il suit que

0G;
0y,

_OF,
y;

(a,b) (a,b,c)

Par conséquent,

().
Jy; 1<i,j<m "

On s'est donc ramené a la recherche de G(x,y) =
G(a,b), avec G : U' — R™ de classe C!, avec la matrice
des dérivées partielles par rapport a y étant égale a I,,.
Donc, on s'est ramené au cadre de I'hypothese de récur-
rence : il existe donc un voisinage V' de a et une application
g:V — R™ de classe C' telle que pour tout (z,y) € U’
telsque z € V

G(l‘,y) :G(a’b) — y:g(x)

e Morale de I'histoire :
V,(z,y) e U,

pour (x,y,z) € U avec x €

F(x,y,2) = F(a,b,c) < (y,2) = (9(2), p(x,9(x)))

donc (z,y) = f(x) avec f de classe C'. Cela conclut la
récurrence, et la démonstration du théoréme des fonctions

implicites. U

15 Equivalence entre le théoréme des fonctions implicites

et le théoreme d’inversion locale

Référence : Mathématiques Tout-en-un pour la L2, Jean-Pierre RAMIS

Théoréme 15.1

Le théoreme des fonctions implicites est équivalent au théoreme d'inversion locale.

Démonstration : [TIL = TFI] On suppose vrai le
théoréme d'inversion local. Montrons le théoréme des fonc-
tions implicites. On considéere

F:UCRPF™ _ R™

de classe C!, et (a,b) € U tels que la matrice

(25; (a,b))1<ij<m des dérivées partielles par rapport a y

prises en a, b est inversible. On considére
R? x R™ —s RP xR™ )

9:< (x,y) > (z,F(z,y))

Montrons que g vérifie les hypothéses du théoréme d'in-
version local. La jacobienne de g en (z,y) s'écrit par blocs

Oxg(x,y) = (A(ﬁ Y) B(g, y))
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déf. , déf.
avec A(x,y) = (g?) et B(xz,y) =
i) 1<i,j<m
OF; H 1
(awj>1<i<m' On voit alors que g est de classe C* avec
1<j<p
de plus

det(Oxg(z,y)) = det(A(z,y))

(on développe par exemple, ce n'est pas un calcul
par blocs ici). g est de classe C! avec dg(a,b) inversible.
Le théoréme d'inversion local permet alors de déterminer
un voisinage U’ C U de (a,b) tel que g soit un C*-
difféomorphisme de U’ dans ¢g(U’). Quitte a réduite U’,
supposons que g(U') = V x W, avec V C R? un voisi-
nage de a, et W C R™ un voisinage de b. g—! s’écrit donc
(I'application inverse de I'identité est elle-méme) :

VxW —

g—1:< (r,y) +— (x,h((]:;,y)))

avec h(z,y) € R™ et h de classe C*. Ainsi, résoudre
F(z,y) = F(a,b) sur U’ revient a résoudre g(z,y) =
(z, F(a,b)) sur U’, donc

(x’y) zz(m,f(x))

avec

VvV —

[ ( r — h(az,]g:aab)) )

de classe C*. Par conséquent,

{ (z,y)
F(z,y)
d'ou le théoréeme des fonctions implicites.

[TFI = TIL] Supposons acquis le théoréeme des fonc-

tions implicites. Montrons le théoréeme d'inversion locale.
On considére f : U C R® — R"™ de classe C! et zp € U

e U

Fla,b) { V- '

y f(z)

tel que df(zo) € GL,(R). Montrons qu'il existe V' un voi-

sinage de xg, W un voisinage de f(zo) tel que f soit un

C'-difféomorphisme de V dans W. Pour cela, on considére
—

Fz( — ftﬁf-y>

On note ¢ o (x0, f(x0)). Alors F(xg, f(zg)) =0 et

U x R"
(z,y)

OxF(cy) = (ng;(CO)> . € GL,(R)

<4,j<n

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe
un voisinage U’ C U x R™ de ¢y, un voisinage W C R" de
f(xo) et une application g : W — R” de classe C! telle

que
{ foy sy < = { o)

Autrement dit, pour tout y € W, I'équation y = f(z)

admet une unique solution z telle que (z,y) € U’. On note
alors

U/
F(z,y) =0

SIS
[l m

v E g(w)

et donc f : V — W est injective. Montrons qu'il
s'agit d'une bijection. Si x € V, alors il existe y € W
tel que x = ¢g(y). Ainsi, F(z,y) = 0 = f(x) — y, donc
y = f(z). Autrement dit, y = f(g(y)), donc g est I'inverse
de f a droite. De méme, x = g(f(z)), par unicité de la
solution, donc g est inverse a gauche de f. f admet donc
une application réciproque g, donc f : V — W est bi-
jective, de réciproque g de classe C'*. On a donc montré le
théoréeme d'inversion local. O

16 Développements de ’anomalie excentrique

Référence : Petit quide de calcul différentiel, Francois ROUVIERE

Cette section développe un aspect tres utile du théoreme d’inversion locale C'*° et holomorphe :
des justifications de développements en série sur des voisinages, ou de dérivations pour mener a
des équations aux dérivées partielles. Ici, on est dans le cas de la loi des aires :

dé
r?— =

dt

C

ou C est la constante des aires. En notant (x,y) = (acos(v),bsin(v)), et ¢ Pexcentricité de

ellipse que décrit (x(t),y(t)) (qui est définie par

7”12;_1’2), on peut montrer que cette équation est

équivalente, modulo redimensionnement, a 1’équation dite de KEPLER :

v—esin(v) =t
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Proposition 16.1 : Développement en série de I’équation de KEPLER

Soient t € R et € € |—1, 1[. Alors I'équation

v —esin(v) =

t
admet une unique solution sur R, que I'on note v(¢,¢). L'application (t,&) — v(t,€) est de
classe C*°. Enfin, pour tout t € Ret e € |—¢

+o0o
’U(t,E) =14+ z:l EW [sin” t]
n—

~1 e7![, on dispose du développement :

n n—1

€

Démonstration : 1. On définit pour t € R, ¢ €]—1,1]
etvelR:

déf
)

F(v,e,t) = v—esin(v) — ¢

Alors, I'application v — F'(v, €, t) est dérivable sur R,
avec

OF
%(U,E,t) =1-—ccos(v) >0
Donc I'application v —— F(v,e,t) est strictement
croissante, tend vers —oo en —oo et +00 en +00. Ainsi, le
théoréme des valeurs intermédiaires nous fournit une unique
solution v(t,¢) sur R de I'équation :

v—esin(v) =t

2. F est de plus une application C'°°, et qui vérifie pour
tout (to,e0) € Rx] —1,1],

oF
%(U(tofo)ﬁo,to) >0

D’apreés le théoreme des fonctions implicites, version
C*, il existe un voisinage Uy C Rx] — 1,1[xR de
(v(to,€0),€0,t0), un voisinage Vo C| — 1, 1[xR de (tg, o)
et une application ¢ : V' — R de classe C*° tel que

(’U,t,E) e Uy
{ F(v,e,t) = 0
Par unicité de la solution, ¢(t,€) = v(t, &) sur V, donc
pour tout (tg,£0) € Rx] — 1, 1[, pour tout voisinage Vj de
ce point, v est de classe C'*° sur 1, donc v est de classe
C* sur Rx] —1,1].
3.Soitt€R. Onnote pourt e Rete e C:

= { "< Z(Et &)

Fi(v,e) =v —esin(v) — t
Pour tout v € R, eF;(v,¢) est holomorphe sur C, tout
comme v — Fy(v, €). De plus,

OF;

SH(0),9) =1>0

D'aprés le théoreme des fonctions implicites, version
holomorphe, il existe un voisinage de 0, disons B(0, R], sur
lequel € — wv(t,e) est holomorphe. Pour ¢ € B(0,R],

v(t, e) admet alors un développement en série entiére en 0 :

X em o
’U(t7 E) - 7;0 ’I’L' aan (t7 0)
On s'intéresse alors au calcul des dérivées partielle de v
par rapport a €.
4. Montrons par récurrence que pour tout n € N*,

o ot [ Ov

— = ———— |SIn UV —
den o1 ot

e Pour n = 1. On part de I'équation de Kepler :

v—esin(v) =t
On la dérive par rapport a ¢ :
Ov v

%~ sin(v) — 5cos(v)§ =0

D'ou
ov  sinv
Je  1—ecosv
Puis, dérivons |'équation de Kepler par rapport a ¢ :

D'ou
ov 1

ot - 1 —¢ecosv
Donc, au rang n =1, on a bien

@ . ov
Oe ot

ce qui montre l'initialisation de la récurrence.
e Soit n € N*. Supposons que

o ot [ Ov
—_— = ——— |SInl VUV —
ge™ ol ot

Dérivons cette égalité par rapport a €.
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an-{-lv - g an—l @
et~ ge o MY Gy

D’aprés le théoréme de Schwarz, puisque les applica-
tions en jeu sont C> donc C? :
oty

o=t 1o ., ov
— = ——— | — |sin"v —
Oentl  gtn—1 | §e ot
On s'intéresse au terme entre crochets. On dérive le

produit par rapport a g, on utilise le lemme de Schwarz sur
le deuxiéme terme.

9 sin™ v v _ ncos(v)sin™ ! (v) Ov Ov
Oe ot e Ot
+ sin"( )82”
Y oi0e
Or, par l'initialisation,
00 0
oe Y o
Ainsi,
0 n o Ov] ov
5% [sm v 8} ncos(v) sin” (v) e
+ sin"(v)= |sinv ov
ot ot

O oo - s (%)
5 |50V 5 ncos(v) sin”(v) | &
n o\ >
+ sin™(v) cos(v) %t
o 0%v
+ Sin +1('U)@

(n+1) cos(v) sin” (v) <8>

On regroupe les deux premiers termes.

o[., Ov

— |sin"v —| =

Oe ot ot
0%v

ot?

On reconnait donc la dérivée d'un produit :
ol., Ov 0| . i1 v
— [sin"v — | = — |[sin v) —
85[1 6t] at{ @) 5
Et donc, on a montré que
v_ ﬁ sin™t1y @
Jentl — On ot
Ce qui conclut la récurrence.

5. On peut reprendre le cours de nos calculs. On avait
montré que, pour tout t € R et e € B(0, R :

+ sin7l+1(v)

8n+1

X engn

Donc, on obtient, puisque v(t,0) = ¢ et %(t,O) =1:

v(t,e) m@(tvo)

-‘rDOn qn

v(t, e) —t+z |dns1n "]

Pour conclure, montrons que R > > e~ 1. On linéarise
le sinus, pour estimer ensuite ses dérivées. Par la formule

d'Euler,
ezt_efzt n
()

Puis, par le binbme de Newton,

sin™(t) =

n

1 n _ 1\k 1 (n—2k)t
ongn Z <k>( 1) €

k=0
Ainsi, on peut majorer les dérivées de sin”

sin™(t) =

’dtnl [5111 (t)]‘ = 27

Z (Z’) (_1)k€1(n—2k’)tzn—1(n _ Qk‘)n_l

k=0

On utilise I'inégalité triangulaire.

ant 1 &\
k=0
Enfin, > 1_ (}) = 2", c'est une application du bi-
néme. D'ou finalement
dn—l
dtnfl

Ainsi, revenons a la série initiale :

[sin"(t)]‘ <t

+o0 ) o n +oo  p—1

e” d n
E 4o [sin™ v]| < E p - le|™
n=0 n=1

On conclut au rayon de convergence de la série de droite
par la régle de d'Alembert (on peut aussi utiliser la formule
de Hadamard) :

(n+D)™

1 n—1
S (143) oo
T n n—-+oo

donc la série de droite est de rayon de convergence e 1.
La série de gauche est donc de rayon de convergence supé-
rieur ou égal 3 e~!. Par conséquent, pour tout t € R, pour

tout e €] —e e[

+00n qn

v(t,e) —t+2—

Ce qui conclut le developpement de la solution de
I"équation de Kepler.

[sin™ v]

O
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On dispose d'un développement en série de FOURIER de la solution.

Proposition 16.2 : Développement en série de FOURIER de I'équation de KEPLER

On note v(e,t) I'application de la proposition 16.1. Alors pour tout ¢ € R, et pour tout

e €l—1,1],

400
wt,g) =t 423 22 ey
n=1 n

5/

avec J,,(x) défini par :

™

™

6zxsm19 e—mﬁ do

Démonstration : 1. Le développement en série pré-
cédent permettrait de voir que t — v(t,€) est impaire et
2m-périodique. Utilisons des arguments plus élémentaire, en
revenant sur |'unicité de la solution de Kepler

v—esin(v) =t

Pour tout t € R et € €] — 1,1], v(t, &) + 27 vérifie

v—esin(v) =t+ 27

Tout comme v(t + 27, ¢). Par unicité de la solution :

v(t + 2w, e) = v(t,e) + 2w

par conséquent, t — v(t,€) est 2m-périodique. Pour
I'imparité, on observe que —v(t,¢) est solution de

v —esin(v) = —t

tout comme v(—t,€). L'unicité de la solution donne
alors que v(—t,e) = —v(t,¢).

2. Fixons € €]—1, 1[. D'apreés la proposition précédente,
t —> v(t,e) — t est de classe C'™, et par le point précé-
dent, est 27-périodique. On peut alors développer en série
de Fourier cette application.

v(t,e) —t = Z cpe™

neEZ
avec

1 s

_ _ —nt
=5 _ﬂ(v(t,e) t)e dt

Cn
Calculons cette intégrale pour n # 0. L'imparité de

t — v(t,e) —t montre que ¢g = 0. Pour n # 0, on fait
une intégration par parties, on dérive v(t,e) — t.

-1 /7r
2mm J_

—mm

Cp = |:U<t7 5) — te—mt:| "

Le terme entre crochet est nul, par périodicité. Donc,
Cn, pour n #£ 0, s'écrit a ce stade :

1 T OV
.e [ﬂe (815@,6)—1) dt

. ™ — 7 7 .
Puisque [ e™""" dt = 0, cela se réécrit encore

1 T —ant 811
n = e t’ dt
¢ 2inm /_Tr c 5‘t< )

Ainsi, on souhaite faire alors le changement de variables

t=19—¢esin(v) <= 9 =0v(t,e¢)

Or, ¥ — 9 — esin(¥9) est un C'-difféomorphisme sur
R qui envoie —m sur —7 et 7 sur 7. Ainsi, on peut faire le
changement de variables. Ce qui permet d'avoir

c = 1 /7T efzn(ﬁfesin(ﬁ)) do

=
2w

—T

Soit encore

1
Cn = %Jn(ne)

Ainsi,

v(t,e) =t + Z 7‘]"2(:5) et

nez*

Puis, par imparité de v(t,¢) :

+oo
v(t,e) =t + Z %ﬁng) sin(nt)
n=1

Soit encore

JIn(ne)

+oo
v(t,e) =t+2 Z sin(nt)
n=1

ov
—nt
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17 Asymptotique d’une équation du troisieme degré

Référence : Petit quide de calcul différentielle, Francois ROUVIERE

C’est encore une application des fonctions implicites ici, qui permet de développer non pas cette
fois un développement en séries entieres ou de FOURIER, mais un comportement asymptotique
d’une solution d’'une équation, et d’une intégrale dépendant de ces solutions. On se place dans le
cas d'une équation de degré 3. Selon la référence, I'intégrale en question expliquerait les différences
d’angles observés pour Mercure, et aurait créé beaucoup de joie chez EINSTEIN...

Proposition 17.1 ~

Soient a < b deux réels. On définit pour toute >0etz € R :

f(z,e) = (z — a)(b — z) + ez®

Alors il existe un voisinage de 0 tel que pour tout ¢ > 0 dans ce voisinage, = — f(z,¢)
admet trois solutions distinctes réelles z1(g) < x2(e) < z3(¢), admettant les développements
asymptotiques suivants :

zi(e) = a-—ge+O0(?)
T5(e) = b %5 + O(e?)
z3(e) = 1-(a+b)—2e+0()

De plus, si on note sur le voisinage de 0 en question

I(e) & / =& de
a(e) 4/ f(z,¢)

Alors

3T
6:0 Z

(a+b) -+ O(?)

Démonstration : 1. L'application f est de classe C'!, effectuer un développement 2 I'ordre 2 de z1, par la formule

vérifie f(a,0) =0 et de Taylor-Young :
OF (4.6) = a+b— 20+ 3ea? 21(e) = #1(0) + ez} (0) + O(e?)
g (LE)=a x x o
donc 21(0) est la solution dans le voisinage de a de f(z,0) =

0, donc x1(0) = a. Déterminons z(0). Pour cela, on dis-

0 i :
—f(a,O) —b—a>0 pose de la relation sur V :
Ox
Le théoreme des fonctions implicites nous fournit alors f(z1(e),e) =0

un voisinage U’ de (a,0), un voisinage de V de 0 et une

On dérive par rapport a ¢ :
application 1 : V' — R tel que P PP

#(0) L (i(e),0) + L aa(e), ) = 0

{(m,s)€U’<:){5€V
fle) = 0

(z,¢) x = z1(e) Donc
Puisque f est de classe C°, la version C'*° de ce théo-
réme nous indique que z; est de classe C*°. On peut alors zi(e) (a+b—2z1(c) + 3exi(e)) + 21()* = 0

30 Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Donc on dispose de |'expression de la dérivée de x1(¢) :

—1‘1(8)3

a+b—2x1(e) + 3ex1(e)?

zy(e) =
donc en particulier pour € = 0,

—a3

#(0) =

D'ou le développement a I'ordre 2 de 7 :

3
b—a
On fait de méme en b, utiliser le théoréme des fonc-

tions implicites pour définir x5, et faire un développement
de Taylor :

x1(e) = a— e+ 0(e?)

e—0

3
b—a

Enfin, pour la troisieme racine (qui est réelle), on dis-
pose des relations racines-coefficients, donc en particulier :

x2(e) = b+ e+ 0(e?)

e—0

21(2) + 22 (&) + w3(e) = g

D’oll le développement a 'ordre 2 de x3(¢) :

b —a®

23(e) = 2 —(atb)—

s:() £

e+ 0(e?)

—a

Par conséquent, pour ¢ > 0 et 1 > a + b, I'équation
f(z,e) = 0 d'inconnue = admet trois solutions distinctes
qui vérifient z1(g) < z2(e) < z3(e).

2. o On peut factoriser f(x,¢) :

f(z,e) = e(z —21(e)) (2 — 22(8)) (7 — 23())

Puis, en utilisant la relation racine-coefficient qu'on a
déja exploité précédemment, on peut exprimer f(x,€) en
fonction que de x, x1 et x5 :

f(x,e) = (z—21(e))(22() —2) (1 — ez + z1(e) + 22(€)))

Ainsi, I(€) s'exprime de la sorte :

22() (1 — g(x + 21(€) + 22(e)) T
I = dz
©) /ml@ NEEDICOED

Ainsi, puisque x1(e) < z2(e) < z3(e), I(g) est bien

défini : l'application = +—— ,/ﬁ est continue sur
[z1(e), w2(e)].
e On pose

et

U(€) _ 1‘2(8) ; 331(5)

On fait le changement de variables

>0

x = u(e) + v(e) sin(t)
Puis, apres simplification, cela méne a

™

B dt

I(e) = == /T —e(3ule) + v(e)sint)

e On note

y(t,e) = 3u(e) + v(e)sint

Les développements asymptotiques de z1(eg) et za(e)

donnent ceux de u et v :
a+b b —ad
pL T O(&?
o —ay° T OE)

et

S0 2 top—a)f

D'ou le développement asymptotique de y(¢,¢) :

3 3¢ (b3 — ad )
yte) =, Sla+b)+5(5— >+0(5)
b

+ b3tsint+ fEtesing 4+ O(c?)

Avec chaque O(£?) qui ne dépend pas de t. On note
alors

(a+b)+ —sint + R(t,¢)

3
t,e) = -
ylt.e) =5
avec |R(t,e)| < Ce pour tout t € R, et € au voisinage
de 0. En particulier, y est bornée sur ce voisinage.
o Par la formule de Taylor, pour |2] < 1,

1 14 1 " 22
—_— = —zZNn oy —
Vi—z 2 ©2
avec || < 3v/2 en estimant les dérivées secondes,
c’est une estimation indépendante de z. Ainsi, au voisinage
de 0,

1 €
—— =14 —y(t,e) + S(t,e
s L Uit S0

avec |S(t,e)| < C’e? pour tout t € R et ¢ au voisinage
de 0, donc est un O(¢?) indépendemment de t. Ainsi,

(1 + gy(t,e)) dt + O(e?)
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Puis, par le développement asymptotique de y(t,¢), D'ou
avec son O(g?) indépendant de ¢, il suit que

s e—

[ e[3(a+b) b—a . 9
Ie) =0 /ﬂr (1 * 2 [ 2 + 2 Smt}) di+0(e7) Ce qui nous donne le développement voulu. 0

2

1) = 7+ :%T(a +b)e + O(e2)

18 Mesures de Malher et hauteurs de polynomes

Référence : Polynomials, Victor PRASOLOV
Définition 18.1 >
Soit f =9 arX* = agII}_,(X — o) € C[X]. On définit sa hauteur H par :

H(f) % max |a)|

0<k<d

On définit sa mesure de MALHER M par

. d
M(f) = Jag| T max{1, o/}
k=1

M (f) ale bon goiit d’étre multiplicatif, contrairement & H. Dans le but de résoudre le septiéme
probléme de HILBERT, une estimation de H(fg) par H(f) et H(g) est la bienvenue :

Théoreme 18.1 : Septiéme probléeme de HILBERT

Soient @ # 0,1 un nombre algébrique, et b un nombre algébrique irrationnel. Alors a® est
transcendant.

Ce n’est pas l'objet de cette section. On va montrer I'estimation suivante.

Proposition 18.1 : Estimation de la hauteur par la mesure de MALHER

Soit f € C[X] de degré d. Alors

Démonstration : e Montrons Puis, par une récurrence utilisant la relation du triangle
de Pascal :

H(f) <27 'M(f)

d+1\ d d
Pour cela, on utilise les relations entre les racines et les k “\k-1 T k

coefficients de f : on montre que

a=(1)"a Y ][o A\ s
JEPu_i[1,d] jET vk € [1,d], % <2

Puis, on majore le module de a; par inégalité triangu- D’ou I'inégalité voulue :
laire, puis chaque produit de racines par M(f) :
. H(f) <271 M(f)

i < (OPaT1al) = (§)21(7) -
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Pour montrer 'autre inégalité, nous aurons besoin du lemme d’analyse complexe suivant.
[ Lemme 18.1 ]

Soit f : A —» C une application holomorphe, ot A désigne le disque centré en 0 de rayon 1.
On note zy,- -, z, les zéros de f dans A, avec multiplicité. Alors

1/2W1n|f(ew)| d —1n|f<0>|—2n31ﬂ|z|
2w Jo i k=1 )

Notons déja que si On peut prolonger ¢ sur A car la multiplicité de z;, en
I'un des zéros de f est sur le bord de A, f est nulle par tant que zéro de f est la méme que celle de HZ:1 wi(z),
le principe du maximum, et on peut décider par convention donc g est holomorphe sur A, et est non nulle. D’apres le
que cela donne 0 = 0 dans I'égalité recherchée. De méme, théoréme de la moyenne appliqué 3 I'application harmonique
si I'un des z est nul, on prend la convention que In [0 In|g], il suit
compenserait In | £(0)].

Supposons que les z;, soit dans A. On définit I'appli- 1 [%7 v
cation auxiliaire sur A privé des éléments z; par : 27 Jy In|g(e*?)] dp = In[g(0)]
(2) déf. f(2) Ce qui se réécrit, puisque wy, envoie le bord de A sur
I = T wn(z) le bord de A :
ou wy, est I'application homographique donnée par
déf. 2 — 2 1 [ "
vie Counls) ® 22 3 | W) de =m0 = Y nlal
_ _ k=1
wy envoie A sur A :si|z| = 1, Jwg(2)]? =1, et

wg(0) = 0; le principe du maximum conclut.
Reprenons le cours de la démonstration.

Démonstration : e Montrons que

1
1 / In|f(e™)| dt = (1 —¢) In|a
M(f) =ex In|f (e*m dt) 0
() P </0 ’f( )| De plus, pour M(f), on a:
Les deux membres de I'égalité étant multiplicatifs par

rapport a f, il suffit de le montrer pour f(z) = z — «, avec M(f) = max{l, |of}

a € C. Faisons le changement de variables ¢ = 27t dans M(f) vaut 1si |of < 1 et |alsi|af > 1, donc M(f)
I'intégrale : s'écrit en fait en fonction de ¢ :
1 2 M(f) = ol
1 4 .
/ In|f(e*™)| dt = —/ In|f(e'?)| dp Soit encore
0 2m Jo

M(f) =exp((1—e¢)lnlal)
D’'ou finalement I'égalité recherchée :

D’aprés le lemme, on a alors

1
2t = ln _ n
| wle =l £0)] = ol w101 = esp [ w110 )
0

ol o . L .
e C'est a partir de cette expression intégrale qu'on ma-
1 i la] < 1 jore donc M (f) en fonction de H(f). L'inégalité de Jensen
€= { 0 sinon appliquée a la fonction convexe exp donne :
. . . 1| d
. Autrement dit, € = 19 1{(|ee|). Puisque f(0) = —c, il M(f) g/ Zakemkwt dt
suit que O ot
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, sur le compact [0, 1],
on obtient :

2

M(f) < dt

d
§ ay e2zk:7rt
k=0

/

On développe le module au carré comme un produit
d'un complexe par son conjugué :

1 d d
M(f) < / Z Z aka7[€2l(k_l)ﬂ't dt
0

k=0 1=0

Les sommes sont finies, et I'intégrale sur un compact :
la linéarité de |'intégrale donne donc

19 Lemme de Borel

On majore alors |ag| par son max H(f) pour finalement
avoir

M(f)<Vd+1H(f)

Ce qui montre la deuxiéme inégalité. O

Référence : Analyse pour l'agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC

Lemme 19.1 : Construction de fonctions plateaux ]

Soient K un compact de R™ et ) voisinage ouvert de K. Il existe une fonction § € C*°(R)
telle que 0 = 1 sur K, 0 <0 < 1surR" et § =0 sur R"\.

On le démontre dans la cas R® = R.

On considére pour
tout =z € R,

polz) = { exp (1:3162) si Jz| <1

0 si Jz|>1

Alors pg est de classe C*° sur R (on le montre par récur-
rence). De plus, pg est positive, et est nulle sur R\] — 1, 1][.
Si on note p la fonction

- po(x)
p(x) a f]R po([E) dz

alors p a les mémes propriétés que pg, avec de plus
pr = 1. Enfin, pour tout € > 0, on définit

pe(x) = %p (g)

Alors pe est de classe C*° sur R, est nulle sur R\|—¢, [

et [ppe=1.
Pour tout £ > 0, on définit

K. ¥ (z eR,d(z,K) < ¢}

et

95 dﬁ. Pe * 1K5

Autrement dit, pour tout x € R,

0cla) = [ peta—u) dy
K.

Puisque p. est positive, c'est aussi le cas de .. Et
puisque p. est d'intégrale 1, il suit que 6. < 1.

La convolution garde la meilleure régularité : puisque
pe est de classe C*°, c'est aussi le cas de 6..

Faisons le constat suivant : pour tout z,y € R,

d(x,y) 2 d((E,K) _d(va)

d’aprés l'inégalité triangulaire. Montrons que 6. est
nulle en dehors de K5, et vaut 1 sur K.
Pour z € R\ Ka, d(x, K) > 2¢. De plus, pour tout
y € K., d(y, K) < e. Ainsi,

d(z,y) > ¢

donc p.(x —y) =0, donc 6.(z) = 0.
Pour z € K,

95<x>=1—/R\K Pz —y) dy

Puisque d(x, K) = 0 et pour tout y € R\ K., d(y, F) >
e. D'ol
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Enfin, K est compact, donc il existe €y > 0 tel que

d(z,y)
Ainsi, K C Ky CQ
D  Ainsi, 0. vérifie : 0 <
/ o — 1) dy = 0 Si bien que R\Q C R\Ky.,. Ainsi, 0., Vet:Ier 0
R\ K. Oy < 1,0 =0sur R\Q et ., =1 sur K. 6, répond a la
Dot 6.(z) =1 question.

Proposition 19.1 : Lemme de BOREL

\
Soit (a,), € CN une suite de complexes quelconque. Soit o € R. Alors il existe une fonction
f R — C de classe C'*° telle que

Vk € N, f® (o) = a

w)
o

monstration : Supposons que xg = 0. On consi- Si on veut imposer SUP,cr

fT(Lk)( )’ < 2,“ il suffit

1 ip Et gm( ]I)Qune fonction plateau qui vaut 1 sur d'imposer )\]L/[—_"k < 2”. Par facilité de majoration, il serait
—_— = s r n
[ 2 2] ur R\[—1,1]. bien d'imposer A,, > 1. On considére alors une suite de réels
e Soit (Ay)n une swte réelle. On définit sur R : (A tels que
n)n
Vn €N, f,(z) & On (Anz)
InE) =2y PAn ¥n € N, \, > max(1,2"M,,)
On cherche a construire f de la forme Y f,,. Pour avoir Ainsi, on a bien
une bonne définition de f et de ses dérivées (dérivées termes
par termes de f,,), on veut déterminer une suite (\,),, telle | f ) My, 1
que pourtoutn € Net k € N : An 2

et bien définir la fonction f sur R :

1
sup | £ (@) < 5
r€R

déf.
o S DIC
Pour cela, on fait la petite manipulation suivante. Par-

tant de la définition de fy : e La série ainsi définie converge normalement donc uni-

an ., formément sur R, tout comme les séries > f,(Lk). f est alors
fu(@) = R p(An) de classe C'*° avec

On fait apparaitre une fonction de A\, :

+oo
@) =" 19 (x)
k=0
1\" g(Anz)
fn(z) = (/\n> ) S (2An) " p(An) = A Enfin, la dérivée de fr(lk) au voisinage de 0 s'exprime

avec celle de z"p(A,x), au voisinage de 0 :
avec g C* a support compact. En particulier, toutes

ses bornes supérieures liées a ses dérivées sont finies. On

définit finalement d" d"
érinit finalemen AT = —_[g" = 0 nk!
dxk [SL' 80( )]‘gc:o d.'L'k [x ]|m:0 k7
M s fsup g0 Do
0<k<n—1 |z€R
+
Ainsi, lorsqu’on dérive f,, k fois, pour tout z € R : £(0) = f an, O 16, = a
M n=0 n
k n
|f ( )| = )\n Tk ’9( ) )‘ < Nk Ce qui conclut la démonstration. ]
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20 Théoréme de Hahn-Banach en dimension finie

Référence : Petit quide de calcul différentielle, Francois ROUVIERE

Théoréme 20.1 : Théoreme de HAHN-BANACH, version topologique

Soit E' un R-espace vectoriel normé, V' un sous-espace vectoriel de E, et f € V'. Alors il
existe une application F' € E’ telle que Fj, = f et |F||z = || [l

On propose ici une démonstration en dimension finie de ce théoreme. Constatons que dans le

1
cas d’un espace préhilbertien, il suffit de considérer V+, d’utiliser V@& V+ = E, et si f est définie
sur G, de définir F'(z) = f(py(x)) ou py est la projection orthogonale. F' est bien de méme norme
que f par le théoreme de PYTHAGORE.

Démonstration : C'est une démonstration par récur-
rence sur la (co-)dimension de V. Si V' = E, alors le résultat
est trivialement vrai (dans le sens ot F' = f). Si V est stric-  f(z)— ||z —ul|=f(y)—lly — ull = fz—y) =[x — ul =y — u|
tement inclus dans E, on compléte V' par un sous-espace
vectoriel de base (u1,--- ,u,_g) (si k est la dimension de Puis, par continuité de f, toujours en ayant supposé
V, et n celle de F) et on a que [|f]| =1,

E=VoORu @& ®Rup_g

—|lx —ul|— —ly —ul| < lz—yl|—llz —ul|-|ly —ul| <O
L'objectif est alors de prolonger f sur V & Ru pour f@)=lle = ull=f)=lly —ull < lle =yl =llz = ul=ly = vl

conclure la récurrence.
e Soit u € E\U. Pour a € R, on cherche a prolonger
f € V' par une forme linéaire du type

Négatif par I'inégalité triangulaire. Ainsi, pour tout
z,yevV,

gola 4 t) = F() 4 ta F(@) = llo = ull < £() +lly -l

pour 7 € V et t € R. Ainsi, définie, g, est linéaire, Le membre de droite ne dépend que de x, |'autre que
et prolonge f. En conséquence, ||f|| < ||g||. Reste a dé- de y. Il suit
terminer a € R qui rende vraie I'autre inégalité. Si f = 0,

a = 0 conclut. Quitte 3 remplacer f par -, supposons
A .
su z) — ||z —u||} < inf +ly —u
que [|f]| = 1. Ieg{f( )=l 1} < jnf 47 () + lly — ull}

e On veut montrer que
Ainsi, il existe bel et bien a € R tel que

|9a (2 + tu)| < ||z + tull

Pour cela, on a: .
sup {f(z) — [z —ul} < a < inf {f(y) + [ly — v}
zeV yev

|9a( + tu)| = | f(x) + tal

Afin d’isoler a pour en obtenir une inégalité, on facto-

rise par —t, pour t # 0 :
1(F) -l
< @ + tul|

Il suit donc que

Donc tel que, pour tout z € V et t £ 0,

cocs () [

|9a (@ + tu)| = [¢] - ‘f (‘f) L

Cette inégalité est équivalente a

() oo ()

t t
e Montrons alors que le choix de a, indépendant de z,
par cette inégalité est possible. Soient x,y € V. Par linda- U« ¢ V, avec |[flly, = [lgllp. Cela permet de conclure la
rité de f, récurrence. O

|9a (2 + tu)| < [l + tull

donc |lg|| < 1 = ||f]||. Puisqu'on a déja montré que

I/l < llgll. g prolonge donc bien f sur V & Ru, avec
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21 Fonction continue nulle part dérivable

Référence : Analyse pour l'agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC

Théoréme 21.1 : Condition de non-dérivabilité d’une série trigonométrique

Soit A % (An)nen une suite de réels distincts. On définit

déf.
pn = d(A A\ {A})
On suppose que A est séparée, id est p, > 0 et que A est lacunaire, id est i, L +00.
n o

On se donne (&, )nen € CY telle que 3 |e,,| converge. Enfin, on définit pour t € R :

o T
n=1

S'il existe ty € R tel que f soit dérivable en ty alors &, = o (/%n) En particulier, s'il existe
d > 0 tel que |g,| > ui alors f est nulle part dérivable.

Démonstration : 1. On souhaite disposer de ¢ €

S(R) telle que sa transformée de Fourier ¢(z) =
Jg p(t)e™"* dt vérifie $(0) = 1 et ¢(x) = 0 pour |z| > 1.
Pour cela, on se donne ¢ € D(R) paire telle que 1(0) = o

2r
et ) = 0 en dehors de [—1, 1]. On définit alors

déf. 4

(4

Par la formule de transformée inverse de Fourier sur
I'espace de Schwartz S(R), ¢ = 2mi). D'ou .
2. On définit
déf.
en(t) = pin - @(pnt)

Montrons que I'on peut exprimer €, par une formula-
tion intégrale :

_ —1Ant
En = /Rf(t)e on(t) dt

Commencons par observer que |[|@|l e = [|Pnll;oe.
donc cette norme est indépendante de n. Puisque
> len| < 00, on va intervertir somme et intégrale :

k=1

+oo +oo
/ Z ALl e*l)‘"tgon(t) dt = Z Ek [/ el(Ak’\")tcpn(t)Am']s'
R k=1 R

On reconnait la transformée de Fourier de ¢ :

+o0 too
/ [Z sne“\’“t} e_’)‘"tgpn(t) dt = Zskgﬁn()\n )
R k=1

k=1

Soit, par définition de ¢, sachant que p,, # 0 :

+o0 400 A — A\
/ lz snezAkt] esznt(pn(t) dt = ng¢ < n k)
R 1 Hn

k=1

Or, pour k # n,

<Hrsy

fin

‘)\n—)\k
Hn

Par construction de ¢, il suit que cette somme est nulle
sauf pour k =n :

+oo
/ [Z sne”\kt] e~ (t) dt = £,5(0) = &,
R

k=1

Il suit, en faisant le changement de variables ¢t = ui

que
t
€n|</R‘f<un>‘ (1)) dt

3. e Montrons la propriété a proprement parler. Sup-
posons que f soit dérivable en 0, avec f(0) = f/(0) = 0.

lim &

t—0t t

=0

Ainsi, par définition de la limite avec ¢ = 1, il existe
0 > 0 tel que si t €]0,0],

lF@O] < [¢]

Puis, pour [t| > §, I'inégalité triangulaire donne
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4. Dans le cas général, supposons que f soit dérivable

400 +oo N 3
|t] en tg. On cherche a se ramener a g telle que g(0) = ¢'(0) =
()] <Z|€”‘ <fz|5"| 0 de la forme
n=1 n=1
Par conséquent, avec C' & max (1,% 2 len ) il g(t) = f(t +to) — ae"™ — be*2!

suit qu'il existe ' > 0 tel que Ainsi, les conditions g(0) = ¢’(0) = 0 donne le systéme

linéaire
vt e R, [f(t)] < CJt]

e De plus, at+b = f/(to)
Ma+Ab = 1L
|penen] </un
R

t
f <Mn>’ lp(t)] dt Le déterminant de ce systéeme est Ay — Ay # 0, donc
. . o admet une solution. Donc on peut bien définie g. Si
On cherche a appliquer le théoréme de convergence do-

minée. On note g,,(t) la fonction a l'intérieur de l'intégrale. +o0
Un développement limité en 0 donne g(t) = Z gl eAnt
n=1
t t2 1 \
tn |f 1 — )| = —Rn(t) Alors d'apreés 3.,
[in fin
avec R, (t) — 0, donc g,, converge simplement vers & fin —— 0
t—0 nEm st
0 sur R. De plus,
Puis, pour n > 3, |en| = |}, et donc

lgn ()] < Cltlle(t)]
Enphny —— 0

avec le membre de droite intégrable indépendant de n. n—+oo

Par le théoreme de convergence dominée, il suit que . s e per s
ce qui conclut le théoreme. La non-dérivabilité sous la

condition &, > ui provient de la contraposée de ce théo-

en —— 0 |
HnEn n—»00 réme.

ce qui conclut dans ce cas. O
Ainsi, pour a > 1, il suit que la fonction définie sur R :
+oo a™t

F(t)=3°

n=1

an

1

am™’?

Dans ce cas, €, =
pour

et €, ~ p,, donc F' est continue sur R, et dérivable nulle part. De méme

G(t) = Zo:o sin(a™t)

n
n=1 a

22 Expression de la fonction de Riemann en fonction des
premiers

Référence : Analyse pour ’agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC

Théoreme 22.1 : Fonction ( et nombres premiers

On note P = {p,, }nen+ I'ensemble des nombres premiers. Alors pour tout s € {R > 1},

(ES—=11
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On utilise pour cela le lemme suivant assez proche du théoréme de sommation par paquets.

[ Lemme 22.1 : Sommation sur des ensembles croissants ]

On considére u,, € CN telle que Y, u,, converge absolument. Soit (4;);>; une famille d’en-
sembles de N croissante pour l'inclusion : A; C A, et telle que N = Uy A;. Alors

j—+oo

+o0o
u, = lim | > w,
n=1 neA;

Soit € > 0. Puisque Par croissance des A; :
> |un| converge, il existe un rang Ny tel que

+oo
D funl <e S =Y un| <Y fual

n>Ng n=1 neEA; neN*\A;,
Par croissance des A, il existe jo € N tel que [[1, Ng|] C . .
T I Jo que [1, No] Par inclusion,
Aj,. Ainsi,
+oo
\A; Ny +1 Z Z Z
N\ ]OC[ 0+ ,+OO[[ Uy — U, g |Un|
Il suit, pour tout j = jo : n=1 nEA, n>No+1
+oo D'ou finalement,
§ Up — § Un| = § Unp
n=1 neA; neN*\A; +oo
Puis, par inégalité triangulaire, Zu" o Z Un| S €
n=1 neA;
+oo N
D'ol ce lemme.
E Up — E Up | < E |u7l|
n=1 neEA; neN*\A;

Démontrons alors ce résultat.

Démonstration : e Pour j € N* et k € N, on note

((s)= lim | > L

e 7 7 j—+oo cA ns
er. . N n 1
A S qneN In=]]pl ot Y ky =k 7
=1 =1 . e g
K 7 Puisque A; est partitionnée par les A;y, il suit par

L'unicité de la décomposition en facteurs premiers per- théoreme de sommation par paquets que

met d'affirmer que si k # £/, alors A, N Aj = &. On

définit A; I'ensemble des entiers qui se décomposent par le +oo 1
produit des j premiers nombres premiers (avec éventuelle- C(s) = jiiinoo Z Z o
ment une valuation nulle) : k=0n€A; k
 Foo Or, par unicité de la décomposition en facteurs pre-
déf. )
A; = |_| Ajk miers,
k=0
Alors, A; C Aj4 pour tout j € N*, et, par le théoreme i
fondamental de I'arithmétique : i
q Aj,k:{(kl,.-.,kj)eNﬂ Zkvzk}
y=1
*
N* = | 4
JEN*

en faisant correspondre n avec ij:1 p~". Par consé-
e Soit s € {R > 1}. D'apres le lemme, quent,
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. e
(s) = lim
L (S
= 1.
o) j—}gloo Z Z HJ ’“ s On reconnait une somme de série géométrique. D'ol

k=0 \ kit thy=k L1I5=1P7" . ) . o
finalement I'expression souhaitée.

+oo

Il s’agit ici d'un développement de j facteurs (qui sont ¢(s) = H 1-— L
ici des sommes de séries) (on peut le montrer par récurrence 7=l
sur j) : O

23 Prolongement analytique de la fonction Gamma sur le
plan complexe

Référence : Analyse pour l'agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC

Théoreme 23.1 : Prolongement de % sur C

Pour z € {9 > 0}, on définit

On définit aussi I'application F' sur C par :

F(2) € lim s ﬁ(z+k:)

n—-+oo n2n! =0
Alors F' est holomorphe sur C, et vérifie
1

Vze{R>1},F(z) = e

24 Prolongement analytique de la fonction de Riemann
sur le plan complexe privé de 1

Référence : Analyse pour l’agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC
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Théoréeme 24.1 : Prolongement analytique de ¢ sur C\{1}

\
On considére sur {R > 1} la fonction ¢ de RIEMANN :
g 2 |
déf.
C(s) =), —
n=1 .
Alors ¢ admet un prolongement analytique sur C\{1}. Un peu plus précisément, il existe une
application n € H(C) telle que
1
Vs € C\{1},6(s) = — +7(s)
Proposition 24.1 : Fonction © de JACOBI ~
On définit pour tout t > 0 :
déf. —n?
o) & 3 e
neZ
Alors © vérifie I'équation fonctionnelle suivante :
1 1
Vt > 0,0(t) = —© (—)
Vit t
Démonstration :  C'est une application de la for- Un théoreme des résidus sur le rectangle de hauteur
mule sommatoire de PO1sSON, c¢f Tome | du vrac. Dans L\*//; et de longueur R — 400 donne alors
ce contexte précis, cela s'écrit :
)
Z e—ﬂ'nzt — Z / e—'rrIZte—Qm'nr dx @(t) — eit/ e*dey
R 7wt JRr
neZ ne
(on fait attention a la convention choisie pour montrer C'est I'intégrale de Gauss, et donc on aboutit bien au
la formule de Poisson!). Une mise sous forme canonique résultat :
donne
1 1
Vt>0,0(t)=—0 | -
2 =70
o(t) = €’ /exp — [y—!—znﬁ} dy
Vvt Jr Vit U

Cette fonction © est majeure dans notre prolongement de (, toute comme la fonction I' et son
prolongement.

Démonstration : On définit a partir de la fonction © 1. Le point de départ est la fonction I'. Soit s € C tel
de Jacobi la fonction 6 définie elle aussi sur R par : que MRs > 1. Par définition de la fonction T", qui est elle
définie par sa formulation intégrale sur {R > 0} :
déf. X 2
é t et e~ t too .
®) Z r (f) :/ e il de
n=1 2
0
D’apres la proposition précédente, il suit que 8 vérifie On fait le changement de variables 2 = mn2y dans cette
I"équation fonctionnelle intégrale :
~ 1 <1 1 s . oo 2, s
0ty=——=120(-))—= F(f)zﬂfns/ e ™ Yys 1 g
=3 (2(7) o) =t [
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Ainsi, pour n > 1,

1:71—;/-"_006_7”11/ 1dy
n* o T(35) Jo

Puisque le membre de gauche est le terme général d'une
série convergent, c'est le cas du terme de droite, donc on
obtient, pour tout s € {R > 1} :

DI

2. On souhaite intervertir série et intégrale. Dans cette
sous-partie, on note o la partie réelle de s. On note

—+oo

>

n= 1

s
T2

(3

e~ y —1

dy

—7n y 51

an

fn converge S|mp|ement vers la somme de la série, qui
existe et est finie. De plus,

< S emtuyE )

n=1

|fn(y

Montrons que g est intégrable sur R. D'aprés le théo-
réme de Fubini-Tonelli,

+o0o )
gl = /y%‘le‘”" Y dy

On reconnait alors la fonction T" par les mémes calculs

qu'au 1. :
“+o0 el
/"* 770 W(E)@O

donc g € L'(R). D’aprés le théoréme de convergence
dominée, il suit donc que

A= e
C(S): ]_—‘(5)/0 [Ze y] Y2 dy

n=1
On reconnait la fonction 6 :
s +00
2 ~ s_
TG / O(y)y>~" dy
0

(s

(s) =

3. L'objectif est donc de montrer que la fonction de s
a droite est une fonction holomorphe sur C\{1}. On essaie
d'exprimer I'intégrale fonction de s,

déf. too s_1
I(s) = O(y)yz~" dy
0

comme somme et produit de fonctions dont on peut dé-
duire plus aisément qu'il s'agit d'applications holomorphes
sur C\{1} (en évacuant la singularité en 0). On calcule I'in-
tégrale en la découpant en deux, |'une sur [0, 1], on la note

I, et I'autre sur [1,4o0c]. D'apres I'équation fonctionnelle
vérifiée par 0,

o= [ 25 (3) ) oo

On développe, et on se trouve avec deux intégrales ex-
plicitement calculables, et une intégrale avec 6 :

1

1\ . 1 1
L(s)=[ 6(=)yi 3 dy+ — — =
1(s) /0 <y>y22y+ —

On fait le changement de variables ¢t = % :

+oo
R e e

On a alors I'expression de I(s) suivante :

@+[+mé(t) [tf—lﬂfé 1] dt

4. Pour (, cela signifie donc que

I(s) =

C(s) = 5
(s) (2) 8+;1
T2 ~ s s—1
+ o(t) [t>~! = | dt
r ) ol }
Puis, en utilisant la relation I'(x 4+ 1) = aI'(x) :

NI

e
2)/ B [t 47 e

C'est ce deuxiéme membre qui va nous étre utile pour
montrer que ¢ peut se prolonger par holomorphie sur C\{1}.
5. L'application % se prolonge en une fonction holo-

morphe sur C, on note % ce prolongement. Ainsi,

(s) =

2

T
n s
(s

[N

A1) (s-1)

est holomorphe sur C\{1}. De plus, par holomorphie
sur C, un développement en série entiére en 1 donne

T3 B VT
o (5 +1) 2r(3
avec ¢ € H(C). Ainsi,

) + (s = 1)3(s)

72 _ 1

Ar(5+1)(s—1) s—

6. Montrons que le terme intégrale définit une fonction
holomorphe sur C. On utilise le théoréme d’holomorphie

-+ (s)
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sous l'intégrale sur tout compact K de C. Par la manipula-
tion effectuée pour se ramener a t € [1,4oc[, I'application

—s—1

s —s 0(t) {t%*I +t ] € H(C)

Puis, sur le compact K, Rs € [a, ], donc

—s—1

a—1
2

t27 4t

‘<t%_1+t

Pour s’assurer de l'intégrabilité de la majoration, on
estime 6(¢) :

—7t

1—e7t

~ I e
)< Yoo =
n=1

donc

Ainsi,

—nt

‘é(t) [t%* +tfsz’1” < (t%ﬂ +t’“;1) e
1—e™"

25 Théoréme de Vitali

[l s'agit d'une majoration intégrable sur [1,4+o0[, indé-
pendante de s. Le théoréme d’holomorphie permet alors de
conclure que

3 Foo ~ s —s—
s»—>L/ o) [+ 07| at
r(3)h

)

est holomorphe sur C.

7. Morale de I'histoire, la formulation

1 w8

8_1+w(s)+

((s) =

permet de prolonger ( en une application holomorphe
sur C\{1}.

O

Référence : Probabilités, Philippe BARBE, Michel LEDOUX

Définition 25.1

c—+400 icl

Soit (X;);es une famille quelconque de variables aléatoires réelles et intégrables sur (2, F,P).
(Xi)ier est dite équi-intégrable ou uniformément intégrable si

lim Sup/ | X;| dP =0
{IXil<e}

\

C’est le cas de famille finie, ou des suites dominée par une variable aléatoire intégrable. Montrons
une caractérisation utile pour montrer le théoreme de VITALI des variables aléatoires uniformément
intégrables.

Proposition 25.1 : Caractérisation de I'uniforme intégrabilité ~

Soit (X;);es une famille de variables aléatoires réelles intégrables sur (€2, F, ). Les propositions

suivantes sont équivalentes :

(i) (Xi)ier est uniformément intégrable sur (Q, F,P);

(ii) (X;)ier vérifie les deux assertions suivantes :

(a) Pour tout & > 0, il existe n > 0 tel que pour tout A € F tel que P(A) < 7,

Viel,/|Xi|dIP’<s
A

(b) Les espérances des X; sont uniformément bornées :
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- {/Q X dIP’} - oo ( = sup (E [|X2~|]}) < to0

iel

Démonstration : [(i) = (ii)] Soit € > 0. Par hypo- d'ou (b).
thése d'uniforme intégrabilité, il existe ¢y > 0 tel que [(ii)) = (i)] On note

VieL/ | X;] dP < déf. A
(X} AR AV I

Soit A € F. Alors pour tout i € I, _
bien défini d’aprés (b). Soient £ > 0 et ) > 0 associé au

N ™

point (a). On note ¢ def. % Alors tout ¢ > c¢g, 'inégalité
/ | X;| dP = / | X dPJr/ | X;| dP de Markov donne pour tout i € I :
A AN{|X;|<co} AN{|X;|>co}

2 ~X c ~X CO
/ 1X;| dP g/ co dIP’+/ 1X;| dP Par définition de ¢y, il suit
A An{|Xi|<co} {IXi|>co}
E[|X;
D'od vie LB({IX| > o) < D o
/ 1X;| dP < coP(A) + S <e Ainsi, d'aprés (@), pour tout ¢ > co,
2
A
pour P(4) < 7 “ =, d'ot (). Puis, en appliquant Vi € I,/ | X;| dP < e
cette inégalité pour A = (), {IXi|>c}

c Ainsi, pour tout ¢ > cg,
/Q|X1| d]P’<00+5

donc sup / |X;| dP » < e
et | Jgxisa

€
51161? {/Q | X dP} <o+ 9 < 400 donc (X;)ier est uniformément intégrable. O

On peut alors démontrer le théoreme de VITALI qui raffine le théoréme de convergence dominée,
en donnant une condition nécéssaire et suffisante.
Théoréeme 25.1 : Théoréeme de VITALI >

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles intégrables sur (€2, F, IP). Enfin, soit X une
variable aléatoire réelle définie sur ce méme espace. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (X,)n converge en probabilité vers X et la famille (X, ),en est uniformément intégrable;
(i) X € L' et

lim [ X, — X[, =0

n—-+00

On rappelle que (X,,), converge en probabilité vers X si et seulement si

Et que cette convergence est caractérisée par : (en utilisant le lemme de BOREL-CANTELLI I)
pour toute suite enticre strictement croissante u,, il existe une extraction wug(,) telle que
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X > X

Ye(n) pytoo
Démonstration : [(i) = (ii)] On suppose que (X,,),, caractérisation (a) et (b). Soit & > 0. Par hypothése, il
converge en probabilités vers X, et que (X,,),, est uniformé- existe Ny € N tel que pour tout n > Np,
ment intégrable. Alors il existe ¢ : N — N une extraction
€
telle que / | X — X]| dIPg =

Xo(n) —= X Ainsi, par inégalité triangulaire, pour tout n > Ny,
n—-+4oo

D’apres le lemme de Fatou,

/ 1X,| dP < / X, — X| dIP’+/ X| dP
E[|X]] < liminf E [’X¢(n H Q Q Q

n——+00
Puisque (X,,), est uniformément intégrable, il suit que Donc

€
E[|X[] < supE [| Xn[] < oo / [Xa] dP < = + E[|X]] < o0

neN Q

donc X € LY(€). Par conséquent, la famille donc, puisque le membre de gauche est indépendant de
déf. . ) . n:

((Xn)nen, X) = (Yn)nen est uniformément intégrable :
en effet, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

€
X,|dP Y < S +E[|X]|] <
[ e s { [ 1] ap} < S B <o
X|>c c—++00
Soit € > 0. On se donne nn > 0 (donné par (a) de la d’ou
proposition précédente appliqué la famille (Y,,),) tel que
pour A € F, si P(A) < n alors : sup{ | X0 | dIP’} < 40
neN Q
Vn € N,/ Y, | dP < e ce qui montre le point (b). Pour le point (a), utilisons
A le fait que la famille finie ((X;,)n<n,, X) est uniformément
Alors intégrable. Ainsi, par le point (@) de la caractérisation pour
cette famille, il existe n > 0 tel que pour tout A € F, si
P(A) < 7 alors
Bl -X= | X, — X| dP
|Xn_X|<€} €
No,/ 1X,| dP < =
+ | X, — X| dP 2
{1 Xn—X|>c} ot
D'ou
€
/ IX|dP < =
E[| X, — X|] <e+2sup / | X,| dP Pour n > Ny, d’aprés I'inégalité triangulaire,
peN | J{|X,—X|>e}
Or, par convergence en loi de (X,,), vers X, il existe <
un rang N tel que A\Xn| dP < A\Xn—X| dP + A|X\ dP

Vn > No,P({|X, — X| <e}) <7 Le premier terme se majore par E[| X,, — X|], et I'autre

e en utilisant la remarque précédente. D'ou pour n > Ny,
Par conséquent, par définition de 7 : quep P Z 0

e €
Xp|dP < = + =
E[|X, — X|] < 3¢ /\ AP <5+ 5 <
Donc (X,,),, converge au sens L' vers X. Bilan, pour P(4) <7, on a:
[(i() = (i)] Supposons que X € L! et que
su X, dP, <e
HX XHLl TO nellgl{/Al | }
Alors (X,,), converge en probabilité vers X, par l'in- La famille (X;,)nen est donc bien uniformément inté-
égalité de Markov. Montrons |'uniforme intégrabilité par la grable. O
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26 Théoreme de Weierstrass par la convolution

Référence : Les maths en téte : analyse, Xavier GOURDON.

Théoréeme 26.1 : Théoreme de WEIERSTRASS

Soit f : [-1,1] — R continue. Alors pour tout ¢ > 0, il existe une fonction polynémiale

P¢ € R[X] telle que

If = Pollpe <€

Démonstration : |l s'agit d'utiliser la propriété de den-
sité suivante : si (pn)nen €st une approximation de I'unité,
alors

1f =P flloe 77 0
avec un choix particulier de p,,. Démontrons déja ce
fait.
1. Par définition, (pn,), est une suite de fonctions dé-
finies sur R a valeurs positives, de classe C*°, a support
dans [=1, 1] et vérifiant [, p, = 1. Une application du

n ?

théoréme de convergence dominée permet d'affirmer que

n—oo

vn > 0,/ pn(t) dt —— 0
R\[—T]ﬂ'}]

Soit « € R. On prolonge f par f sur R, afin de pouvoir
I'intégrer sur R, et de pouvoir convoler f avec p,, de la

sorte :
e x@)f(=1) si z<-1
flz) = flx) si ze[01]
x@)f(1) si x>1

ol x est une fonction plateau qui vaut 1 sur [—1,1]
et 0 en dehors de [—2,2]. On note f ce prolongement. Par
définition de la convolution, et par propriété de p,, on a
pour tout n € N,

[ o) = fl2)] =

[ 060 - 1) dt]

Donc, par inégalité triangulaire

1F % pulz) — F(@)] < / F@—t) — F(@)] palt) dt

Or, f est uniformément continue, car continue sur le
compact [—1, 1] par hypothése, et on I'a prolongé de facon
continue par x - f(—1) sur [-2,—1] et x - f(1) de facon
continue sur [1,2]. Enfin, on I'a encore prolongé continu-
ment par O ailleurs. f est donc uniformément continue sur
R. Soit € > 0. Il existe alors 7 > 0 tel que

Viz =yl <n,|f(x) — fly)l <e

Découpons I'intégrale en deux.

T+n
1 * pul) — f(z)] < / F(@ — 1) — F(@)] palt) dt

-1

+ / F@—t) — F(@)] palt) dt
R\ [z—n,z+47n]

La premiére intégrale se majore alors en utilisant I'uni-
forme continuité de f :

z+n
[ a0 - r@l patidr << [ o=

—n R

La deuxiéme se fait en constatant que f est bornée
sur R (par construction, et une fonction continue sur un
compact est bornée), et par la remarque sur la convergence
dominée en début de démonstration, avec un petit change-
ment de variables :

/ Fa=0)= 1) palt)dt < 20 [
R\ [z—n,z+n]

R\[~7,n]

Donc, a partir d'un certain ng,

/ 5= 0) = F@)] pal0)dt <21 e
R\[z—n,z+n]
Bilan, pour tout n > ng :

[f () = f(2)] < 2l fll + e

C'est une majoration indépendante de x, donc

1 pn = fllpee < Cllfllo + 1)

2. Il ne nous reste plus qu'a déterminer p,, tel que fxp,
ait une expression polynomiale sur [—1,1]. On a ici utilisé
le caractére continue de p,,, son caractere unitaire, pour la

1 .
norme L' et le fait que fR\[—nm] pn tende vers 0 lorsque
[n — oo]. On va montrer ces trois faits pour |'application
définie sur R par :
(a-—t3)" :
8 5 <1
pn<t>={ T U

0 si Jz|>1
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ol a, & f_ll(l —t2)" dt. Alors p,, est continue, posi-

tive, est d'intégrale 1. Soit n > 0. Sin > 1, fR\[—n o P =
0. Supposons 0 < 1 < 1. Par parité,

1
/ ;mwwzzfpaww
R\[—7,7] n

Donc,
2(1 — n?)»
/ Pn(t) dt < w
R\[777777] an
Or,
! 1
an >2/ t(1—t*)" dt =
d'ol

/ pu(t) dt < 2(n+1)(1 —7°)"
R\[—n,n]

donc

n—-+oo

/ pu(t) dt ——— 0
R\[fn)n]

Par le travail fait précédemment, il suit que

lon = fllpee ——0
n— 00

Soit g continue définie par :

g(x) = f(4x)

Alors g est nulle en dehors de [}, 1]. Montrons que
Pn * g est polyndmiale. Par définition,

pos £@) = [ fonta =) dy

Puisque | — y| < 1, on peut utiliser la formulation
polynémiale de p,, :

pnxgla) =~ /ﬁ g@) (1= (z—y)?)" dy

Qg 1

2

Si on développe I'expression polyndmiale en y et en z,
ona:

(1= (@=9*)" = ety
k=1

avec gy, une application polynémiale. Enfin, par linéarité
de l'intégrale,

prxg(x) = ai Vi 9(y)y* dy] ar(x)
k=0 " V=2

donc p,, *g est polynomiale. g étant continue, on a alors
I'approximation avec p, *x g. On a alors montré le théoréme
de Weiertrass pour g. Pour le montrer pour f, sur [—1,1],
et pour tout application continue définie sur un segment de
R, un petit changement de variables conclut. O

27 Densité d’une trajectoire de pas irrationnel sur le cercle

Référence : Analyse, Xavier GOURDON

Proposition 27.1

Soit a € R irrationnel. Alors I'ensemble

est dense dans [0, 1].

r< {na — |na|,n € N}

On supposera connu le théoreme de WEIERSTRASS trigonométrique, démontré par le théoreme
de FEJER : tout fonction continue 27-périodique peut étre approché par un polyndome trigonomé-

trique pour la norme uniforme.

Démonstration : 1. On note pour toute fonction f
définie sur R continue et 27-périodique :

Montrons que

1 27

Sn(f) f(t) dt

%7
n—+oo 21 [,

e Pour cela, considérons d'abord le cas de polynémes
trigonométriques. On note f,(t) = e'?*. Alors
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1 n
Su(f) = L3 e
k=1

Il s'agit la d'une somme géométrique de raison diffé-
rente de 1 puisque « est irrationnel.

11— eQMrpa(nJrl)

Sp(f) = ——F—%—

n 1— e?m’pa

On réorganise en factorisant par I'angle moitié, pour
avoir :

e'mPe sin(mpa(n + 1
Sulf) = =  sin(mpa(n +1)
sin(pmra) n
Ainsi,
1 1 27
1Sn(f)] < 0

nsin(mpa) n—oo T or 0

La linéarité de S permet de conclure le résultat pour
toute application polynomiale d'un point de vue trigonomé-
trique.

e Soit f € C°(R) 27-périodique. Soit € > 0. Par le
théoreme de Weierstass trigonométrique, il existe un poly-
néme trigonométrique p tel que

If =Pl <e
Ainsi, par un découpage, et pour n assez grand,
1 27

Sn(f) o

2 0

Ft) dt’ < 3e

d'ou le résultat.

2. Montrons la propriété. Supposons que I' ne soit pas
dense dans [0, 1]. Alors il existe une boule dans [0, 1] qui ne
rencontre pas I'. Autrement dit, il existe z € [0,1] et e > 0
tel que

[x—e,z+elN =0

On construit f une application continue positive 27-
périodique en triangle de sorte que f soit strictement posi-
tive sur Jx — &,z + ¢[, et nulle ailleurs sur [0, 27].

Alors, puisque pour tout n € N,

no — |nal ¢ [z —e,x+ €

on a:

Vn €N, f(2mna) =0

donc S, (f) = 0, pour tout n € N, donc tend vers 0.
Or,

1 2

%0 f:€>0

Et il s’agit de la limite de S,,(f) par 1. D'oul la contra-
diction. O

28 Rayon spectral et normes

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Francois ROUVIERE
Un petit pele-méle de résultat, dont le dernier qui est utile pour montrer par exemple le théo-
reme de CAYLEY-HAMILTON sur C par un argument analytique.

Proposition 28.1 : Rayon spectral, norme et convergence

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(F). Les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) Il existe une norme ||-|| ; sur E telle quessi |- - est sa norme subordonnée, |[ul| ;g <

I,
(i) plu) <1;

(iii) La suite (u™), converge vers I'endomorphisme nul.

\

Remarque : I’équivalence des normes en dimension finie nous dispense de préciser pour quelle

norme les convergences ont lieu.
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Démonstration : [(i) = (ii)] Soient A € o(u) et
x € E vecteur propre associé. Alors

u(e) = Az @) < | 32 pla)* VP ()| max o]
A€o (u)
Donc,
ol P, , est un polynéme de C[X], de coefficients com-
[u(@)||g = Mzl g < llullzmllzllg posés de terme du type |lu — Aid||, et de termes provenant
du coefficient binomial. Or, on suppose ici p(u) < 1, et
m(A) < d, donc

Puisque = # 0, il suit que

< 1 _
A€o (W), Al < llelleem < [ @) < ()™= Put) s
Enfin, 2 —— max)c,(y) [|2A]| définit une norme sur E,
et puisque toutes les normes sont équivalentes sur F, il suit
finalement qu'il existe k > 0 tel que

d'ol p(u) < 1.
[(ii) == (iii)] Le théoreme de Cayley-Hamilton et le
lemme des noyaux nous fournit la décomposition suivante :

n n—d
E= D ker ((uf/\idE)m(A)) - P nw [u™]] < Kp(u)"“Py(n)
A€o (u) A€o (u) qui tend vers 0 lorsque [n — 400]. Par équivalence des
normes, c’est le cas pour toute norme.
Soit zx € I'x(u). Pour n.>m(A) : [(iii) = (i)] Soit N une norme, de norme subordon-

née N. Par hypothése, il existe pg € N tel que
u™(xy) = (u— Aidg + Aidg)"™ ()

\/ (7,P0+1
On développe grace au binéme de Newton, et on utilise N (u )<1

le fait que (u— Aidg)(zx)" = 0 pour k = m(X) : On définit alors une nouvelle norme |||, sur E par :
4éf. >
- ol 3 M)
n . n— E
u(xy) = pE:O (k) (u — Xid)F(zy) A"k k=0

Il s'agit bien d'une norme, puisque N(x) < ||z|/5. De
Par la décomposition de FE, il suit que lorsque z = plus, par construction, et télescopage :
Y e Ty, etn>d:

7 lu(@)llg — llzll = N (™) — N()

() Donc, par définition de la norme subordonnée sur IV,

u(z) = Z Z Ak (Z) (u — Nid)* (2x) pour tout z # 0 :

Aeo(u) | k=0

lu(@)llp = |zl = (N(u”* = 1) N(z) <0

Soit ||| une norme sur E. Par I'inégalité triangulaire,
Ainsi,
m(X)
lu" (@) < ) |>\|”’“(Z> (| (u — Aid)® (| Vo € E, |u(z)| g < l|lzllg
A€o (u) | k=0 Et puisque {x € E, ||z||; = 1} est compact, la norme

e 3 subordonnée associée est atteinte, et donc
Or, par définition de la norme subordonnée (on la

note de la mé&me maniére), et par propriété de sous-

e max ||u(z)] < max [|z|| =1
multiplicativité, lz)| =1

llzll=1
Autrement dit,

(u— Aid)* (2| < Ju— Aid||* max ||z,
I 1 Neo(u) lull oy <1

Il suit que Ce qui conclut la démonstration. O
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Proposition 28.2 : Infimum sur les normes subordonnées

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E). Alors

p(u) =

||'||€Vsub

ou Vs désigne I'ensemble des normes subordonées dans E.

[l

Démonstration :
tout A € o(u),

Al < Jull (g

Ainsi, pour toute norme ||-[| ) € vsub, €t pour tout
ue L(E),

p(u) < lull (g
Puis, constatons que pour tout o € C,

plau) = |alp(u)
Soit € > 0. Alors d'apres la remarque,

g (p(u;; 6) N p(fb()ui =<t

On est alors en présence du point (ii) de la proposition
précédente. D'apres (i), il existe alors une norme ||-||. € vsup
telle que

Proposition 28.3 : Rayon spectral et norme

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie. Alors pour tout u € L(E) et pour tout norme

-]l de E,

p(u) =

Soit |||z une norme sur E. Pour

lim |ju"|"
n—-+o0o

<1

€

HP(U) +e
D'ol
[ulle < p(u) +¢
Bilan : pour tout ¢ > 0, il existe un élément ||-||. € veub
tel que
plu) < lull. < p(u) +¢

Par propriété de la borne inférieure, il suit alors que
inf ||u|
Il €vsub

p(u) =

Constatons que cette borne inférieure n’est pas atteinte,
car p n'est pas une norme : p(u) = 0 pour u nilpotent.

O

\

Démonstration : e Constatons dans un premier temps
que si o(u) = {\;,1 <7< n} alors

o(uf) = {\F 1 <i<n}

En effet, si A € o(u), alors \* € o(u™), d'ou l'in-
clusion réciproque. Puis, si u € o(u™), on note F o
ker(u" — pidg). L'endomorphisme w|, admet une valeur
propre, puisque F est un C-espace vectoriel, et que C est
algébriquement clos. On la note A. Si y € I est vecteur
propre associé,

donc

Puisque y € F', on a aussi

u"(y) = py
d’'ou, puisque y est non nul, u = A", d'ou l'inclusion
directe.
e Par conséquent, pour tout norme |[|-|| € vgyp :

p(u)" = p(u”) < [lu”||

1
plu) < [l
e Puis, parle méme type d'astuce que la proposition

précédente, on se donne € > 0. Alors

g <p<u;b+ ) - p(Z(;ﬁ e
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donc par la premiére proposition, donc pour tout norme ||-|| € veub,
u k 1
0 = 1l I~

o) = p(w) = lim_[u"|

Ainsi, il existe un rang Ny tel que pour tout n > Ny, o,
Enfin, I'équivalence des normes permet de conclure au

”un”% < pu) +¢ résultat pour toutes les normes de F, puisque

e Bilan, pour toute norme ||-|| € vsub, pour tout & > 0, N
il existe un rang N pour tout n > N, ve>0,0% ——1
1
[l I* = plw)| < e O

29 Théoreme des extrema liés par le théoreme d’inversion
locale

Références :
— Calcul différentiel, André AVEZ;
— Petit guide de calcul différentiel, Francois ROUVIERE ;
— Analyse, Xavier GOURDON

Théoréme 29.1 : Théoréme des extrema liés

Soient f, gy, - , g, des applications définies sur un ouvert U de R" a valeurs réelles de classe
C'. On note
déf.
XE{zeUln(x)=-=g(x) =0}
On suppose que :

* f admet un extremum local en a € X ;

« la famille de formes linéaires (dgi(a), - ,dg.(a)) est libre.

Alors il existe A1, -+, A\, € R tels que

df(a) = zi: Ardgr(a)

Démonstration : On note a = («, 8) € R®* xR", avec trice en question est (gi? (a)) . Elle est alors inver-
it agiggr

— H H n\/
rts=mn La. famille (dgk(a)hg:@_eStfl'bre dans (R™), gipje. D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe
donc r < n. Si r = n, alors cette famille forme une base de U’ € R voisinage de a, il existe Q € R® x R” voisinage de

(R™Y’, donc I.e résultat est vrai. Supposons que r < n — 1. a = (a, B) et une application ¢ = (¢1, -+, ¢y) : U' — R”
Alors la matrice de classe C* tel que pour tout (z,y) € R® x R" :

3 3 ) o)

gar(a) - git(a) Fh(a) - Fit(a) (z,y) € Q

. . g1 ($7 y) =0 X c U/
897‘- 8!]7‘- 897‘- agr. : Yy = (b(x)
I (a) - GE (a) dyr (a) - By (a) :
gr(z,y) = 0
est de rang r. On peut en extraire une sous-matrice de et

rang r. Quitte a changer les variables, on suppose que la ma- Autrement dit, X N Q = T s'écrit
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Autrement dit, la matrice

I={reQ3rel, z=(z,6(z))}

&fini r. 9 d 9 d
On définit pour tout z € U’ : ngl(a) gﬁ(a) gé(@ g?;r(a)
a1 (4 1(g) Qar(q, 1(a
h(z) = £, 6(2)) oer0) G a) Gla) 5 (0)

Alors h admet un extremum local en «, puisque h(a) = 9. 9. 9 99,
- B o Ym() RE@ o S

f(a). Enfin, & € U’ ouvert, donc par caractérisation d'un
point critique, pour tout 1 <7< s

oh
oz, () =0

Par le théoreme des fonctions composées,

axz Z
Donc, on a bien

en dérivant par rapport a la i-éme variable

il existe pg,---, pur € R tels que

)+ Z prdgr(a

r + 1 lignes sont liées :

podf(a

3¢k

3xz (a) =0

5yk

Puis,
gk(z,0(x)) =0sur U’ en o : ”
a) = Ardgx(a)
agk 5¢k 3gk _ k=1
axz Z 83:1 8a:k ) =0

30 Théoreme spectral par le théoreme des extrema liés

Référence : Calcul différentiel, André AVEZ

est de rang au plus r en constatant les relations de dé-
pendance décrites précédemment sur les colonnes. Ainsi, les

Avec 9 # 0 sans quoi la famille (dgx(a)) est liée.

Théoréme 30.1 : Théoréeme spectral

Soit £ un R-espace vectoriel préhilbertien de dimension finie. Soit w € £(E) un endomorphisme
symétrique :
Ve, y € B, (u(),y) = (z,uy))

Alors il existe une base (e;)1<i<, orthonormée dans laquelle u est diagonalisable.

~

Démonstration : Pour tout x € FE, on définit Notons g(x) =

|z||* — 1. Alors pour tout z € E et

heFE:
déf.
F(z) = (u(z),z)
d ~h=2(z,h

Alors F est de classe C! sur E avec pour tout € E 9(x) (. h)
ethe E: La forme différentielle dg(x) est non nulle, donc forme
une famille libre. Par le théoréme des extrema liés, il existe

dF(z)-h =2(Ax,h) A € R tel que

la sphere S

Puisque E est de dimension finie, _
0B(0,1) est compacte. Il existe alors zy € S tel que dF (o) = Adg(wo)
Ainsi, pour tout h € E :

F(x9) = max F(y)

yes
2(u(xg), h) = 2X(zo, h)

Utilisons le théoréme des extrema liés sur la sous-variété

S d'od
1= 0}

u(xog) = Az

s ={lal” -
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Pour h = xg, on obtient A = (u(xg),zo) = F(xo). Donc I'espace F . Vect(zg)* est stable par u. De

Ainsi, si xg réalise le maximum de F, xg est vecteur plus, u), est symétrique, avec dim F' = dim E — 1. Ainsi,
propre pour u pour la valeur propre F(zg). De plus, si

par récurrence, on conclut sur le fait que u admet une base
y € Vect(xg)* alors

de vecteurs propres deux a deux orthogonaux, et de norme
(u(y), z0) = (y,u(xo)) = F(z0)(y, o) 1. Donc u admet une base orthonormée de vecteurs propres.
Soit encore O

(uly), o) =

31 Minimisation de P’entropie dans le cas d’un équilibre
thermique

Références :
— Petit guide de calcul différentiel, Francois ROUVIERE ;
— Thermodynamique fondamentale, Robert BEDORET

La situation de physique statistique est la suivante : on considere un systéme > a {2 états
(#2 = Q). Chaque état possede une énergie E;, supposée constante dans le cas d'un équilibre
thermique. On cherche les probabilités p; d’étre dans I’état ¢ qui maximise I’entropie S :

S(p) R, > piln(p;)

i=1
Dans le cas du systeme considéré, on suppose que ’énergie totale est constante, définie ici par

Q
E=) Ep

=1

Enfin, on suppose qu'un état est uniquement déterminé par la donnée de son énergie E; : on
suppose que les E; sont distincts.

Proposition 31.1 : Entropie dans un état d’équilibre thermique ~
Soit 2 > 2. On considére E1,--- , Fq € R deux a deux distincts, et £ € R. On considére
pi >
déf.

Po = < (p1,-++,pa) ER?| S¥ip =
YL Ep; =

DjHO

Q
Alors |'application S : (Ri) — R définie par

§ Q
Sp) € - pilnp;
=1

admet un unique maximum sur Pq, atteint en p* donné par :

avec f ERet Z = Z?Zl e BE:
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. . , Q
Démonstration : e L'espace (R%)" est un ouvert de
R, et on cherche 3 minimiser S sur Pq. S est de classe C1.
Les applications p — Z?zl pi—letp+— E?:l piE;—F
sont C sur (]Rj_) . Enfin, ces applications ont pour gra-

. . déf. .
dient (pris en p) 1 = (Dicica et (Ei)igigo, qui sont
libres car les F; sont deux a deux distincts. De plus,
—928 = i > 0, donc —S est convexe, donc S admet un

unique maximum sur (Ri)g Supposons que ce minimum
p* soit dans Pgq.
e On se trouve alors dans le cadre de |'application du
théoréme des extrema liés. Il existe o, 8 € R tels que
£y
VS(p*)=al+4| :
Eq
Autrement dit, pour tout i € [1,9],
—In(p;) = o’ + BE;
La condition de normalisation de p implique que

Q

=3 e g
i=1
La condition d'équilibre thermique implique elle que

1 Q
—— Y EePPi=F
Z(B) ;

D’ou

1 Q
70 2B = B)e PP =0
=1

Enfin, une multiplication par e® donne finalement la
condition

Q
> (Ei— B)e PEE =0

i=1
On définit sur R :

Q

f2) € 3 (B~ B)ethP)

i=1

e Montrons que f est bijective de R dans R. D'une
part, il existe un élément iy tel que E;, — E > 0. En effet,
si cela n'est pas le cas, puisque

Q

D (B —E)pi=0

i=1

Alors tous les F; sont égaux a E, ce qui est exclu par hy-
pothése. Ainsi, le terme en iy permet d'affirmer (les autres
termes tendent soit vers 0 vers +00) :

f@) o +oe

De méme, il existe ¢; tel que E;;, — E <0, donc

flx) —— —o0

Tr—r—00
Enfin, f est dérivable sur R avec pour tout x € R,

Q
f(z)= Z(EZ — E)?2e*EimE) 5
i=1
donc f est strictement croissante sur R. Il suit que
f est une bijection de R dans R. Par conséquent, définir
B comme solution de f(—3) = 0 permet d'affirmer qu'il

existe un unique 8 € R tel que pf = %676&_ 0

32 Espaces de Holder : complétude, compacité, connexité

Référence : Analyse pour l'agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC

32.1 Complétude

Proposition 32.1 : Autour de I'espace C*“ ~N

Pour 0 < a < 1, © C R un ouvert de R, I'espace C%*(Q) défini par :

OO,a(Q) dﬁ-

est un espace vectoriel normé complet, pour la norme

{u € L>*(Q)

sup
TFY
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Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

u(z) — u(y)|
llg o & [l foo + sup ot
% L zy |x - y‘a

Cette norme définit de plus une norme d'algébre sur C%%(Q2), i constante prés :

Vu,v € C**(Q),3C > 0, uvllyq < Cllullgollv]

0,

Cette propriété se généralise sur R", d’ou la présentation avec €2 de cette propriété.

Démonstration : e Soit (f,), une suite de Cauchy e Montrons qu'il s'agit d'une algébre. Notons
sur C%(€2), pour la norme [[Ilo.o : POUr tout e > 0, il existe
un rang N tel que [u]o.o = Sup [u(z) — u(y)|

’ THy |.’L‘ - y|o¢
Vn = N,Vp e N, ”fnJr;D - fn”o,a S¢

o Soient u,v € C%*(£2). Alors, de la méme maniére qu'on
Alors en particulier

le montrer pour montrer que le produit de limites et |a limite

de produits,
[ wtpllo.q = Walloa| < Ity = fallo,e <
_ lu(z)v(x) — u(y)v(y)| < u(z)|[v(z) — v(y)|
donc la suite (an||0a) est de Cauchy sur R, donc + Jo@)|July) — u(=)|
/n
bornée. On note M un majorant de || f,l[, - o
Soit z € Q. Alors Ainsi,

[frtp(@) = (@) < fntp = Full oo < Mfntp = Fulloo  [u(@)o(@)—u(y)oy)| < (Jull poloa + 0] oo [u]o,0) |2y

donc la suite (f,(z)), est de Cauchy sur R, donc donc uv € oo
converge vers un élément f(z) € R. Montrons que f €

0 e De plus,
C%®. D'une part, pour tout n € N, et x € Q :

|f (l‘)‘ < Hf HO <M [UU]O,Q < HUHLOO[”]O,Q + HU”LOO[U]O,OL

donc |f(z)] < M, donc f € L*°(Q). Puis, pour tout Et puisque
z,y € QetneN:
[wv]l oo < Ml s V]l Lo

[fn(@) = fa(O)] < [ fnllo.ole =yl < Mz —y[* Il suit qu’en fait

Donc, par convergence simple

[wvllg o < Nlull g 10llg o + V]l oo [lul

0,
[f(2) = fy)] < Ml —y[*
donc f € C%(9), ce qui conclut sur la complétude de D’ol le résultat sur la norme d’algébre a constante pres.
C%2(Q) muni de sa norme. O
1l suit que l'inclusion C%* —s L>(R) est continue (de norme égale a 1).
Proposition 32.2 : Autour de I'espace C** ~

Pour k e N*et 0 < a <1, Q CR un ouvert de R, I'espace C”“"(Q) défini par récurrence :

cro(Q) = {ue CHQ) NL=®(Q)[¥0 < B < k,u® € c°*}

est un espace vectoriel normé complet, pour la norme
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k
déf.
Il % 32 |2,

Cette norme définit de plus une norme d'algébre sur C**(2), 3 constante pres :

V’LL,'U S Ck@(Q)’ 3C > 0’ “uv“lc,a < C”“Hk,a”””k,a

Il suit que l'inclusion C** — L>(R) est continue (de norme égale & 1).

32.2 Compacité des injections entres espaces de Holder

Proposition 32.3 : Inclusion compacte entre les espaces C*° ~N

Soit 2 un ouvert borné de R.

1. Soit 0 < o < &' < 1. Alors I'inclusion

i (C*(R), IHllow) — (), Illo)

- yo s / ZE=3N
est compacte : si B désigne la boule unité de C** pour la norme ||, ., alors i(B) est

. . . P / o . /
compact. Autrement dit, si une suite (u,), est bornée dans C*?" alors il existe u € C**" et
une extractrice ¢ telle que ug,) converge vers u pour la norme associée a C**, pour tout
0<a<d.

2. Plus généralement, soient k, k' deux entiers, et o, o’ €]0,1[. Si k + «a > k' + o alors
L'inclusion

5 (C@, I llkw) — (€ (@), Ml o)

est compacte.

| Lemme 32.1 : Estimation entre C* |

Soit 2 un ouvert quelconque de R. Soient 0 < o < a < 1. Alors pour tout € > 0 et pour
tout u € C%*(9Q),

2 o,
foller < (2 +1) e + 2= el

Par définition, pour tout

u € C%(Q),
lu(x) —u(y)| _ [uw(@) —uw@y)| 4o a—a’
—— < ¢ < lullg 48
lulls = llull oo + [u]o.or ==yl ==l
Soit € > 0. Si | — y| > ¢, alors Bilan,
ju(a) — u(y)| _ 2ol
’ ~X ’ —_ —_
gl S e oo < sup HEZUOL g, 1)t
. T —y T —y
Si |z —y| <&, alors Ixfjf’gs |mij<€
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donc

2||ull o

e

[Wo.or < + [lullg 0

D’ou

2
o < (=

o
n 1) ull o + 2%l

Le lemme suivant utilise le théoreme d’ASCOLI.

Lemme 32.2 : Compacité entre espace de Holder et espace de fonctions continues ]

Soit €2 un ouvert borné de R. Alors il existe une injection

L (CO’O‘(Q), ||'||o,a) — (CO(Q)a ||||L°°)

qui soit compacte.

Construisons cette
injection. Soit u € C%(Q).
Soit zg € 90 (si O est vide, 'inclusion est une in-
clusion triviale). Alors zg € Q, donc est limite d’une suite
(n)n € Q. Pour tout n,p € N :

[u(Tnsp) — w(Tn)| < [U]o,0lTntp — Tnl®
Ainsi, (u(zy))n est de Cauchy dans R donc converge
vers £ € R.

Pour affirmer qu'on a su définir u(zo) = lim u(x,,), il
reste 3 montrer que cette limite ne dépend pas de x,,. Sup-
posons que (y,), € QN converge vers zg. Alors (u(y,))n
converge vers £/ € R. Or, puisque u est dans I'espace de
Holder,

|U(5En) - u(yn)‘ < [U]O,a Ly — yn|a

Un passage a limite, et la continuité de u, permet de
conclure que £ = ¢'.
On définit alors le prolongement de u, que I'on note

par :
i) = {

avec (7,), € QN qui converge vers . Montrons que
@ € C°(Q). On va méme montrer une propriété plus forte :
@ € C%(Q). Soient x,y € Q. Alors il existe une suite (,, ),
t (yn)n de © qui convergent respectivement vers z et y
(si z ou y € Q, on peut choisir une suite constante). Alors
pour tout n € N :

=3}

sur Q
sur 0N

u(z)

limy, 0 u(xn)

[u(n) — u(yn)| < [ulo,a|Tn — ynl®

Par définition du prolongement, il suit immédiatement
que

() — a(y)| < [ulo.alz —y|*
d'otr @ € CO¥(Q) C C°(Q).

Montrons la compacité de cette injection. On se
donne une suite (u,), bornée par un constante M de
C%%(Q). Montrons que (i), admet une extraction conver-
gente. Pour cela, on utilise le théoreme d'Ascoli, en mon-
trant que

U fi,,n e N} cCO(Q)

est relativement compact dans (C°(€), ||-|| ;. ). Notons
que € est compact, ce qui nous place bien dans le cadre de
I"application de ce théoreme.
Soit 2 € Q. Alors U est équicontinue en z. En effet,
pour § > 0, pour i, € U et |[x —y| <4,

[t (x) — U (y)| < M6

Soit = € Q. Alors puisque

[tnllg,0 < M

[l suit que (&n(x))n est une suite bornée, donc I'en-
semble

{ii,(x),n e N} € Q
est relativement compact.

Les deux hypothéses du théoremes sont vérifiées, il
suit d'aprés Ascoli que U est relativement compact pour
[l c'est-a-dire que la suite (@), admet bien une
extraction qui converge pour la norme de la convergence
uniforme.

Avec ces deux lemmes démontrés, on est paré a démontrer la compacité des applications de la

proposition 32.3.
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Démonstration : [1.] On considére une suite (uy ), €
C%%(€)). On note M un majorant de cette suite. D'aprés

le deuxiéme lemme, il existe une extraction ¢ et u € C°(Q) |tgny — UHO’Q, < (EL/ + 1) |tgmy — ul|
telle que + ga—o H“ — U () ||O,a
||U¢>(n) - “HLoo — 0 Pour n assez grand, il suit alors que

Or, puisque u,, est bornée pour |-||, . on a pour tout

z,y €Q: H%(n) - UHM, <2Me™ ™ 42 ¢

N Puisque 0 < a < o’ < 1, cela conclut que
[tg(n) (@) = upn) (y)| < Mz —y|

. U —u —0
Donc, par convergence simple H ¢(n) HO,a’ n—00
d’'ou la compacité de I'inclusion

u(z) —u(y)] < M|z —y|*

donc u € CO(€). Donc gy — u € C**(€), pour 2 (€ @) o) — (€1l )
tout n € N. Par le premier lemme, il suit que pour € > 0 et
o <a: O

Une conséquence tres utile pour la derniere sous-parties est I'estimation suivante :

Proposition 32.4 : Estimation entre espaces C** ~

Soit 2 un ouvert borné de R. Soient k < k' et v €]0, 1[. Alors pour tout € > 0, il existe une
constante C. > 0 telle que pour tout u € C¥*(Q) :

[ullea < elltlly o+ Cellull oo

Démonstration : Par I'absurde, supposons qu'il existe Il existe une extraction ¢ de v qui converge vers un
g9 > 0 tel que pour tout constante C' > 0, il existe certain v € CH*(Q) pour |-, ,, :
uc € CF2(Q) qui vérifie 7
Vp(n) — U —0
il > ollucl o + Clluc o e = 2o
On dispose alors d'une suite (uy,),, qui vérifie pour tout Par continuité de I'inclusion
neN:
ke (Q) — L=(Q)
l[unlly,o > €ollunller o + nlltnl o

. o o il suit que
Puisque [[unll; , > 0, il suit que u, # 0. On définit
alors
[vsmy = 0ll poe 772 0
v dé‘. Up
" unlly o Ainsi, en passant la limite dans

Alors ||vy]|,, , =1 et H
’ € %(n)” ,
ool + ;0 <

[onllg,o > €0+ nllonll o n

On la réécrit On obtient ||v||, = 0, donc v = 0. Or,
v
oall g + 2 < Pl oall > 20
n
Or, par compacité de I'inclusion donc [[v[|, , = €0 > 0, ce qui contredit v = 0. On a
donc montré I'inégalité par |'absurde.
CH Q) — CFe(Q) O
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32.3 Résolution d’une équation différentielle dans les espaces de HoI-

der en utilisant la connexité

Théoréme 32.1

Soient a €]0,1], a < b € R, ¢ € C**(]a, b[). Alors pour toute fonction f € C%*(]a,b[), et
tous réels ug, u; € R, il existe une unique application u € C**(R) telle que

—u(z) + q(z)u(z) =
u(a) =

u(d) = w

\

f(z) sur ]a,b]

Ug

Montrons d’abord 'unicité. Pour cela, on aura besoin de deux lemmes.

Lemme 32.3 : Principe du maximum pour les opérateurs différentiels quadratiques

Soit Q un ouvert borné de R™. On définit pour u € C°(Q,R) N C?(Q, R) I'opérateur L :

n

Lu(z) = Z a; ;(2)0;05u(x) + > bi(z)0;(z) — c(z)

i=1

avec A(z) = (a;j(x))i; € STH(R), b(z) € R™ et ¢(z) > 0. On suppose que A et b sont
bornés, et qu'il existe iy et une constante Cy > 0 tels que

Vr € Q> Qig io (l‘) = C10
Alors, si pour tout u € C°(Q,R) N C?(Q, R), Lu > 0 sur Q alors

Ve € Q,u(z) < sup ut ()

ol u* désigne le max entre u et 0.

Notons Lg |'opérateur
L auquel on a amputé le terme en ¢ :

n

Lou(z) = Z a;,;(2)0;0;u(x) + Z bi(2)0;(x)

1<i,5<n i=1

Puisque b est une fonction bornée, il existe K > 0 tel
que

Va € Q, [bi, (2)] < K

La stratégie est la suivante : on veut établir le principe
du maximum pour Ly dans ce point. Supposons alors que
Lou > 0 sur Q. Soit € > 0. On va considérer v "proche
de u" qui va vérifier Lov® > Lu(x) + f(e) > 0, ou f est
une perturbation, en déduire que v < supgq v sur ) et
conclure en faisant tendre [¢ — 07].

Pour faciliter le calcul de Lgv, on se place dans un
cadre exponentiel : on considére pour A > 0 que |'on choi-
sirmetz €Q:

yeoN

Alors

Lov®(x) = Lou(x) + (aio,io (2)A% + by, (J:))\) ceMio

On veut faire une majoration indépendante de x du
deuxieéme terme. Puisque 2 est borné, il existe M > 0 tel
que |z;,| < M. Par les hypothéses sur a;, ;, et b;,, on a:

Lov® (z) > Lou(x) + (Co/\2 + K)\) ce M
Choisissons alors \ > Cﬁ :
0
K
Love(z) > Lou(x) + \? (C’o + /\) e M >0

‘Or, v® est continue sur le compact Q donc il existe
g € Q tel que

29
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v®(20) = sup v°(y)
yeQ

Montrons que xg € 0. Supposons que xg € ). Alors
par caractérisation d'un point critique sur un ouvert :

ove
8$i

Et puisqu'il s’agit d'un maximum, la matrice hessienne
de v en x( est négative :

9?ve
(%)) <0
(8%‘8%‘ 1<i,j<n

On note aussi Ag = A(xg). Il suit alors que

($0) =0

déf.
H =

Z i )ﬁ( ) = Tr(AgH)
.7\ %0 8$i8$j To) = 0

1<i,5j<n

Lv® (zp) =

Pour aboutir a une contradiction, montrons que
Tr(AoH) < 0. Pour cela, puisque Ag est symétrique po-
sitive, Ag est diagonalisable avec des valeurs propres posi-
tives. Ainsi,

Tr(AgH) = Tr(DH)

ou D est diagonale composée de coefficients positifs.
Puisque H est composé de coefficients tous négatifs, il suit
que Tr(AoH) < 0, soit encore

Lo’l}a(.’to) < 0
ce qui contredit

Lo”UE (Lﬂo) >0

donc zy € 012, donc pour tout x € €2,

v (x) < sup v*(y)
yeIN

Ainsi, pour tout z € Qete >0:

K
u(z) + ee*io < sup u(y) + ee MM\ (CO + )
yeo A

Ce qui donne lorsque [¢ — 0] :

Vo € Q,u(z) < sup u(y)

yeIN
d’ou le principe du maximum pour Ly id est ¢ = 0.
Revenons au cas général. On définit

Q4 «“ {z € Q,u(z) > 0}
Si Q, = @ alors u(z) < 0 sur Q, donc sur Q, et donc
cela montrerait bien que pour tout x € ) :

u(z) < sup ut(y)
yeIN
Supposons cette fois que 24 # &. Clest un ouvert
bornée de R™ sur lequel Lu(z) > 0. Autrement dit,

Lou(z) > c(x)u(z) = 0

Par le principe du maximum du premier point, pour
tout x € Q4 :

u(z) < sup u(y) =u (yo)
yeEIN
avec yo € 0§24, qui est bien atteint par compacité de
0. Montrons que yg € 9. Si y € Q alors il existe § > 0
tel que pour tout y € B(yo,d), u(y) > 0, donc yo € Oy,
ce qui contredit yo € 0€),. Ainsi, pour tout z € Q0 :

sup ™ (y)
yeoN

u(z) < sup u(y) =
yeoN
C'est un résultat encore vrai sur Q\Q, puisque u(z) <
0 dans ce cas. On a bien finalement montré que pour tout
x€eN:

(

u(x) < sup ut(y)

yeIN

ce qui conclut la démonstration.

Le deuxieme lemme est conséquence de ce premier.

[ Lemme 32.4 ]

Soient a < b, « €]0,1[ et ¢ € C**(]a, b]) positive. Si M désigne ||¢||;~, il existe une constante

C(M) > 0 telle que

Vu € C([a,b]), [[ull o < |u(a)] + [u(b)] + C(M)|u" — qul|

déf. 42

Onnote P =" 75 —q.

On note v le second membre, avec un terme qui est
fonction de z :

v(z) E [ua)] + [u(d)] + g(x)| Pull o
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avec g une bonne fonction que I'on va choisir aprés. On
souhaite montrer que :

u(z)] < v(z)

Si g est bornée, on aura le résultat. Pour cela, on sou-
haite utiliser le principe du maximum avec u et v. On sup-
pose donc g de classe C2. Si on montre que Pu < Pv, on
aura alors

u(@) = (@) < swp (u=v)"(y)
y€{a,b}

Afin d'assurer que u(z) < v(x), on impose que |u(a)| <
v(a) et |u(b)| < v(b). Autrement dit, g est supposée po-
sitive. On fait de méme avec —u, c'est-a-dire on souhaite
avoir Pv < —Pu, qui impliquera —u < v. Enfin,

Pu(x) = Pg(z)||Pul| o

Il serait bien venu que Pg(z) < —1 pour avoir

Po(z) < =[[Pull e < [Pu(z)]

Ce qui permet d'utiliser deux fois le principe du
maximum. Aprés toutes ces observations, on peut alors
construire g, et dérouler la démonstration. Afin de déter-
miner facilement la condition sur les dérivées de g, on va
choisir une expression du type exponentielle. Pour A > 0,
on pose pour tout z € [a, b] :

9(2) déf. Ab—a) _ A(z—a)
g est de classe C*°, positive, décroissante (donc bor-
née). De plus,

Py(z) = (—X* + q(2))e= =) — g(a)eXE=)

Ainsi,

Pg(z) < (X" + M)

Pour imposer Pg(z) < 1, il ne reste plus qu'a considé-
rer que A2 = M + 1. On a donc construit g, et conclut la
phase d'analyse. On fait ensuite la synthése.

On note A & /AT + 1. On définit sur [a,b] :

vV € [a,b], g(z) K gAb—a) _ Az—a)
g est positive, et majorée par e*(®—9)
I'on note C(M). De plus,

, constante que

YV € [a,b], Pg(z) < —1
On définit alors sur [a, b] :

v(z) E [ua)] + [u(®)] + ()| Pul| o

Alors v(a) = |u(a)| et v(b) = |u(b)|. Enfin,

Pu(z) = Pg(x)||Pul| o < =[|Pull o < [Pu()]

Donc en particulier P(u — v) > 0 sur ]a, b[. D'aprés le
principe du maximum du lemme précédent,

u(z) —v(z) < sup(u—v)" <0
{a,b}

d'ol u(z) < v(x). De méme avec —u : ona P(u+v) >
0, ce qui donne

—u(z) < v(x)

D'ou sur [a,b] :

u(@)| < v(@) < ua)] + [u(b)] + C(M)|| Pul| o

Nous pouvons alors conclure en 'existence et I'unicité de la solution de ’équation du théoreme

32.1.

Démonstration e Montrons l'unicité. Si wuq,us
sont solutions alors v = wu; — uy vérifie Pv = 0, avec
v(a) = v(b) = 0. Le lemme précédent conclut alors que
lv]| ;= <0, d’oti v = 0. (tous ces lemmes pour ces quatre
lignes d'unicité...)

e Reste a montrer |'existence de telles solutions. On va
utiliser la notion de connexité ici, c'était ici le but initiale
de toute cette section. L'unicité étant démontrée, on va
I'utiliser de maniére cruciale dans ce contexte.

1. Quitte 3 poser v = u — @ avec @ affine qui vé-
rifie @(a) = u(a) et a(b) = u(b), (et a changer f en
f) on peut supposer que les conditions aux bords sont
nulles, pas que nous allons franchir ici. Supposons alors que
u(a) = u(b) = 0.

2. Introduisons I'ensemble suivant :

Jlu € C?(Ja, b]) tel que
—u" +t-qu= fsur]a,b
u(a) =u(b) =0

déf.

A=<(tel0,1]

On veut montrer que A = [0,1], auquel cas t = 1 per-
mettra de conclure au théoréme 32.1. Pour cela, on utilise
la connexité de [0, 1] : montrons que A est non vide, ouvert
et fermé dans [0,1]. On va pour cela interpréter A diffé-
remment : pour tout ¢ € [0,1], on définit I'opérateur P,
par :

P E — CO7Q(]avb[)
lu o — =+ tqu
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ou

g% {u e c**(Ja,b]),u(a) = u(b) = 0}

D’apres I'unicité, puisque 0 < tq < ||gf| o, Si u est
solution de Pyu = f, cette solution est unique. Autrement
dit, si u est solution de Pyu = f alors t € A. Puisque A est
I'ensemble des points ¢ tels que P, est inversible, on vient
de montrer qu'il s'agit plus généralement de I'ensemble des
points ol P; est surjectif. En d'autres termes, il suffit d'ex-
hiber une solution pour conclure a I'appartenance de t a A
ou non.

3. A est non vide. En effet, 0 € A. Une solution de
—u" = f avec u(a) = u(b) = 0 est donnée par :

u(z) = —/: (/atf(x) ds) dt + C(z — a)
(e
donc 0 € A.

4. Montrons que A est ouvert. Soit ty € A. Par l'inter-
prétation de A avec l'opérateur P;, il existe un opérateur
R;, tel que

O:

Pto o Rto = idCD'O‘(]a,b[)
Notons F' = C%%(]a,b]) pour faciliter les notations.
Pour tout ¢ € [0, 1],
PtoRtO :idF+(Pt_Pt0)ORto

Puisque (Co’a, ||'||o,a) est un espace de Banach par la

premiére sous-section, montrons qu'il existe § > 0 tel que
pour tout t €tg — §,to + J] et pour tout u € C%(]a, b]) :

(P = Pio)ullg o

<1
2,0

sup
ueE
u#0

Cela conclura en l'inversibilité de P;.

1(F = ProJullg, = 1t = tolllqullo,q

Or, par définition de la norme ||-|; ,

lqu(z) — qu(y)|

qu = ||qU|| oo + SUD < gl o0 [|w
lqullg o = llqull, o S o < llallpeellullg o

Il suit

(P = Pry)ully o < Mt —tol[Jully,

Enfin, par définition de la norme ||-||, , :

2
llg,o <3 [ = lully
=0 0,

on obtient :

1(Pr = Prg)ullg o < Mt —=tolllully 4

D'ou
P, — P)u
sup —H( ‘ t) ||o,a <Mt—tol <1
ueE [ull2,q
u#0

pour [t —to| < ;. Par conséquent, P, est inversible

pour t € [to — 47, t0 + 37 [, donc Jto — 25,80 + 77 [ C 4,
donc A est ouvert dans [0, 1].

5. Montrons que A est fermé par caractérisation sé-
quentielle. Soit (t,)nen € AN une suite convergente vers
t* € [0,1]. Montrons que t* € A. Par hypothése, on dis-
pose d'une suite (u,,), d'éléments de C>%(Ja,b|) tels que

up(a) =up(b) = 0

Le plan est le suivant :

* Montrons que (uy), est bornée pour la norme
||'||2,o¢ ;

* La compacité de l'injection entre C%%(]a,b[) et
C%* (Ja,b[) pour 0 < o’ < « nous fournit une ex-
traction de (uy,), qui va converger, pour la norme

-ll20r i
x Cette valeur d'adhérence est solution de Pyu = f.

= Montrons que (uy,), est bornée sur C%%(]a, b[). Par
définition de cette norme :

”un”Q,a = ”Un”o,a + ”u;L”o,a + [Juy, |0,a

Notre mission, si nous I'acceptons, est de s'occuper de
chacun de ces termes, et de les majorer par une constante
ou une constante multipliée par ||u,||, . D'abord, il s'agit
de constater que ’

”Un”z,a = Hun\lm + ”uZ”o,a

Le premier terme provient des lemmes et propositions
précédentes (c'est ici que cela sert). Par I'estimation entre
les espaces C* de la proposition 32.4, on a aussi pour
tout € > 0, 'existence de C. > 0 tel que

||UnH1,a < EHUn”g,a + Cellunll

Or, puisque 0 < t,q < M, le lemme 32.4 assure alors
que

[tnll oo < C(M)[|F L

Ainsi, en se fixant € > 0 que |'on choisira par la suite :
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[unlly o < ellunlly o + CeCM)|f L

Pour le deuxiéme terme, on utilise le théoréme belge et
le secret de I'analyse :

HUZHO,@ < luy, — tnqunHo,a + thqun”o,a

Le premier terme n'est autre que | f||,,. Quand au
deuxiéme, on fait apparaitre M et on constante que t,, < 1:

lunlloa < 1o, + Mllunlloq

Or, [lunllgy < llunll,, (on pourrait aussi sire que
c'est inférieur a ||+, ,, mais cela ne nous aidera pas pour
conclure), donc par I'estimation en fonction de ¢ :

lunllo,q < [flloq + MCOM)Ce|| fll oo +eMunlly
Il ne reste plus qu'a tout remettre en place :
unllee < ellunlly o+ CeCM)f] Lo
+ [ flloe + MOM)Ce||fll oo +eMllunlly,
Ainsi,
(1—e=Me)funlyo < CCM)fllLe +[[fllo,q
+ MCOM)Ce||f] 1

Le terme de droite est indépendant de n. Choisissons
€ > 0 assez petit tel que

—_

1l—e—Me> -

w

Pour finalement avoir

[unllye < 3CCM)| [l + 3 fllo.q
+ C

SMC(M)Ce| £ o

Ainsi, on a enfin bien réussi a montrer que (), est
bornée pour |||, ..
> Soit 0 < o < «. L'application

e (€ Qa b H0) — (€2 (oD [l 00)

est compacte : toute suite bornée de C> admet des
valeurs d’'adhérence pour la norme C% . Il existe alors
u* € C* (Ja,b[) et ¢ une extractrice telle que

[wony = u*|ly 0 =0

n—oo

Alors u* € C%(]a,b[). Pour cela, si M est un majo-
rant de (uy), pour la norme [|-[|, ,, on a:

[un () = un(y)| < Moz —y[*

Idem pour ses dérivées. Un passage a la limite permet
de conclure que u* € C%® (I'interversion limite dérivée pro-
vient des convergences uniformes des dérivées vers u*).

> |l suit alors, toujours par convergence uniforme, en
passant a la limite dans

—ull + toquy, = f

que

_(u*)// +tqut = f

avec u*(a) = u*(b) = 0. Ainsi, t* € A. On a donc
conclu a propos du caractére fermé de A.

6. On a fini la démonstration : A est non vide, ouvert

et fermé dans le connexe [0,1]. Il suit que A = [0,1]. En

particulier, pour 1 € A, on a démontré le théoreme avec

|'existence et |'unicité de solutions. O

33 Topologie engendrée, topologie produit, connexité d’une

topologie produit

Référence : Topologie générale, Hervé QUEFFELEC
Plus qu’un résultat pouvant étre inscrit dans une legon, cette section est une section de révision

de topologie générale.

Le cadre est le suivant. Soit I un ensemble, (Y;);c; une famille d’espaces topologiques munie
de la topologie 7;, X un ensemble et (f;);c; une famille d’applications de X a valeurs dans Y;. On
souhaiterait définir le terme « f; est continue », donc définir une structure d’espace topologique

(X, Tr) (IT comme « produit ») telle que

Vie ILYQ; € T, f71(%) € T

Autrement dit, on voudrait une propriété du type
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N /f () e T

icl
On considere alors la topologie engendrée par ces intersections finies.
Définition 33.1

Soit X un ensemble. On considére ¥ C P(X). Alors la topologie engendrée par 3, que I'on
note 7 (X), est la plus petite topologie qui contient X :

~

TS (8
T topologie
XCT

On peut donner une description plus explicite de cette topologie : 7(X) est constituée des
unions d'intersections finies d'éléments de X :

K ensemble quelconque
T(X) = U ﬂSZ Vk e K, #I; < oo
keK i€l S’L (= M

avec la convention N, = X et U, = &. X est alorz appelée pseudo-base de T(X). 3 est une
base de cette topologie si tout ouvert de cette topologie s'écrit comme union (quelconque)
d'éléments de X.

On définit alors la notion de topologie initiale.
Définition 33.2

Soient X un ensemble, (Y;,7;)icr une famille d'espaces topologiques, et f; : X — Y; des
applications. On définit la topologie initiale pour les f; par :

~

, J cI
TET|ICN L) | ] < +oo
jeJ 95 € 1

Une base de cette topologie est alors donnée par ces intersections finies.

Cette topologie dépend de la famille (f;);c;. Cest la topologie la moins fine qui rende toutes
les f; continues : pour toute topologie 7" sur X, si pour tout ; € T;, f; () € T, alors T; C T".

Ce résultat peut s’appliquer dans le cas des espaces topologiques produits. Si (X;);cr est une
famille d’ensemble, on définit son produit cartésien de la sorte :

el el

Lorsque les (X;);cr sont des espaces topologiques munis d’une topologie 7;, on souhaite munir
[I,cr Xi d'un espace topologique qui rende compte des propriétés topologiques de X;. On définit
les projections 7; su produit [[;c; X; par :

W,.<HieIXi — Xi)
v f — f(2)

On pose alors pour X = [[;c; X; la topologie produit, que 1'on note Ty (II comme « produit »)
comme étant la topologie initiale associée aux m; :

Viel, f(i)e Xi}
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1] < oo
Ta=T | Nm ()| J cI
j€J Q €T,

Munie de la topologie produit, montrons la propriété de connexité suivante.

Proposition 33.1

\
Soit (X;);er une famille d'espaces topologiques, munie des topologies (7;);c;. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout i € I, X; est connexe;

(ii) Le produit [T;c; X; muni de la topologie produit est connexe.

On rappelle qu’un espace topologique X est connexe si et seulement si toute application ¢ :
X — Z continue pour la topologie de R liée a la valeur absolue induite sur Z (c’est aussi la
topologie discrete sur Z, donc c’est juste P(Z)) est constante.

Démonstration : [(ii) = (i)] Supposons que
[I;c; Xi est connexe, pour la topologie produit. L'appli-
cation m; de projection est alors continue. De plus, X = H Xj | x HXi
jeJ i¢J
Quitte a réindéxer, supposons que J = [1,n]. L'élé-
Xi=m; HXJ ment a € [[,c; Xi s'écrit a = (a,--- ,an,y), avec y €
Jel I1;¢, X;- L'application
L'image d'un espace connexe par une application conti-
. X1 — Z
nue est connexe. Donc X; est connexe pour tout ¢ € I.
T — QD(SCl,CLQ,"‘ ,an,y)

[(i) = (ii)] Supposons que pour tout i € I, X; est
connexe. Soit ¢ : Hiel X; — Z une application continue. est continue, et X7 est connexe, donc cette application
Soit a € [];.; Xi. Par continuité de ¢, il existe un voisinage est constante, donc égale a (a). Ainsi,

V de a tel que
Vo € X1, (21,09, ,an,y) = ¢(a)

Ve eV, p(r) = pla)] <1 De la méme maniére, c'est vrai pour toutes les appli-

Donc ¢(z) = p(a) sur V. Puisque V € 7y, de base les cations zj — (L1, Tp—1, Thy kg1, 5 An, Y), POUT
intersections finies ﬂje]p;l(ﬁj), ol Q; € T;, V contient toUt Zi € Xi. Ainsi, pour tout y € [[;¢; Xj,

un ouvert de la forme
( HjeJXj — Z, )
(-Tlv"' ,l’n) — 90(1’1"" 7xnay)

Vv Q; | x X; J ,
- H J (H ’) 8] < o0 est constante. Puisque ¢ est déja constante sur V D
jET i¢J _
[T;e; € x 145 Xj. ¢ est en fait constante sur tout X.
De sorte que Donc ], Xi est connexe. O

34 Equation de la chaleur en dimension 1

Référence : Analyse pour l'agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC
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Théoréme 34.1 : Equation de la chaleur en dimension 1 >

Soit L > 0. On note @ dﬁ']O, L[x]0,400[. Soit h € C'([0, L]) tel que h(0) = h(L) = 0. Alors
il existe une unique fonction u € C°(Q) N C*(Q) telle que :

Ou = 0% sur Q
u(0,t) =u(L,t) = 0pourt>=0
u(z,0) = h(z) sur [0, L]

Elle est donnée par

Ry nmwx —n2n?t
u(z,t) =) by,sin <—> exp (—)
2L bl %

g 2 [T nwT
Vn € N* b, o —/ h(x) sin (—) dz
L) ™) L

On va faire une démonstration avec d’une part existence et d’autre part unicité. Pour 'unicité,
on va montrer le lemme suivant.

Lemme 34.1 : Principe du maximum pour I’équation de la chaleur

Pour L > 0, on note @ =]0, L[x]0, +oo[. Soit u € C°(Q) N C*(Q) telle que

sur (). Alors
VI'>0, sup u= sup u
[0,L]x[0,T] [0,L]x[0,T]NOQ
On note P % 92 — 0. Puisque K est compact, u. admet un maximum qu'il
Soit & > 0. On définit atteint en un point que I'on nomme m, def. (ze,te) -
déf. 2
= u(z,t) +ex ue(me) = sup ue(m)

V(z,t) € Q,uc(z,t)
. déf. mek
Soit T > 0. On note K = [0, L] x [0,T]. Par cette

On veut montrer que K N 9Q. Supposons que
définition de u, on a alors Vel que me € @. Supp a

cela ne soit pas le cas. Alors 0 < z. < Let 0 <t. <T.
Puisque z. est dans un ouvert, et qu'il s'agit d'un point

supu < sup ..
Kp = Kp € critique, on a

et au
Ty () =0
supu. < supu +¢eL? o :
K K Et puisqu'il s'agit d'un maximum,
Montrons que 920,
92 (me) <0
SUpUs = SUp Ue r
K KNdQ Puis, puisque t. > 0,
Sur @, on a
Py — P o s 9 Ou. (mo) = lim Ue(Teyte — h) — ue(ze, te)
Ue = Pu+2e > 2¢ ot~ ° h—0+ —h
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Et puisque u.(m.) est le maximum de u. sur K, il suit
que

Ou,
ot

(me) >0
Ainsi,

Puc(m:) <0

Ce qui contredit Pu. > 2¢. Ainsi, on a bien m, €
K NoQ. On peut alors conclure. Pour tout € > 0, on a:

Sup u < sup ue
K K

D’aprés ce qu'on vient de montrer :

SUpU = SUup Ue
K KNoQ

Et par la définition de u. :
supu < sup u+ eL?
K KNoQ
D'ou
supu < sup u
K KNaQ

Ce qui conclut.

Montrons alors 'existence et 'unicité de la solution.

Démonstration : e Pour I'unicité, supposons que u et
v sont solutions du probléme posé dans le théoreme 34.1.
On note w = u — v. Alors w = 0 sur 0@ par les conditions
au bord. De plus, Pw = 0, ot P = 92 — 9;. Par le principe
du maximum, pour tout T'> 0 et K = [0, L] x [0,7] :

supw = sup w =20
K KNdQ

Dol w < 0 sur [0, L] x [0,T]. Or, P(—w) =0, et le
méme principe du maximum donne w > 0 sur [0, L] x [0, T.
Ainsi, pour tout T > 0, w = O sur [0, L] x[0, T, doncw = 0
sur Q donc u = v sur Q d’ou I'unicité de la solution.

e Pour I'existence, on pourrait se contenter de vérifier
que la solution donnée dans I'énoncé est bien solution en
utilisant les théorémes de Fubini et de dérivation sous les
symboles de sommation. On conclura de la sorte aprés avoir
expliqué la phase d'analyse qui méne a cette solution.

1. L'idée ici est de chercher une solution découplée en
espace et en temps. Autrement dit, on cherche u de la forme

u(z,t) = f(x)g(t)
avec f, g de régularité quelconque pour l'instant. Alors
sur @, on a:

fl@)g'(t) = f"()g(t)
Supposons que f ne s'annule pas sur ]0, L[ et que g ne
s’annule pas sur ]0, +o0o[. Alors pour tout (x,t) € Q :

f//(x)

f(x)

On obtient alors les deux équations différentielles sui-
vantes :

= =XeR

{ ') = M=)
g't) = Xg(t)
2. Supposons que la solution recherchée u est une autre
solution que la solution nulle. Montrons que A < 0. Si
A > 0, alors I'équation en f donne une solution du type

flz) = AeVA 4 Be~ Ve

La condition au bord u(0,t) = u(L,t) = 0 se traduit
par :

u(0,8) = g(t)f(0) = g(t)(A+ B) = 0

soit, puisque g n’est pas la fonction nulle,

A+B=0

Puis

u(L,t) = AeVAL 4 BemVAL — ¢

L étant non nul, il suit que A = B =0, donc f =0,
ce qui contredit le fait que I'on recherche une solution non
identiquement nulle.

Si A =0, alors f(z) = Az + B, et ces mémes condi-
tions au bord donnent A = B = 0. Finalement, il ne reste
plus que A < 0.

3. Puisque X < 0, il suit que f est de la forme

f(x) = Acos(kzx) + Bsin(kx)

avec k € R. Puisque f(0) =0, alors A = 0. Pour éviter
que f soit la solution nulle, on suppose B # 0. La condition
f(L) =0 impose que

Bsin(kL) =0

dou k = 5% avec n € Z. Petit souci : f(z) =
Bsin (22%) peut s'annuler, et la condition u(z,0) = h(z)
n'est pas possible en général ici. La résolution par rapport
a g ne pose pas de problemes, g ne s'annule pas, et est

donnée par

g(t) = g(0)e "t

4. On a alors une famille de solution pour I'équation
de la chaleur avec la premiére condition de bord respectée.

67

Jérémy ZURCHER



Préparation a ’agrégation

Pour conclure sur la deuxiéme, constatons qu'une combi-
naison linéaire de solutions est solution ici. On note pour
(bp)n € RN :

22
déf. . (NTX —n et
Up(z,t) = by sin (T) exp( I )

L'idée est de déterminer une solution de la forme

“+oo
u(z,t) = Z un (2, t)
n=0

Si u est solution, alors

h(z) = u(z,0) +Zoob sin (mrx)
7 n=1 ! L

Autrement dit, on se retrouve face a un développement
en série de FOURIER de h, si h est impaire, 2L-périodique.
Or, on a supposé h de classe C! sur [0, L], donc on peut
construire hy(z) = —h(—z) pour [—L,0] qui prolonge h et
la rend impair. Puisque hi(—L) = hy(L) = 0, on peut pro-
longer h sur R par 2L-périodisation en une fonction conti-
nue et C'' par morceaux. Alors sur R, en notant h la fonction
prolongée, on a :

= nmx
h(z) = Z by, sin (T)

n=1

Le terme en 0 est nul puisque h(0) = 0, et I'imparité
de h permet de conclure qu'en des coefficients en sinus. b,
est donné par le n-éme coefficient de Fourier dans le cas
réel impair :

2 [k . (NTT
by, = z/o h(z) sin (T) dx

5. Les coefficients (b,,),, étant contruits, on définit alors

sur Q :

deéf = nwx —n272t
u(x,t) = Z by, sin (T) exp < 72 )
n=1

Puisque h est continue, et Ct par morceaux, on a
> |bn| < 400, ce qui montre la convergence normale de
U sur Q donc sa continuité. Elle est méme de classe C°°
sur @, par convergence normale sur @ des dérivées de w.
(Dans ce cadre u est de classe C? si et seulement si u admet
des dérivées partielles a I'ordre 2 continues). u vérifie alors
I'équation de la chaleur, grace aux théorémes de dérivation
sous les symboles de sommation. De plus, u vérifie aussi
les conditions au bord. On a bien montré I'existence d'une
fonction u continue sur @ et de classe C sur Q.

O

35 Méthode de Newton pour une fonction convexe crois-

sante

Référence : Petit guide de calcul différentiel, Francois ROUVIERE

Théoréme 35.1 : Méthode de NEWTON

Soient a < b, f € C?*([a,b]). On suppose que f(a) < 0, f(b) > 0 et f/'(z) > 0 sur [a,b]. On
note z* I'unique zéro de f sur [a,b]. On définit la suite pour zy € [a, b] :

déf.

VneNz,. = x

3C > 0,Vn € N, |zp1 — 7*| € Clzy, — z*J?

De plus, on a un équivalent de I'erreur :

*
Tpt1 —

: f'(@n)
On suppose enfin que f” est strictement positive sur [a, b]. Alors, pour tout zy € [z*,0], la
suite (), converge géométriquement a |'ordre 2 :

n-rteo 2/(a7)

o

= F(zy,)

f/l(x*)

i — :L’*)2
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Démonstration : 1. Constatons que puisque f est
continue, avec f(a) < 0 et f(b) > 0, le théoréeme des
valeurs intermédiaires nous fournit un élément x* €la,d]
tel que f(z*) = 0. De plus, puisque f' > 0 sur [a,b], f
est strictement croissante, donc injective. Ainsi, z* est bien
unique.

2. Soit « € [a,b]. D'aprés le théoréeme de Taylor-
Lagrange, centré en x*, il existe £ €]a*, z] ou |z, a*| tel
que

(m — .’E*)2 "
@20 e
Or, f(z*) = 0. Il suit que, puisque sur [a,b] :

—f(z) + ['(z)(z — 2¥)
f'(x)

F(x)—2* =

(z —a*)f"(€)

2f'(z)

On en déduit que puisque f’ est continue et stricte-
ment positive sur le compact [a,b], f* admet un minimum,
et cette valeur minimum est non nulle. Pour f”, la conti-
nuité de f” sur le compact [a,b] assure que f” admet un
maximum atteint. Il suit que pour tout z € [a,b] :

F(z)—a* =

|F(2) — 2| < Clz — "

3. Notons I = [z*,b]. Montrons que [z*, )] est stable
par F. Pour cela, il s'agit d'observer que si x € [2*,b], alors

_ f=)
f'(x)

avec f > 0 sur [z*, 2] et f/ > 0, donc

Flz)—a2*=xz—2"

Fl)—a2"<z-—2a"
Puis, par le calcul fait en 2.,

(z—2*)2f"(§)

F(z)—a* = e

Corollaire 35.1 : Application a I’approximation d’une racine carrée

On considere a > 0, et (z,,), une suite provenant de la méthode de NEWTON pour f(z) =

2

VneN,0<z,—a

x? — a. On a une estimation de I'erreur donnée par, lorsque 2o > \/a :

On a supposé que f” est strictement positif, tout
comme f’, donc

F(z)—2*>0
D'ou
" < Fz) <z <b

4. Montrons que la suite (z,), converge vers z* si
xo € I. Si xg = x*, alors la suite (x,,), est constante égale
a x*, donc converge effectivement vers x*. Supposons que
xg €]z*,b]. Alors f(xy) > 0 pour tout n € N, et donc

Tnt1 = Tn - J]:’((?;))

< Ty

donc (z,,), est strictement décroissante, minorée par
x*, donc converge. De plus, I'unique point fixe de F" est z*,
donc (z,), converge vers z*. De plus,

|F () — 2*| < Clay — 2*?
donc
Tpi1 — 27| < Clzy, — z* 2
Soit encore
0< 21 —a* <Oz, —x*)?

d’'ou la convergence géométrique.
5. Quand a I'équivalent, on a pour tout n € N :

TR

ot v= fl(xn)
avec &, €]z*,z,[, donc converge vers x*. Puisque
Ty #£ x*, il suit que
) 2
ok ~ Lk
Tntl =% e f’(m*)(x" )
]

~

(7]

Démonstration : f est strictement convexe, de classe
C™, et vérifie méme f” > 0 sur R. Sa dérivée est stricte-
ment positive sur R . Plagons nous sur le compact [1, a+1]
pour étre dans le cadre du théoreme. Alors F' vérifie

2 —a 1 a
Fa)=o= 5= =5 (e - 5;)

et, guidé par la démonstration précédente
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x —+/a)? _ an
F(m)—\/&zg VnEN,M: 1+i
Tn ++/a To —Va

De plus, par exemple en itérant la méthode sur [—a — Par un développement du bindme, il suit

1,—1] et par un changement de variables, on se retrouve

avec 2"
n — 2
\meN,W>1+(ﬁ>
Pla) + i< BV Tt Va o= Ve
x a=-——"
2z En réorganisant de la sorte pour le membre de gauche,
D'ou il suit que pour tout n € N,
F(z)+va (z+ya\’ Va >< 2/a )2"
F(z)—va \z—+a T, —va ~ \xo—+a
Et donc, D’ou I'estimation finale, pour tout n € N :
Ty, —Va zo—a\” o — Va 7
Vn eN, 2 = 0<z, — <2 —_
" Va (:co+a> Ve \/a< 2V )
Soit, en réorganisant, O

36 Une condition de convergence sur un segment

Référence : Oraur X-ENS, Analyse 1, S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS

Proposition 36.1 ~
Soit f € CY([0,1],[0,1]). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (uy,), définie par récurrence par : uy € [0, 1] et

Vn € N: Up+1 = f(un)
converge.

(i) La différence entre chaque terme tend vers 0 :

Unt1 = Un ——— 0

La propriété est fausse en général : >, % en témoigne.

On notera w(u) 'ensemble des valeurs d’adhérence de w.

Démonstration : [(i) = (ii)] Si (uy,)n converge vers

£, alors par linéarité de la limite, IneN,|u, — £ <e
Upip1 — Up ——— L —L=0 Soit € > 0. Soit NV € N. Quitte a réduire e, supposons
n—-+o0o
que

[(i1) = (i)] Supposons que la différence des termes
tende vers 0. Puisque (uy), est bornée, le théoréme Bol- a<l—2<l+2<p
zano Weierstrass assure |'existence d'une valeur d'adhé-
rence. Montrons qu’elle est unique. Pour cela, on suppose (le résultat tient si on replace tous les £ de ce point par
que a < 3 sont deux valeurs d’adhérence de u. ke avec k suffisamment petit). Par hypothése de conver-

o Montrons que o, 3[C w(u). Autrement dit, pour &ence de (uni1—un)n, il existe un rang Ny a partir duquel
¢ €]a, B[, montrons que pour tout € > 0 et tout entier
N €N, Vn = No, [unt1 — un| < €
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On définit Ny & max(N, Ny). Puisque o € w(u), il e Montrons que toute valeur d'adhérence de u est point
existe un rang No > Nj tel que fixe de f. Pour cela, si £ € w(u) alors il existe une extractrice
¢ telle que
|uN2 - a‘ e
Ainsi, Ugp(n) —>n—>+oo 4
Or,
un, Ke+a<l—e
Pui il N3 > N, tel —
uisque 8 € w(u), il existe N3 > Ny tel que Ug(n)+1 ~ Up(n) T 0
un, = f—e>l+e¢ Soit encore
On peut alors définit I'entier qui permettra de conclure Flgon) —u 0
que ¢ est valeur d’adhérence : ¢(n) ¢ S e
déf. d'ou f(£) =
n = max{p € [Ny, N3], u, <l —¢} e Puisque a+ﬂ est valeur d’adhérence de w, il existe un

n est bien défini et fini car il s'agit d'un maximum d'une entier ng tel que
partie finie non vide (N3 est dans cet ensemble). Alors
Uny € [, O]

Uny1 2L +¢ : : . L
nz Puisque w(u) est inclus dans I'ensemble des points fixes

De plus, par hypothése de convergence, puisque n > de f, il suit que f(uy,) = un,, et par récurrence,

No,
Vn 2 ng, Un = Un,
Up+1 < Up + [Upg1 — U Up +€ </ ) ) )

wtl € U+ un nl < La suite (uy, ), converge donc. Cela contredit le fait que

Il suit que u,11 € [¢ — ¢, ¢], ou encore a < B.
e On a donc montré par |'absurde que u n"admet qu'une

[uny1 — L] <€ seule valeur d'adhérence, donc u converge.

donc ¢ est bien valeur d'adhérence de u. 0

37 Critere de Weyl

Référence : Oraur X-ENS, Analyse 2, S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS

Proposition 37.1 : Premiére caractérisation de I’équirépartition

Pour tout suite (u,), € [0, 1]V, on note

Va < b,¥n €N, X,(a,b) € #{k € [1,n], ux € [a,b]}

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout a < b,

Xn(a,b)

n n——+o00

sb—a

(i) Pour toute fonction f € C°([0,1]),

LS ) e [ F0) @

L]

Dans ce cas, la suite (u,), est dite équirépartie.
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Démonstration : [(i) = (ii)] Observons que par I existe f* et g° continues telles que
définition de X,

Xo(a,b) 1 &
RN 1
n n k§:1 [a,b] (ur)

Pour toute fonction étagée, donc du type
N o R

> ket @klia, b, avec [ag,by] disjoints deux a deux, la N
linéarité de la limite de I'intégrale et de la somme permet / Ly — f=¢
d'assurer le résultat souhaité. '

De plus, toute fonction continue sur [0, 1] est limite
uniforme de fonctions en escalier. Soit f € C°([0, 1]). Soit et
€ > 0. Il existe g en escalier telle que

1
g
—1 =
If =9l <e /Og fa,b] = €

Ainsi construits, il ne reste plus a écrire :

JE< 1y < g°

Puis

On note

1 & !
= flu)— [ f(t)dt

n n

. SR . 1 A 1<
Alors, par découpage avec l'inégalité triangulaire, - ;f (ug) < - ; 110 (ur) Z_:
An(f) <2+ An(g)
Le deuxiéme terme est plus petit que € pour n assez Or, le terme de gauche converge par hypothése vers
grand. Ainsi, on a bien fo fe =b—a—¢e, et celui de droite vers fo g =b—a+e.

Ainsi, il existe un rang a partir du duquel
1 n
E ’;f(uk n——+oo / f

[(ii) = (i)] On veut montrer le résultat pour f = b—a—2<
1{a,p), Mais qui n'est pas continue. Qu'a cela ne tienne! On
approche 1(, ) par deux fonctions continues. Soit € > 0.

3\'—‘

Z [ab]Uk b—a+ 2e

(atterrissage en douceur). Il suit donc que

1[(1,,1)]
(/ Xn(CL?b) b —a
je n n—-+oo
\ O
On dispose d’un critere plus utile pour des calculs explicites.
Proposition 37.2 : Critére de WEYL (1916) ~
Soit (un)n € [0, 1], Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (un)n est équirépartie;
(i) Pour tout p € N*,
n
l Z eszﬂpuk s 0
n k——+o00
k=1
Démonstration : [(i) = (ii)] Le résultat estvrai en [(ii) == (i)] C'est une application du théoréme de
prenant f = cos, puis f = sin et conclure linéarité de la Weierstrass trigonométrique. Soit ¢ > 0. Si f € C%([a, b)),
limite avec f = cos +sin. il existe un polyndéme trigonométrique P tel que
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If = Pllp~<e

Or, pour tout polyndme trigonométrique, par hypothese

%quk /f d

=1

Lo An(f) <2+ A,(P) < 3e
n ZP(Uk) ‘—‘HHJFOO’ 0 pour n assez grand. Donc, par le critére (ii) de la pro-
k=1 position précédente, (uy), est équirépartie.
Il suit, en notant O

On peut appliquer ce résultat a la suite (na), pour « irrationnel, pour retrouver le méme
résultat qu’a la section 27.

Proposition 37.3 : Densité de trajectoire sur le cercle

La suite ({na})nen est équirépartie sur [0, 1] si et seulement si @ € R\Q, ou {z} =z — |z]. )

Démonstration : e Supposons « ¢ Q. Alors pour tout donc la suite ({na}), est équirépartie.

p € N*, on peut calculer la somme géométrique : o Pour a € Q, alors a = % et pour tout n € N,

n impa 1 _ ,2ump(n+1)60
l E eQm’pka _ e 1 e ( )
n 4= n 1 — e2vmpa

Le premier facteur tend vers 0, l'autre est borné,
puisque « ¢ Q, donc

{(n+q)a} = {na+p} = {na}

donc la suite ({na}), est périodique, donc par le point
(i) de I'équirépartition, la suite ne peut étre équirépartie.

1
- Z 6217rpk:o¢ 0
ni— n—+oco U

Une des conséquences de 1'équirépartition est la densité de (ug)x sur [0,1] (ou sur [a,b] plus
généralement), on retrouve donc bien le résultat sur la trajectoire sur le cercle.

38 Densité des fonctions continues nulle part dérivables

Référence : Analyse pour l’agrégation, Claude ZUILY, Hervé QUEFFELEC

Proposition 38.1

On note A I'ensemble des fonctions f € C°([0,1]) nulle part dérivable. Alors A contient un

ensemble Gs-dense pour la norme |||~ : id est A contient une intersection dénombrable
d'ouverts denses dans C°([0, 1]).

En conséquence, puisque C°([0,1]) muni de la norme infini est complet, le théoréme de BAIRE
nous indique que 'ensemble des fonctions continues nulle part dérivables sont denses dans C°([0, 1]).

Démonstration : On va montrer ce résultat en pas-
sant au complémentaire. Si B = ECO([O’]_])A, montrons qu'il
existe une suite de fermés (F,), d'intérieur vide tels que flxzo —h) — f(xo)
B C U 1 Fn. Par définition, B est I'ensemble des fonc- hi— h
tions qui sont dérivables en au moins un point. Si f € B,
alors f est dérivable en un certain xo € [0,1], et I'applica-
tion est bornée. Le chemin est tout tracé, on note alors pour
tout n € N* :
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e Montrons que F}, est d'intérieur vide id est pour tout
f € F,, et pour tout € > 0,

F, = f € CO([O? 1]) Vy € [ ’ ]’ CCO([OJ])FH ﬂB(f, 6) 7£ %)

|f(y) = f(@)| < nfz -yl
On se fixe f et €. On cherche a déterminer g €

Alors B C U, e+ Fn- Soit n € N*. Montrons que F, ([0, 1]) telle que ||f — gl <eet
est fermé, et d'intérieur vide.

e Montrons que F;, est fermé. On utilise pour cela une
caractérisation séquentielle. On considére (f)r € F une Ve € [0,1],3y € [0,1], |9(z) — g(y)| = (n + 1)|z — y|
suite qui converge vers f € C°([0,1]) pour la norme de la
convergence uniforme. Par définition de F,, on a pour tout
k € N I'existence de xz, € [0, 1] tel que

Partons pour cela du théoréme de Weiertrass : il existe
une fonction polynomiale P telle que

&
Wy € (0.1, |fi(y) — filn)] < nly — 2] If = Pllpe < 35

Puisque (xk)r est bornée, le théoréme de Bolzano- On veut poser g = P + go. Pour assurer les condi-
. . . H H H g
Weierstrass nous fournit une extraction ¢ telle que (x4 x)), tONS sur g, on souhaite que go soit de norme %, pour

converge. On note encore cette suite (z;). On note z la  avoir [|f — gl <&, et que pour tout z € [0,1], il existe

limite de cette suite. Montrons que y € [0, 1] tel que
vy € [0,1], | f(z0) — f(y)| < nfzo -y
/
Pour cela, on fait le découpage suivant, pour k € N* : 90(2) = go(y)l = { n+ 1~ wzl[t)pu [P | o =yl
Pour avoir

|f(zo) — f(y)| < |f(z0) — ( k)|
+ }f(zﬂk)) ((k))||
+  |fe(or) = fuly

l9(z) —g(y)| > | n+1— sup [P'[+ sup |P'|]]z—yl

+ 1ty ~ Fw) up (P sup

Les deuxiéme et quatrieme termes se majorent par
|f = frll - Le premier se contrblera par caractérisation
séquentielle de la limite. Quand au troisiéme, on utilise le
fait que fi € F),. Ainsi, pour tout kK € N*, on a:

On cherche donc a I'aide du théoréme des accroisse-
ments finis une fonction de dérivée supérieure a M +n +1
ou M désigne supyg y |P’|. Proposons alors la fonction g
suivante : une fonction en pic que I'on périodise. Pour assu-
rer la bonne estimation de la dérivée, on se donne N € N*,

|f(z0) — f(y)] < |f(20) — f(x1)| et on définit la partie principale de go sur [0, 3] par :
+ 2f = frllp~
+ nlex -yl Dyosiowe 0,4
. . go(z) = e &N : 171
Soit € > 0. Il existe un rang N; tel que 535 Sl TE [Wv ﬁ]
V> N IF ~ il <0 S
Il existe un rang N tel que |
VE > No, |20 — @] <& | 5N N

Il existe enfin un rang N3 tel que
go est dérivable sauf en un nombre fini de points, et la

Vk > N3, |f(xo) — fag)| < e ou elle est dérivable, on a :
Par inégalité triangulaire, on a aussi pour k > N, eN
()| = =5

ok =yl < e+ |y — ol D’'aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout

D’ou finalement, pour k£ > max(N;) : x € [0,1], il existe y € [0,1] et ¢ €]0, 1] tels que
[f (o) = F(W)] < (B+n)e + nlao -yl g0(x) = g0(y) = go(c)(z — y)
Ce qui est indépendant de k et vrai pour tout € > 0, Notons enfin que [|go| ;. = §. On définit donc comme
d'ou f € F,,. F, est donc bien fermé dans C°([0, 1]). voulu g = P + go. Alors
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On choisit alors N tel que

e €
If—gllpe <5+ <e
2 4 eN
d B Pui C En effet o ~Mz2n+l
onc g € B(f,e). Puis, g € Leo(jo,1))F,- En effet, par 2

inégalité triangulaire inversée, pour tout z,y € [0, 1], (un choix de N construit la fonction go qui construit

g, donc il aurait fallu dire il y a une dizaine de lignes "soit
l9(2) — 9(1)] = l90(x) — go(v)| — | P(z) — P(y)] N > 2w s cela aurait-il été plus clair ?). Il suit
que pour tout z € [0, 1], il existe y € [0, 1] tel que
Par I'égalité des accroissemnts finis décrites auparavant,

pour tout = € [0, 1], il existe y € [0, 1] tel que l9(z) — g(y)| = (n+ 1)|z — y|

o
eN donc g € Ceo(o,17) Fn- Il suit alors que F, = @.

l9(2) —g(y)| = 7|"T —yl = |P(@) = Py)| e Concluons. On a montré que B, le complémentaire

de A, est inclus dans une union dénombrable de fermés

Et par I'inégalité des accroissemnts finis pour P : d'intérieur vide. Donc A contient une intersection d’ouverts

eN denses.
960) = g1 > (5 =31} o] 5

39 Inégalité de Hadamard par les extrema liés

Référence : Petit quide de calcul différentiel, Francois ROUVIERE

Proposition 39.1 : Inégalité de HADAMARD

Soient vy, -+ , v, € R™. Alors

n
|det(vg, -+, va)] < [T llvsll
k=1

avec égalité si et seulement si I'un des vecteurs est nul ou la famille des vecteurs est une base
orthonormée de R".

Démonstration : On se place sur le sous-variété de Pour tout v € (R"™)", la famille (dg;(v)), ¢, est libre.
(R™)™ : Par le théoréme des extrema liés, il existe A1, -+, A, € R
tel que
n
X:ﬂ{HkaQ—l:O} 0
k=1 df(v*) = Z Aedgr (v™)
X est compact. Ainsi, il existe une famille (v}, -+, v}) =1
telle que ou f = det. Ainsi, pour h € (R™)" :
det(vi, - ,v}) = maxdet &
et(v7, s Up) maxde df(v*)-hZQZ)\k(hk,vZ>

Et puisque I,, € X vérifie det(l,,) = 1, il suit que k=1
En appliquant le résultat 3 h = (0, -, h;,-,0), on a par
1 < det(vy, - ,uy) n-linéarité de f :

En notant df(v*)-h= f(vy, - hs---,0p)

gi(vi, -+, vp) = ||UiH2_1 Et donc

on a pour v € (R")" et h € (R")" : FOT e haye e ) = 22 (hy, 0F)

dg;(v) - h = 2(v;, h;) Soit, avec h; = v} : :
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2 v v
det(v*) = 2\ [|vs > > 1 det <1 n) <1
[0 ]| [[on
_ . . C o
donc \; # 0. En appliquant h; = v} avec i # j, il suit Donc par n-linéarité -
que
n
0 = 2X\i(v],v}) det(vi, -+, vn) < H o
k=1
avec \; # 0, donc la famille v* est une famille ortho- avec égalité si I'un des vecteurs est nul, ou la fa-
gonale. Puisque chaque vecteur de v* est de norme 1, la mille (v1,--+ ,v,) est orthonormée directe. De méme si on
famille est orthonormée, et donc det(v*) = 1. Il suit que échange v; avec —uv1, on obtient finalement :
det =1 -
max det =
X | det(vr, -+, va) < T lloxl
. . . . k=1
Ce maximum est atteint pour une famille orthonormée - _
directe. Ainsi, pour tout famille de vecteurs (vy,--- ,v,) de avec égalité si et seulement si (v1,---,v;) est ortho-

R™ de vecteurs non nuls : normée, ou |I'un des vecteurs est nul. O

40 Théoremes de Dini

Référence : Les maths en téte : Analyse, Xavier GOURDON.

Les deux théoremes ont des énoncés tres similaires, mais n’ont pas du tout la méme démons-
tration. L'une est une application du théoreme de HEINE, et 'autre du théoreme des compacts
emboités.

Proposition 40.1 : Premier théoréme de DINI ~

Soient (f,), une suite croissante de fonctions réelles définies sur [a, D] :

Vz € [a,b],Vn € Na fn(x) < fn—i—l(x)

On suppose que ( f,), converge simplement sur [a, b] vers une fonction continue f. Alors (f,,)»
converge uniformément vers f.

Démonstration : Soit € > 0. On souhaite montrer Autrement dit :
|'existence d'un entier N € N tel que
ﬂ F, =0
vn>]\'[7||fn_f“oo<5 neN
On s'intéresse pour cela au complémentaire de ce fait : Sinon, si & € (,,cy Fn, alors VN € N,z € F,, ce qui
on note pour tout n € N : contredit « ¢ Fi,. Or, d'aprés le théoréme des compacts
emboités, si chaque Fj, est non vide, alors par décroissance

déf.
F, = {z € a,b], f(x) = fu(zx) + e} des compacts F,, ﬂneN F,, # @. Par contrposée, il suit
Par continuité de f,, et f, F}, est fermé, et borné dans
R, donc est compact. De plus, par croissance de la suite INeN,Fy =2
(fu)n : Soit, par décroissance :

Vn € N, Fn+1 Cc F,

Enfin, par convergence simple de (f,)n, pour tout
x € [a,b], il existe un rang N, € N tel que

INeN,YR>N,F, =0

Donc il existe un rang N tel que

Vn = Ny, f(z) < folz) +¢ Vn = N,Vx € [a,0], f(2) = fulz) <e

donc x ¢ Fy,. Et par croissance de la suite (f,)n :
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VYn = N,V € [a,b],0 < f(z) — fo(z) <e

Proposition 40.2 : Second théoreme de DINI

Soient (f,), une suite de fonctions croissantes réelles définies sur [a, b] :

Vo <y € la,b),Vn €N, fo(z) < fuly)

On suppose que (f,,), converge simplement sur [a, b] vers une fonction continue f. Alors (f,)n

converge uniformément vers f.

Ce qui signifie que (f,), converge uniformément vers
f sur [a,b]. O

~

Démonstration : Par convergence simple de fonc-
tions croissantes, f est croissante. f est de plus continue
sur [a,b]. Soit € > 0. Par le théoreme de Heine, il existe
n > 0 tel que pour tout z,y € [a, b] :

lz -yl <n=|f(z) - f(y)| <e

déf.

Soit M = Lb_T“ + 1J, un entier tel que

b—a
M
On considére enfin une subdivision réguliére de [a, b] de
pas b_wa < n, donné par xy = a, puis

n >

k(b—a)
M
et xp;y = b. Alors 11 — x < 1. De plus, par conver-
gence simple, pour tout k € [0, M], il existe un rang Ny
tel que

T =a+

Vn = Ni, | fo(zr) — flar)] <e

. déf. g
Puis, avec N =" maxogr<nm, il suit

Vn = N,Vk € [0, M],|fn(zr) — f(zg)] <€

Concluons. Soit € [a,b]. Il existe i tel que x; < & <
x;+1. Par croissance de f et de f,,, on a pour tout n € N :

f(@i) = ful(@ivn) < (@) = fo(@) < f(@ig1) = ful@i)

Or, par inégalité triangulaire :

|f(zig1) = fulza)| < |f(migpr) = f@a)] + [ f(25) = fulzi)]

Le premier terme est inférieur a ¢ par continuité uni-
forme. L'autre est inférieur a € pour n > N. Ainsi, indé-
pendamment de 4, donc de x, on a pour tout n > N :

|f (@ig1) — fn(zi)] < 2¢

De méme,

|f(@:) = fa(@ivr)] < 2e

Finalement, pour tout n > N, pour tout = € [a, b] :

—2e < f(x) — fulx) < 2¢

Donc pourn > N :

d'ol la convergence uniforme de (fy,)n vers f.

41 Probleme de Bale, trois solutions parmi des dizaines

Référence : Analyse, Xavier GOURDON.
Théoréeme 41.1 : Probleme de BALE

On a l'identité suivante :
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On va distinguer trois démonstrations : I'une utilise les relations racines-coefficients d’un poly-
nome et la fonction cotangente, 'autre le développement en série entiere de la fonction arcsinus et
la derniere la théorie des séries de FOURIER.

Commencons par 'outil relations-racines coefficients.

Démonstration : 1. On définit la suite de fonctions

suivantes : "L (2m+ 1 vk
P,(X)= —1)FX™
@ =3 ()
] =, m[\{0} R 2. La relation
e (TN T s

. (0) = P, (cotan?0
Montrons que fm(6) ( )

permet de déterminer toutes les racines de P,,. En ef-
fm(0) = (cotan29) fet, il s'agit d'un polyndme de degré m, donc admet au plus

ol P,, € R,,[X]. Rappelons que la fonction cotangente m racines distinctes. De plus,
vérifie : 0 0 nmw
sin((2 1 =0 << 0=

X sin((2m + 1)0) o 1

cotan?(z) +1 =
(@) sin?(x) avec n € Z. Ainsi, pour k € [1,m],

Pour cela, comme pour les polyndme de Tchebychev,
développons la formule de Moivre pour exprimer sin((2m + - -
( ) =0= <cotan ( >>

V)4 -k D .
1)0) comme somme d'éléments du type sin” cos? : 1 1
sin((2m + 1)) = et par stricte décroissance de cotan® sur |0, Z [, il suit
2m+1 om + 1 que |'ensemble
al k .k 0 2m+1—k 0
kz_o ( . )z sin” 6 cos

k
{cotan2< U )}
2m +1 1<k<m

Il suit : est I'ensemble des m racines distinctes de P,,. Les re-
lations racines coefficients donnent alors que

Or, 1* est imaginaire pur si et seulement si k est impair.

sin([2m + 1]0) =

2m—+1 = 2m+1
0 G T D W Py B s B
Pt k 2m+1) 2m+1 6
kEON+1
Exprimons k = 2k’ + 1 dans cette somme : 3. Pour tout = € |0, Z[, deux inégalités des accroisse-

ments finis donnent
sin((2m + 1)0) =
o (2m+ 1
Z < m )(1)’“ sin?¢ 11 g cos?(m k) g

sine < x < tanx

Dot
P 2k+1 ou
D'ou 1 1
cotan?(z) < = < S 1 + cotan?(z)
Z 2m + 1 (—=1)k sin2*=m) g cos2(m=F) g Ainsi,
! 2k+1
Soit encore 2m 2m ~1) Zm: (2m + 2m(2m — 1)
9 6
fm(0) = Py, (cotan®) k=1
avec D'ou
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et donc par théoreme d’encadrement :

w* [2m(2m —1)

6 | (2m+1)2
m 1 +oo 1 7.(.2
<Zﬁ< Zl?_ 6

S
Il

_

E
I

1 2 n 72 [2m(2m — 1)
2m + 1 6 | (2m+1)2 _
La deuxieme démonstration utilise le développement en série entiére de la fonction arcsinus,

et les intégrales de WALLIS. Rappelons d’ou provient ce développement. Pour @ € R, on a sur
| —1,1]:

n—1

-]

k=0

(1+2)* _1+Z

Qui se montre a I'aide du théoréme de TAYLOR avec reste intégral pour o ¢ N. Puis, pour
a = 3t en I'appliquant & 22, cela donne

| o2 (1)t
vx€_1’177:1—|— <—k)x2n
] | V1— 22 = s\ 2
Soit encore
1 too [ 1 n-l I Hn:l(Qk +1)
Vo €] = 1,1, ——— = 2k +1)| &% = Y A
T ] [ 1_ 2 7;] lan! kl;[o( )‘| X 7;) IIi_q 2k *

On integre pour obtenir le développement de la fonction arcsinus sur | — 1,1] :

nl 1 (2k)!
2n+1 2n+1
arcsin(zr) = x + — 2k +1 =x+ x
Zl?n—l—l?” H( )| @ 22n+14”n')
Démonstration : On considére la série de fonctions N
— o0
sur [55, 5] o . 2n41
t=sint+ Zan sin (t)
=1
1 I, 2k—1) . "
Z o1 Hlk-[_ﬁ( 25 )SIHZ"H(t) s'integre termes a termes. L'intégration entre 0 et 7
neN* k=1 donne :
On note u,(t) = a,sin®"*1(t) le terme général de
cette série. Montrons sa convergence normale. Pour cela, 2 B
_ . e 2n+1
observons que a,, > 0 et que pour x € [%,1[etN€N* : §—1—005t+zan/0 sin (t) dt
N On reconnait la une intégrale de Wallis (on fait des
2n+1 . T €
T+ Zanx < arcsin(z) < 9 rappels sur ces intégrales a la section suivante), que I'on
n=1 explicite par intégrations par parties successives, et on ob-
Donc en faisant tendre [z — 17] : tient alors
2 +OO 2
us 1
T
1+Zlan\§ 8 el 2n+1
" D’ol
donc par positivité de a, @ d.a, = > lan] = oo oo
Y llunll,, < 00, et le développement en série d’arcsin se Z 1 12 1 n w?
prolonge en 1 par continuité. De plus, pour t € | 5%, 5] : =n? 44?8
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ce qui donne

==
—n 6

La derniere démonstration que I’on propose provient des séries de FOURIER.

Démonstration :
sur [—m, 7| par:

On considére la fonction f définie

2

fa)=1-%

On périodise cette fonction sur R en une fonction 27-
périodique. Par parité, f est une fonction continue sur R,
et de classe C'! par morceaux. Elle est alors développable
en série de Fourier sur R :

f@)=> calf)em
nez
avec

Cn(.f) = %/7 f(t)eimt dt

On calcule alors cette intégrale. D'abord, pour n = 0,
on a

Puis, pour n # 0 :

1 " t2 int

Le terme en 1 donne une intégrale nulle, donc

T

t2e™t dt

273

cn(f) =

Gréce a cette méthode, pour x = 0, on obtient

> C

2
1 n

n

3

et la formule de PARSEVAL donne

md
n=1 n

O
Une premiére intégrations par parties donne
_2 ™
W(f) = —— [ te™ dt
en(f) 2inr3 /,,r ¢
Et la deuxieme donne
—2cos(nm)  —=2(—-1)"
en(f) = m2n2 T a2
d’ou
2 2 znac
f(z) =37 2 Z
ez~
Soit
2 4 X (o
flx =3 =2 Z cos(nx)
On conclut en faisant x = 7 :
2 4
0=2_"_2 =
3 w2 ; n2
d’ou
X1 _ w2
Sr-z
O
12
4
90

42 Intégrale de Wallis et formule de Stirling

Référence : Analyse, Xavier GOURDON.
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Proposition 42.1 : Intégrales de WALLIS

Les ntégrales de WALLIS sont définies sur N par

) 3 3
Vn e N, W, €& / sin”(t) dt = / cos"(t) dt
0 0
Alors :
1. Pour tout n € N :

n+1

Wn — n
2= T

2. Pour tout p € N :

W, -
i 2%k 2
et
k=1 (2F)
W — k=1
T TRk + )
3. Un équivalent de (W,,),, est donné par :
G
" p—oo on

Ik + )7

Démonstration :
[1.] Une intégration par parties sur W, ;5 donne

™ ™

Whio = /2 sin"t2(¢) dt = (n +1) /2 cos?(t) sin™(t) dt
0 0

Ce qui donne

P (2K
Waopt1 = pk_l( ) Wi

p—0(2k +1)

avec Wy = fog cos(t) dt = 1. On peut aussi présenter

ce résultat sous forme de produits de factorielles.

Le théoreme fondamental de la trigonométrie permet
alors de conclure en la relation de récurrence :

n+1
n+2 "

[2.] Donc, on obtient les relations de récurrences sur
sz et W2p+1 :

Vn €N, Wpio =

2p+1
Wapt1) = 22 e
D’ou
12,2k + 1) ok + 1)
Wap = P Wo = D 5
P 2k P2k 2

Expression que |'on peut simplifier et présenter avec des
factorielles. De méme pour Wy, :

2p+2
Wain = 5 23 Werts

[3.] On peut déterminer un équivalent de (W,,),,. Pour

cela, constatons d'abord que W, 11 ~ W, :

sin??~1(t) < sin?P(t) < sin? T (t)

donc en intégrant :

Wap1 < Wap < Wapia
Donc,

1< < 2p+1
Wap_1 ~ Wap_1 2p
Donc Wy, ~ Waptq. Donc Wy, ~ Wy 4q. Or,

W2p < W2p+l o

Wop,  (2p+ )7 b2k 1
Wapt1 2 P22k +1)| »oee
Donc
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Et puisque W,, ;1 ~ W,,, on obtient finalement

P
P2 [T
1212k + 1) pm

On retrouve |'expression de W5, donc on dispose alors W. o~ ™

de I'équivalent : " nooo \l 2n

W LIRS T
P pstoe 2\ pr vt \[ 20 2p =

Proposition 42.2 : Formule de STIRLING

On dispose de I'équivalent suivant :

n! ~2mn <E>n

e

Démonstration : 1. Montrons d'abord que Par théoreme de sommation des équivalents dans le cas
divergent, il suit, puisque u; =0 :
n! ~ kn"e”"/n

u, = -—n+o(n)
par calcul d'équivalents successifs. Les intégrales de n—r+00
WILLIS permettront alors de connaitre . Le point de dé- Soit
part de ce calcul d’équivalent est de se dire que recherche un
équivalent de u,, est comme rechercher un développement In(n!) T nln(n) —n + o(n)

asymptotique en o(1) de son logarithme.
e Partons alors d'une comparaison série-intégrale du lo-
garithme :

e Affinons ce « o(n) ». On note v, = u,, + n. Alors

1
vn+1vnln<1+)+1
n

On développe par Taylor-Young a l'ordre 2 :

n n+1
/1 In(z) do < Zln(lc) < /0 In(z) dz

k=1
B 11 1 .
Ces deux intégrales se calculent : Untl = Un = oM\ 0T 22 to n2 +
n d’ou
/ In(z) dz =nln(n) —n+1
1 ! 1
et UnJrl ~ Un n—>_+oo % + o E
n+l Or, Z% diverge, et on dispose de plus d'un équivalent
/ In(z) dr =(n+1)In(n+1) —n grace a une comparaison série-intégrale de la série harmo-
1 nique :
Puisque In(n + 1) ~ In(n), il suit que ces deux inté- N
grales sont équivalentes, et donc 1
> ~ ~In(N)
n n=1
Zln(k) ~ nln(n) Il suit que
k=1 |
n(n
Autrement dit, Up = é ) + o(In(n))
donc
In(n!) = nln(n) + o(nln(n))
e Affinons ce « o(nln(n)) ». On note u, = In(n!) — In(n)
nln(n). Alors In(n!) =nln(n) +n+ + o(In(n))
1 * Affinons ce « o(In(n)) ». On pose w, = v, — 2.
Up41 — Up = —nln <1 + n) ~ —1 Alors
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d'ol avec Kk = ¥ > 0 :

1 1
Wpy1 — Wy =1 — <n + 2) In (1 + n) n! ~ kn"e "\/n

On développe a I'ordre 3 : 2. Déterminons x. Pour cela, réexprimons |'expression
de Wy, en termes de factorielles, en multipliant haut et bas

1 n 1\ 1 1 N 1 . 1\ 1P le produit des pairs :
Wn, —Wnp = —n _ - - o L
+1 n—-+oo 2 n 2n2 3n3 7’),3

(2p)!

. . . T M@p:: p(n\2 9

Tout se simplifie, et il reste a I'ordre 2 : 4r(pl)? 2
1 1 Et on utilise son équivalent que I'on a déterminé sans

Wnt1 = Wn = Ton2 (712) utiliser ladite formule de Stirling :

Par théoréme de sommation des relations de comparai- @2p)! p

son dans le cas convergent (525 ne change pas de signe, 55 ~ Al o

I . M12n . 4r(pl)? 2 4p

donc ce théoréme est appliquable en changeant les signes),
il suit que (wy,),, converge. Notons k sa limite. On a alors On remplace ces factorielles par I'équivalent, en fonc-
tion de & :
= 1
u%1%++&>k+_0() oo 3p
Soit “(?p) V2p N L
ark2 (8)"p T
In(n) D N
In(n!) = nln(n)+n+——=+k+o0(1) Le tout se simplifie, et donne k = v/2m, d’oll
n—-+4oo 2
d'ou n! ~ V2mn (ﬁ)n
e
n
nl = e*n (ﬁ) eo) O
n—-+oo e

Petit rappel sur les théorémes de sommations des comparaisons de fonctions (équivalent, petit
et grand O).

Théoreme 42.1 : Sommation des relations de comparaison, cas de la domination

Soient (uy,), et (v,), deux suites réelles positives (a partir d'un certain rang).

1. Siu, = o(v,) et X u, diverge alors 3" v,, diverge et

—

N N
ZunN:Jrooo<§_:vn>
n=0 n=0

2. Si u, = o(v,) et > v, converge alors Y u,, converge et

—

“+oo +oo
U = 0 (Y
S5

Démonstration : [1.] Soit & > 0. Par hypothése, il
existe un rang ng € N tel que

N

E Uy — +00
0 N—+o00

n=

Vn = ng, —€v, < Up < €V,

Constatons alors que puisque > u, diverge et que Par théoréeme de minoration, c’est aussi le cas de (v, ).
uy, = 0, alors De plus, pour n > ng, on dispose de |'encadrement suivant :
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no—1 n n no—1 n
E Up — € E Ve < E U E ug + € E Vk
k=ngo k=0 k=0 k=ng

De plus, par divergence de > vy, ZZIO v, est non nulle
a partir d'un certain rang. Ainsi, le terme de gauche vaut

n L
ka (ZZiouk _6[1_220—07%])
n n
=0 > k=0 Vk > k=0 Vk
Or, par positivité de (vy)n
Do Uk {1 _ ke ovk} Do Uk _
n
k=0 Uk D=0 Vk > =0 Vk

Et par divergence de > v, il existe un rang a partir
duquel

Do Uk 1 ko Uk >
> k=0 Uk oc { - ZZ:OUJ zeE
D'ou
no—1
—28Z’Uk Zuk—Eka

k‘no

De méme pour le terme de droite, a partir d'un certain
rang :

no—1 n n
E uk+5g vk<25§ Vi
k=0 k=ng k=0

D’ol pour n assez grand :

72€i1}k g iuk < 2€ivk
k=0 k=0 k=0

d’'ou la relation de négligence des sommes partielles.
[2.] Soit € > 0. On a dispose toujours d'un rang ng a
partir duquel

—EUp < Up K EV,

Par théoréme de majoration, puisque > v,, converge de
facon croissante et (u, ), est une suite positive, il suit que
> u, converge. |l suit alors que pour n > ng :

+oo —+o0 —+oo
—€ § Un < E Unp < 3 § Un
k=n k=n k=n

Ce qui conclut sur la relation de négligences des restes
de séries.

O

Ce théoreme ne suffit pas a montrer directement le résultat de sommation d’équivalents dans
le cas divergent sans remettre les mains dans le moteur.

Théoréme 42.2 : Sommation des relations de comparaison, cas de I’équivalent

Soient (u

n)n €t (vy

1. Siu, ~ v, et > u, diverge alors > v,, diverge et

N

n=0

2. Siu, ~wv, et > v, converge alors > u,, converge et

+o0
D Un
n=N

)n deux suites réelles positives (3 partir d'un certain rang).

>,

N—H—oo
n=0

> u,

N—>+oo
n=N

Démonstration : [1.] Soit € > 0. Par hypotheése, il
existe un rang ng € N tel que

Yn = ng, (1 —e)v, <up < (14€)vy,

Constatons alors que puisque Zun diverge et que
u, = 0, alors

Zun — 40
N—+o00

Par théoréme de minoration, c'est aussi le cas de (vy, ).
De plus, pour n > ng, on dispose de |'encadrement suivant :

’I’Lo— n

Zuk—kl €) Z

k’I’Lo

no—

Zuk—f—l £) ka

kno

<Y

De plus, par divergence de > vy, Y _1_ U est non nulle
a partir d'un certain rang et le terme de gauche est équi-
valent a (quitte a traiter le cas ¢ = 1 a part) :
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d’'ou la relation d'équivalence des sommes partielles.
no—1 [2.] Soit € > 0. On a dispose toujours d'un rang ng a

ZukJr (I1—2¢) kaN 1*52 partir duquel
k=0

k?n()

Ainsi, il existe un rang a partir duquel
(1=e)vy <up < (1+¢)v,

(1 —2¢) Z Uk S Z up+(1-¢ Z Uk Par théoréme de majoration, puisque > v,, converge de
k=0 k=no facon croissante et (u, ), est une suite positive, il suit que
De méme pour le terme de droite, a partir d'un certain Y u,, converge. Il suit alors que pour n > ng :
rang :

nozluk—i— 1+¢) ka +25)i Uk, (1—¢) f Zun\ (1—¢) +ZOO
k=ng k=0 k=n k=n

D'ou pour n assez grand :
Ce qui conclut sur la relation d'équivalence des restes
de séries.

n
(1—25)2311;€ Zuk 1+ 2e¢) ka -
k=0

Une application directe de ce théoréme est le théoreme de CESARO : supposons que (uy),
converge vers ¢ # 0. Alors, quitte a changer ¢ en —¢, on peut supposer que (u,), est positive
a partir d'un certain rang. Alors u, ~ (. Puisque Y ¢ est divergente (¢ # 0), le théoréme de
sommation des équivalents dans le cas divergent donne

n
Z U ~ nb
k=1

donc 1 =2 ey U —— L.
n—-+00
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