Martingales Séminaire 1236

Martingales discretes

Parmi les objets probabilistes qu'un expert aime rencontrer, les martingales ont une place de choix. Pour le
comprendre, comme pas mal d’exposés probabilistes, un point de départ est la loi des grands nombres.

Théoréme .1 : Loi des grands nombres

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Considérons (X)), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
et de méme loi qu’une variable aléatoire X € L!(PP). Alors

n - - 1
1y x, Bpel'®, gy,

n—00
k=1

Dans ce Théoréme, 1'objet d’étude principal est alors S,, = >7_; Xj. Alors Sp41 = Sy, + Xpn41 est la somme
de deux variables aléatoires indépendantes. Et si le deuxieéme terme était dépendant du premier ? Cette question
est une raison de considérer les martingales. Il existe d’ailleurs une loi des grands nombres pour les martingales
L?, mais cela ne sera hélas pas abordé du tout ici...

Nous allons introduire une notion d’espérance conditionnelle qui permet de préciser la question de non-
indépendance. A partir de celle-ci, la route sera dégagée pour définir ce qu’est une martingale, et de montrer
que ces objets convergent sous des hypotheses raisonnables. On conclura sur une application des théorémes de
convergence des martingales sur un théoréme d’analyse : le Théoréeme de RADEMACHER pour les fonctions lip-
schitziennes.

Commencons d’abord par motiver ces notions sur un exemple non probabiliste en apparence, avant d’entrer
dans les détails.

I Un calcul préliminaire

Considérons 'espace mesuré ([0, 1), B([0,1)), Leb). Considérons une découpe dyadique de [0,1) : pour n > 1
et 0< kL2 -1
7 det k k+1
= g )
Soit pour tout n > 1

déf.

B, || Ink, K C[0,2" —1]

keK

Alors B,, est une tribu, puisque @ € B,,, puisque stable par complémentaire et par intersection dénombrable. De
plus, By, C By41 : on découpe de plus en plus précisément [0, 1), car en effet I, = L4125 U Ipt1 2641

Soit g : [0,1) — R. L’application g est B,-mesurable si pour tout B € B(R), {g € B} € B,,, donc si pour tout
B € B(R), il existe K C [0,2" — 1] (éventuellement vide) tel que {g € B} = |lycx Ink. Dans le cas particulier
ou B = {z} pour z € R, on en déduit I'existence de K (z) fini tel que {g = z} = [pcx(y) Ink- Si  # 2’ alors
K(z)NK(z2') = @. Ainsi, il n’existe qu'un nombre fini de z tels que K (z) # &. Ainsi, il n’existe qu’un nombre fini
de valeurs possibles pour g. On vient de montrer que si g est B,-mesurable alors g est constante par morceaux, g
est constante sur chaque intervalle I, .

La question qu’on se pose est la suivante : étant donné f : [0,1) — R, quelle est une bonne approximation
de f comme fonction constante par morceaux sur les I, ;, 7 Est-ce que cette approximation converge bien vers f
quand on découpe l'intervalle en tous petits morceaux ? Les réponses sont oui quand f € L'(0,1), c’est la notion
d’espérance conditionnelle, et oui, c’est le théoréeme de convergence des martingales. (bien sir il faut préciser les
sens de ces approximations et de ces convergences)

Supposons f € L?(0,1). Notons E,, le sous-espace vectoriel des fonctions de L?(0, 1) qui sont B,-mesurables,
donc constantes sur chaque intervalle I,, ;.. On cherche f, € E, telle que

If = fn”LZ(o,l) = giergn 1f =gl
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Il est bien connu de la théorie hilbertienne qu’un tel probleme admet une unique solution, il s’agit de la projection
orthogonale de f sur E,. On peut le faire a la main ici. Si g € E,, g = Zil_ol agly, .. On cherche les coeflicients
o, qui minimisent || f — g||. On a en fait

2" 1
2
7o =% [ Uw-an?a
En minimisant terme par terme, on est en fait réduit au probléme suivant : si I est un intervalle fini de R
et f € L*(I), on cherche ¢ € R tel que [;(f(t) —c)* dt = infveR f 1 — 7)? dt. En développant & gauche, on
obtient un trindme en ¢ qu’on minimise en un umque =17 I| [ f I dt Cette valeur de ¢ n’est rien d’autre que

Iespérance de f, ou plus simplement, sa valeur moyenne. Pour cette valeur de ¢, on a alors

. N2 _ i 2 _ i ’
inf [ (#6)=) dt—u\(m [ = (g [ o a) )

On retrouve en fait |I| fois la variance de f.
Pour revenir a notre probléme, on obtient alors aussi une unique minimisation f, donnée par

Dorénavant, on notera f, = E[f|B,]. Il s’agit de I'unique application B,-mesurable qui minimise la distance entre
f et E,, lespace des fonctions B,-mesurable. De plus,

If — ELfIB) 2n</f dt — (/f dt))mo.

Ainsi, on dispose de la convergence L? de E[f|B,] vers f, donc de la convergence L' d’aprés CAUCHY-SCHWARZ.
Remarquons en fait que E[f|B,] tel que donné par () est en fait trés bien défini pour f € L'(0,1). On peut aussi
prouver la convergence presque partout pour la mesure de LEBESGUE. Si = € [0,1), il existe une unique suite

d’entiers (kp(z))n>1 telle que ﬂn>1 Iy ko (z) = {2} Dans ce cas, on a en fait o (x)

— Ainsi, on a en fait pour

toutn >1:
1
BB = [ S0t
2 In,k’n(ac)
On conclut par dérivabilité en  de y — [ f(¢) dt que E[f|B,](x ) converge vers f(z) quand n tend vers +oo
pour presque tout x € [0, 1), car la valeur de la derlvee de y — fo ) dt en z ne vaut f(z) que presque partout.
On peut aussi écrire

U151 = [ ) (2" 3 1,0 1In,k<x>> a- | 0w (0 (1) @),
k=0

oll v, est appelé noyau de probabilité et est définie comme une application B([0,1)) x {0,1}%>" — R telle que
pour tout A € B([0,1)) et x € {0,1}2" :

o [ 2VY2GN, (¢t
va(A,x) & / Zico 1nell) T gy
A

2"1
Zkoxk

lorsque Zilf)l z # 0 et vy (A, x) = 0 sinon. Notez que a x fixé, vy, (-, x) définit une probabilité sur [0,1). Ce noyau
de probabilité v, permet en fait d’interpréter I’espérance conditionnelle comme une espérance par rapport a une
mesure dépendante de la tribu connue B,,.
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II Espérance conditionnelle

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. On notera E son espérance associée : pour tout X € L(P),

E[x] & /Q X (w) dP(w) = /R z dPy (),

ouPx ©pox-1.5 (R) — [0, 1] est la loi de X . On définit I’espérance conditionnelle comme dans 'introduction :

a savoir a une sous-tribu G donnée, on cherche la variable aléatoire qui approche le mieux une variable X au sens
L?. Ainsi, cette approximation dans le cadre L? est connu dans le cadre hilbertien, il s’agit de la projection
orthogonale sur I’espace des variables G-mesurables, et elle est unique.

Définition 11.1

\

Soient X € L?(P) et G une sous-tribu de F. On appelle espérance conditionnelle de X sachant G I'unique
variable aléatoire Y € L?(G) (c'est-a-dire que Y est G-mesurable et vérifie E[Y?] < o) telle que pour tout
Z € L*(G)

E[XZ] =E[YZ].

On note alors Y % E[X|g].

Rappelons qu’étre G-mesurable signifie que pour tout borélien B € B(R), {Y € B}(={w € Q,Y(w) € B}) € G.
Autrement dit, la loi de Y est entiérement connue dés lors qu’on connait tous les événements qui composent
G. Ainsi, rechercher une espérance conditionnelle signifie qu’on cherche une variable dont la loi en connaissant
uniquement des événements d’une sous-tribus, donc a priori, lorsqu’on dispose de moins d’informations, est la
plus proche possible de la variable initiale.

On peut étendre la définition d’espérance conditionnelle au variables aléatoires L!.

Proposition 11.2 : Espérance conditionnelle dans L! a\

Soient X € L%(P) et G une sous-tribu de F. Alors Y = E[X|G] est I'unique variable aléatoire L*(P) telle que
pour tout A € G
E[X14] =E[Y14].

On peut alors étendre X +— E[X|G] sur L! via cette caractérisation, et dans ce cas E[X|G] € LY(G).

Calculons explicitement quelques espérances conditionnelles en utilisant cette caractérisation.

1. 51 G = {@,Q} est la tribu grossiere alors E[X|{@, Q}| = E[X]. En effet, les seules fonctions mesurables par
rapport a la tribu grossiére sont les fonctions constantes.

2. Pour G sous-tribu, si X est G-mesurable, alors E[X|G] = X.

3. Considérons un événement A € F avec P(A) ¢ {0,1}. Considérons G = o(A) = {&, A, A°,Q}, et calculons
E[X|o(A)]. Pour cela, observons que des fonctions o(A)-mesurables sont les indicatrices 14 et 1 4. En fait, puisque
14 X 14 =0, on peut écrire

EX1 E[ X1 ax
E[XlA]:E[( IL(A;‘]IA—F II:P)(A;(4):|1AC> 14].
Idem pour E[X1 g¢]. On en déduit que
E[X1 E[X1 4¢
E[X|O'(A)]: I[P)(A)A]IA—I— IL)(A:;]IAC.
déf.

En particulier, si X = 1 alors, avec E[1g|o(A)] = P(E|o(A)), on en déduit que

P(ENA) P(E N A°)

P(Elo(4) = =551+ —prgn Lo
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4. Plus généralement, si Q = N U| |;c; E;, avec P(N) =0, P(E;) > 0 et I dénombrable alors
E[X1
E[X|o(E;, i€ I)] = Xip],
i€l P(E; l

5. Si X est indépendant de G alors E[X|G] = E[X], car si E € G alors E[X1g| = E[X]E[1g] = E[E[X]1Eg].

6. Un exemple de calcul de régression gaussienne. Soit (X,Y) un couple gaussien (id est pour tous réels
t,s € R, tX + sY est une variable aléatoire gaussienne réelle) centré (d’espérance nulle) non dégénéré (X et Y ne
sont pas presque stirement constantes ou encore n’ont pas de variance nulle). On cherche E[X|Y] = E[X|o(Y)],
ouo(Y)={{Y € B},B € B(R)}. Pour cela, on cherche A € R tel que X — \Y soit indépendant de Y. Puisque

le couple est gaussien, cela arrive si et seulement si E[(X — AY)Y] = E[X — AY]E[Y] = 0. Donc cela arrive pour

A= %. Ainsi,

E[XY]

E[Y?]
Concluons cette sous-section par une Proposition qui permet de simplifier les calculs d’espérances condition-

nelles.

E[X|Y] =E[X — A\Y|Y]+E\Y|Y] =0+ \Y = Y.

Proposition 11.3 : Produit par une variable G-mesurable

Soient X € L'(P), G une sous-tribu de F et Y € L'(G) tel que XY € LY(P). Alors

E[XY|G] = YE[X|G].

Démonstration : |l s’agit encore et toujours d'utiliser la carac- Or E[X|G]Y est G-mesurable, si bien qu’on conclut la démonstration
térisation L'. Si A € G alors par définition de E[X|G], puisque Y14
est G-mesurable, on a

E[XY14] = E[E[X|G]Y14].

par unicité de I'espérance conditionnelle. O

Concluons cette section par une remarque sur la terminologie.

Remarque I1.4. Le nom d’espérance conditionnelle n’est pas usurpé. On peut en effet constater qu’on dispose
de tous les théorémes d’intégration en version conditionnelle : linéarité, positivité, lemme de FATOU, théoreme de
convergence dominée, inégalité de MARKOV, etc... On peut méme lui associer une probabilité, a w fixé, et avoir
une égalité du type

E[X[G](w /X P(dw'|G) (w).

De cette derniere égalité, on peut encore se poser beaucoup de questions, mais qui se retrouvent éloignées de cet
exposé...

)
IIT Convergence de martingales
II1.1 Martingales
Définition 111.1 o\

Soit (Fpn)n>1 une suite de sous-tribus de F. On dit que (F,), est une filtration si pour tout n > 1,

Fn C Fpni1. Dans ce cas, on note
def U
F
<n>1 )

la tribu dite asymptotique.

Soit (Fy,)n une filtration. Une suite de variables aléatoires réelles (X,),>1 est une martingale par rapport
a la filtration (Fy,)n>1 si
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pour tout n > 1, X, est F,,-mesurable (pour tout borélien B € B(R), {X,, € B} € F,,);
pour tout n > 1, X,, € L'(P);
n>1

pour tout
X, = E[X 1| Fn).

Remarque II1.2. Si on dispose d’une suite de variables aléatoires, on dispose en fait d’une filtration dite

canonique : il s’agit de F,, = o(X1, -+, Xp). &
Remarque II1.3. On note plus rapidement les conditions (i) et (ii) en X,, € L'(F,). )
Remarque II1.4. Puisque 'espérance est la méme chose que 'espérance de ’espérance conditionnelle, on
conclut que pour tout n > 1 E[X,,] = E[X}], qui ne dépend donc pas de n. &

Quelques exemples.

1. Soient X € LY(P) et (F,)n>1 une filtration. On définit pour tout n > 1, X, 4 E[X|F,]. Alors (X,)n
est une (F,),-martingale. En effet, si on fixe n > 1, par définition de l'espérance conditionnelle, X,, est bien
Fn-mesurable, d’ou (a). De plus, E[|E[X|F,]|] < E[|X|] < oo, donc X,, € L(P). Enfin,

E[Xni1]|Fn] = E[E[X]|Fni1]|Fnl-
Or, si A € F,,, on a en fait puisque F,, C Fpi1 :
E[E[X|Fn+1]1a] = E[X14] = E[E[X|F,]14],

si bien que E[E[X|F,4+1]|Fn] = E[X|F,], Aot E[X,,11|Fn] = X, don (iii). On a bien prouvé que (X,), est
une martingale. On dit qu’elle est fermée par X. On verra que ces martingales convergent dans L' et P-presque
stirement vers E[X|F].

2. Soient (&,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes centrées L'. On note X, = >"}¥_; &. Alors
X, est une martingale par rapport a la filtration canonique associée aux &,. En effet, les points (a) et (b) sont
vérifiés sans probléemes. Pour (c) :

E[Xn+1|fn] = E[Xn‘]:n] + E[£n+1|fn] =Xn+ E[fn-‘rl] = Xn,

ou on a utilisé le fait que X,, est F,-mesurable donc E[X,|F,] = X, et que &,41 est indépendant des &1, - , &,
donc de F,,, donc E[§,,+1|F,] = E[n41] = 0.

3. (Ruine du joueur version loto inversé). On considére un joueur qui joue a pile ou face. Il mise initialement
1 Franc (le jeu se passe en 1254, si on souhaite évoquer 'univers enrichi de cet exposé). Si la piece tombe sur pile,
il gagne sa mise et 1 Franc supplémentaire. Si la piece tombe sur face, il rejoue en doublant sa mise. Au temps n,
si la piece n’est pas déja tombée sur pile, et qu’elle tombe sur pile, alors la partie s’arréte et le joueur gagne la
mise totale et 1 Franc. Si la piéce tombe sur face, alors le joueur perd sa mise et rejoue en la doublant.

Notons &, le résultat de la piece pour le lancer n. Les &, sont indépendants, et de méme loi %. Notons
X, le gain du joueur au lancer n. Enfin, notons S, le gain total du joueur au temps n : S, = > ;_; Xj. Alors
(Sn)n est une martingale par rapport a la filtration canonique associée au &,. En effet, les points (a) et (b) sont
bien vérifiés (Xj ne dépend que des lancers précédents &1, - - , & donc est Fg-mesurable, et S, ne prend qu’un
nombre fini de valeurs). Reste & montrer (c). Notons que puisque la mise au temps k est 2F~1 :

n n
Xn41 = ((1 + 2’“_1> Lie, 1 =pile} — 2"1{£n+1:face}> T tiei=toce)

k=1 k=1

n
= (2n1{5n+1:pile} - 2"1{5n+1=face}> I e—tace}-
k=1

Alors, avec F,, = (&1, -+, &), en utilisant I'indépendance des lancers :

E[Xn+1|fn] = (2n]P)(£n+1 = pﬂe) - 2nP(£n+1 = face)) H l{fk:face} =0,
k=1
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si bien que E[Sy+1|Fn] = E[Sn|Fn] + E[Xp+41|Fn] = Sn. On verra que (S,,),, converge P-presque sirement vers 1.

4. (Intégration stochastique discrete) Supposons qu’on dispose d'une (Fp,),>1-martingale (X, ), et d’une suite
de variables aléatoires (Hy,), intégrables telle que pour tout n > 1, H, est F,_j-mesurable (on dit que (H,,), est
prévisible). Notons I} = 0 et pour n > 2

n
déf.
I, = § Hp (X — Xp1)-
k=2

On peut en fait interpréter I, comme une intégrale stochastique discréte (qu’on note (H - X), ou de maniére
plus étrange fl <k<n Hy dXj). Cest le point de départ du calcul stochastique, avec par exemple l'intégration
stochastique d’ITO, par rapport & un mouvement brownien, ou plus généralement par rapport & une martingale
L?, ou encore plus généralement par rapport a une semi-martingale. On déborde bien siir du cadre discret que cet
exposé respecte.

La suite (I,), est une martingale par rapport a la méme filtration que (X,,),. L'intégrabilité est vérifiée sans
soucis. Pour la mesurabilité, pas de soucis non plus puisque la somme s’arréte au terme H,, (X, — X,,—1). Montrons
I’égalité de martingales.

Ellni1|Fn] = In + E [Hp1 (Xng1 — Xn) | Fn] -

Puisque H est prévisible, il reste
]E[In+1|fn] = In + Hn+1 (Xn+1 —-E [Xn|fn]) = In

Pour redéborder encore un peu, notez qu’on peut forcer la prévisibilité de H en définissant
Sn S D E[Hp| Fr1) (X — Xi—1)-

1l s’agit alors d’une nouvelle intégrale stochastique, nommeée intégrale de SKOROHOD, et qui est quasi omniprésente
dans le calcul de MALLIAVIN.

II1.2 Convergence presque siire de martingales

Le théoréme principal est le suivant.

Théoreme 111.5 : Convergence presque siire de martingales

Soit (Xp,)n>1 une (Fp,)n>1-martingale telle que

supE [Xrﬂ < oo ou supE [X] < oo.
nz1 n>1

Alors (X,,),, converge presque siirement vers une limite X € L'(P).

Remarque II1.6. Rappelons qu’on note z™T det max{x,0} et x~ det max{—z,0} > 0. Une martingale bornée
dans L' (donc vérifiant sup,,»; E[|X,|] < co) vérifie alors ces conditions. &

Remarque II1.7. 1l s’agit bien d’un « ou ». Ce que je cache ici est la notion de sous-martingale et de sur-
martingale, qui des analogues aléatoires de suite croissante et décroissante. Dans le cadre de sous-martingales, il
suffit d’avoir sup,,»; E[X;] < co pour avoir convergence presque siire, c’est analogue de "une suite croissante
majorée converge'. Idem pour les sur-martingales positives "une suite décroissante minorée (par zéro ici) converge".
Une martingale étant une sur et une sous-martingale, c’est de 1a que provient ce « ou ». &

L’idée de démonstration de ce résultat repose sur une caractérisation déterministe de la convergence dans R
en termes de nombre de montées dans un intervalle. Plagons-nous dans ce cadre déterministe. Soit (x,,), une suite
réelle. On fixe a < b et on définit les temps d’atteinte suivants : on note Ng = 0. Pour n = 1, on définit

_déf.
Ny dé inf{n > 1,2, < a}
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et
NbF W inf {n > N{ L, zp > b} .

Il s’agit des premiers temps ou la suite se retrouve en dessous de lintervalle [a,b] puis se retrouve au dessus de

cet intervalle. Pour n > 1, on note

_ déf. .
N} = inf {n > NSfl,xn < a}

et
NoF - inf {n>Ni",z, >b}.

On autorise a ce que ces quantités soient infinies. On définit alors pour tout n > 1
M ([a,b]) “ sup {n eN,N* < oo} .

M?Z(]a,b]) compte le nombre de montées de Uintervalle [a,b] jusqu'au temps n. Il s’agit d’une suite (d’entiers)
croissante, donc admet une limite, finie ou non. On note MZ ([a, b]) sa limite.

[ Lemme 111.8 : Convergence et nombre de montées ]

La suite réelle (z,,), converge dans R si et seulement si

Va < be Q, M2 ([a,b]) < oo.

La suite converge dans R si et Or, puisque les limites inférieures et supérieures sont des valeurs
seulement si limite supérieure et limite inférieure coincident (et sont
éventuellement infinies). Or, si la suite converge, on a bien un nombre
fini de montées de [a,b]. Et si la suite ne converge pas, cela signifie
qu'il existe a < b rationnels tels que valence.

d'adhérence, (x,)n séjournera une infinité de fois prés de ces deux

valeurs, donc montera une infinité de fois l'intervalle [a, b]. D'ou I'équi-

liminf z, < a < b < limsup z,,.

n—oo n— oo

L’objectif est alors de montrer que pour la martingale X, on a pour tout a < b rationnels MZ ([a,b]) < oo
P-presque stirement. Pour cela, on utilise le lemme, encore une fois déterministe, suivant.

[ Lemme 111.9 : Une inégalité pour le nombre de montées ]

On consideére la suite (y;);>1 C {0, 1} définie de la maniére suivante : pour tout j > 1

déf. <X

er.

U= D Ynprejenig,
k=0

Alors pour n > 2, on a

2”: yi(z — 2-1) < (2 — @)™ — (b — a) MZ([a, b]).
k=2

Pour démontrer ce lemme, il suffit de distinguer différents cas selon le fait qu’on soit dans une phase de descente
(c’est-a-dire qu'il existe k tel que NpT < n < N;71), de montée, ou une phase initiale (0 = No <n < N{™).
A partir de 13, on peut démontrer le théoréme.

Démonstration : Supposons, quitte a considérer —X que I'hy- 1. Pour tout j > 1, Y; est F;_i-mesurable.
pothése vérifiée est sup,,»; E [X;f] < o0. Notons Y les variables

o p s . 2. Par I'exemple 4. de la sous-section I11.1, Y7 Vi (X5 —Xp—
aléatoires données par les y;, et associées a la martingale X : pour P 2 e Vi X k-1)

définit une martingale. En prenant I'espérance dans le lemme

) > 1 Ly
)z Lo [11.8, on en déduit que E[MZ ([a, b])] < oo donc MZ ([a,b]) <
Y, = Z Lo ue s oo P-presque stirement, donc (X»)n converge presque siire-
p {Nk: <7<Nk+1} ment dans R.
ou les N sont définies en remplacant les "z" par des "X". Voici le 3. Si X est la limite presque siire de (X, ), alors X € L' via des
plan de démonstration. lemmes de Fatou, donc est presque slirement finie.

7 Jérémy ZURCHER



Martingales

Séminaire 1236

1. Montrons que Y; est F;_i-mesurable. Pour cela, observons
que Y; = 1 signifie qu'on se situe dans une phase de descente, donc
qu'il existe k tel que N,i"L < Xj < Ni{,. Ainsi, selon le temps pré-
cédent, on peut distinguer deux cas et écrire :

{Vi=1} ={Y;-1 =1} n{X;1 > a} U{Yj 1 =0} N {X; 1 > b}
En francais cela signifie que si Y; = 1 alors :

* Soit Y;_1 = 1, ce qui signifie que X;_; est aussi en phase de
descente, donc n'est pas descendu plus bas que a;

* Soit Yj_1 = 0, ce qui signifie que X;_1 est en phase de mon-
tée, et vient de l'achever pour avoir Y; = 1, donc X;_; est
monté plus haut que b.

En traitant le cas j = 2 (laissé en exercice au brave lecteur qui lira ce
papier jusque 13), on conclut par récurrence sur la F;_1-mesurabilité
de ;.

— o . e - déf.

2. Ainsi, on définit une martingale en définissant I, =
2222 Yie(Xk — Xi—1), par I'exemple 4.. Il suit que son espérance
est la méme que pour n = 1, c'est-3-dire E[I,,] = 0. Il suit alors,
d'aprés le lemme précédent sur le nombre de montées, en prenant
|'espérance de cette inégalité que pour tout n > 2

E|X'| —a
X n
E[M,; (a,b)] < 7[17_]“ .

ITI1.3 Convergence et martingales fermées

Soit encore

sup,>1 E [X;7] + [al

E[M, (a,b)] < P—

Par convergence monotone, on en déduit que

sup,,»; E [Xrﬂ +al <o

E[MZ (a,b)] < —

Il suit que (X,)n converge presque slirement.
3. Soit X la limite presque siire de (X,)n. D'une part

E[X*] =E [nmmij]

n—oo

<liminfE [X,7] < supE[X,]] < co.

n—oo n>1

D’autre part, puisque (X,)n est une martingale, pour tout n > 1,
E[X,] = E[X1]. Ainsi, encore via un lemme de Fatou

E[X ] < E[Xo] + liminf E[X;] < E[X0] + sup E[X,] < co.

n—o0 n>1

Ainsi, E[|X|] < co et X € L*, donc | X| < oo presque siirement. [

On vient de voir un critére de convergence presque siir des martingales. On va exposer un dernier théoreme
de convergence de martingales, pour cet exposé, qui évoque la convergence presque siire et L'. Voici son énoncé.

On le démontrera en fin de sous-section.

Théoréme 111.10 : Convergence L' et presque siire des martingales

Soit (Xp)n>1 une (Fy,)n>1-martingale. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) (X,)n converge presque siirement et dans L.

(ii) (X, )n est uniformément intégrable.

(iii) (X,,)n est fermée : il existe X € L! telle que pour tout n > 1, X,, = E[X|F,].

Dans ce cas, la limite est donnée par E[X|F].

Expliquons ce qu’est étre uniformément intégrable, et voyons pourquoi ce théoréeme est vrai.

Définition 111.11

sup E[| X;|1)x,|>]
=

Soit (X;)ier une familles de variables aléatoires. On dit que (X;);ecr est uniformément intégrable si :

— 0.
c—00

Il existe une maniere relativement simple de montrer 'uniforme intégrabilité, qui est moins ingrate que sa

définition, il s’agit du critere L9,

Proposition 111.12 : Critéere L' de I'uniforme intégrabilité

Soit (X;)ier une famille de variables aléatoires. S'il existe 6 > 0 telle que (X;);es soit bornée dans L'*°

(c'est-a-dire si sup;c; E []XZ-\H‘S} < 00) alors (X;)ier est uniformément intégrable.
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Démonstration : |l s'agit simplement d’écrire pour ¢ > 0 qui tend bien vers 0 quand ¢ tend vers +00. Observons d'ailleurs qu’'on

|Xi‘1+6 SUp,c; IEHXAH‘S} dispose d’'une vitesse de convergence, et qu'elle est d’autant meilleure

E ['Xi‘l\XnDC] =E [|Xi|51Xn|>c:| < T que ¢ est grand. t
L’intérét de la notion d’uniforme intégrabilité provient du théoréme de VITALI, qui ressemble au théoreme de
convergence dominé, sauf que ce théoreme nous donne une condition nécessaire et suffisante de convergence dans
L'. Rappelons d’abord que converger en probabilité signifie que pour tout € > 0, P(|X,, — X| > ¢) tend vers 0
quand n tend vers 4oc0. Il s’agit de la convergence de variables aléatoires la plus faible & manipuler, dans le sens

ol la convergence presque siire implique cette convergence, tout comme la convergence L' I'implique aussi.

Théoréme 111.13 : Théoréme de VITALI

(b) (X,)n converge dans L'

Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) (X,)n converge en probabilité et est uniformément intégrable ;

Nous admettons ce théoreme, qui se prouve a coup d’epsilon coupés en 36 et qui n’éclaircit pas le propos de
cet exposé. Concluons sur la démonstration du Théoréme de convergence L' des martingales.

Démonstration : On va d’abord montrer que (i) et (ii) sont
équivalent, avant de montrer que (iii) implique (i) et (ii) implique
(iii). Nous concluerons sur la limite apres.

[(i) = (ii)] I s'agit du théoréme de Vitali.

[(ii)) = (i)] Supposons que (X )~ soit uniformément intégrable.
Alors en particulier, (X, )n est bornée dans L' : sup, -, E[| X|] < oc.
Par le théoreme de convergence presque siire des martingales, on en
déduit que (X, )» converge presque sirement, donc converge en pro-
babilité. Par le théoreme de Vitali, il suit que (X,)n» converge aussi
dans L.

[(iii) = (ii)] Supposons que (Xy), soit fermée par X. Alors
pour tout n > 1 :

E [|XalLgix,e1] = E [[EIX|Fa]lL1fix02e1] -
Par inégalité triangulaire conditionnelle
E [ Xnll{x,ze3] <E [EIX[IFa]lyix, ze] -

Or, puisque {X,, > ¢} € F,, on a par définition de |'espérance condi-
tionnelle
E [[Xn|Lqx,20] <E[[XI1gx,050] -

Pour conclure, on fait un petit tour de passe passe en faisant
I=1gx1ca + Lx|>a}
ol A > 0 va étre fixé juste aprés. Avec ce choix de A > 0, on a alors
E [|Xa|lx,izer] < E[IX[1gxjza3] + AP(|Xa| > ).

Si e > 0, le théoréme de convergence dominée nous permet de choisir
A = A(e) tel que E [\X|1{|X|;A}] < 5. De plus, par inégalité de
Markov, on conclut que
e AE[|X
E[|1Xn[1x,50] < 5+ M

Or, E[|X,[] < E[|X

], donc on a réussi a montrer que

e AE[|X
supE [|Xn|1{|X"|>c}] < B} + 7“ I]
n>1 c

On conclut en choisissant M = M (e) = m que pour tout € > 0,

il existe M > 0 tel que pour tout ¢ > M,

Sl;I;]E [1Xn]1qx,1501] <,
d’ou I'uniforme intégrabilité.

[(i) = (iii)] Soit X la limite de (X,)n, presque siire et L'.
Montrons que X,, = E[X|F,]. Il suffit de montrer que pour tout
AeFn

E[anA} = ]E[XIA].

Pour cela, il suffit d'observer que la propriété de martingale nous af-
firme, en utilisant la définition de I'espérance conditionnelle que pour
tout p > 1:

E[anA] = E[Xn+p1A].

Or,
[E[Xnipla] — E[X14]| < E[|Xn4p — X]] —= 0
par la convergence L'. D'oll E[X,14] = E[X14], donc X, =
E[X|Fy,] définit bien une martingale fermée.
e Montrons que la limite de la martingale fermée X,, = E[X|F,]
est E[X|Fuo]. Soit Z la limite L' et presque stire de (X,,)n. Il suffit
de montrer pour tout A € F que

E[Z14] = E[X14].

Puisque F est engendré par Un>1 Fn, il suffit de le montrer pour A
dans cette union et conclure par lemme de classe monotone. Soient
no € Net Ae Fp, C ﬂp>0 Fno+p- Alors pour tout n > ng,

E[X,14] = E[X14].

On conclut en passant a la limite (ce qui est possible car la conver-
gence est L').

O

Revenons a notre exemple de loto inversé 3.. Le gain total S, au temps n est soit négatif, dans le cas ou tous

les résultats &1, - - -

, &, sont face, soit est positif et vaut 1 lorsque pile est apparu avant ou exactement au temps n.

Ainsi, (S,), est une martingale déterministiquement minorée par 1. (S,), converge alors presque siirement vers
)
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une variable S quand [n — oo]. Montrons que S = 1 presque sirement. Au temps n, S, vaut soit 1 soit —2", avec
P(S, = -2") = o
Ainsi, si € > 0, on a pour n assez grand

1

P(1L - Su| > &) =P(Sy <1 =) +P(Sy > 1 +¢) =B(S = —2") = .

Pour tout € > 0, il suit que P(|S,, — 1| > ¢) tend vers 0. Ainsi, par définition, (S,,), converge en probabilité vers
1. La convergence en probabilité est une convergence sur les variables aléatoires, qui admet la propriété d’unicité
presque stire de la limite, et elle est impliquée par la convergence presque stire. Conclusion : S = 1 presque
stirement.

IV Application au théoreme de Rademacher pour les fonctions lipschit-
ziennes

On va démontrer avec le théoréme de convergence de martingales le théoreme d’analyse suivant.

Théoréme IV.1 : Théoréeme de RADEMACHER

Soit f : [0,1] — R une fonction lipschitzienne. Alors il existe g € L>°(0, 1) telle que

vz € [0, 1], f() = £(0) + /0 " g(u) dus

Remarque IV.2. 1l existe une notion générale sous-jacente liée a cette question d’existence de dérivée presque
partout. Il s’agit de ’absolue continuité, ou de 1-variation. On dit qu’une fonction f : [0,1] — R est d variation
bornée, ou est absolument continue si

n—1
sup { |f(tes1) — f(tk:)|} < 0.
7r:{0:t0<t1<---<tn:1} k=0

subdivision de [0,1]

Dans ce cas, f est absolument continue si et seulement s'il existe g € L'(0,1) telle que pour tout x € [0, 1],

On note souvent g = f'. ' 3
Rappelons le Théoreme de DOOB-DYNKIN : si X est une variable aléatoire et Z est une autre variable aléatoire
o(X)-mesurable alors il existe une application déterministe g : R — R telle que Z = g(X).
Démontrons le théoréeme de RADEMACHER.

Démonstration : L'idée est de subdiviser [0, 1] en sous-intervalles Le plan de démonstration est le suivant :
dyadiques, comme dans l'introduction. Plus précisément, on considére 1. Si F, est la filtration canonique associée & (X,)n>1 alors
un espace probabilisé auxiliaire (Q, F,P) et X une variable aléatoire (Gy)n est une martingale bornée par L donc converge dans
suivant la loi uniforme sur [0,1] : P(X € A) = Leb(A). L'approxi- L' vers G € L'(P);
mation se passe alors de la sorte : pour tout n > 1, considérons

I'approximation dyadique 3 I'ordre 1 de X : 2. Or, par le théoréme de Doob-Dynkin, il existe g : [0,1] — R

mesurable telle que G = g(X). De plus, g € L*(0,1).

, n
. L225(J . 3. On conclut alors en télescopant la somme f(z) — f(0) sur les
) ) ) , ) dyadiques, modulo un reste. Chaque terme de la somme s'écrit
Alors, pour.conftrwre g, on construit la suite des taux d'accroissement comme une intégrale de g et le reste tend vers 0. On conclut
de f de taille o7 : par relation de Chasles.
dasr. f (Xn + 2%) — f(Xn) 1. Montrons que (G,)» est une (F,),>1-martingale. La mesura-
Gn = 1 ’ bilité est vérifiée car GG, est une fonction continue donc mesurable de

on
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X,,. L'intégrabilité aussi, car X,, ne prend qu'un nombre fini de va-
leurs, donc G, aussi. Il ne reste qu'a prouver I'égalité de martingales.
Pour cela, observons d'abord que F,, = o(X1,---, Xn) se réduit en
fait qu'a o(X,,), car en effet, pour tout n > 1, on a pour 0 < k < 2™ :

k k+1
{xelz"5)}
2k
{Xn+1 = W} L {Xn+1 = }

Donc pour tout n > 1, 0(Xrn) = 0(Xn, Xn+1), d'oll par récurrence
finie 7, = o(X,). Montrons alors que pour tout n > 1 :

2k +1
2n+1

E[Gn+1]|Xn] = Gr.
Par définition de |'espérance conditionnelle par rapport a un événe-
ment, on a la décomposition suivante :

on

E[Gn+1‘Xn] = ZE |:Gn+1

k=0

k

Xn=—
on

.t

Rappelons que E [Gn+1 |Xn = QL,,] n'est plus aléatoire mais est bien
un réel. L'événement {X, = 1} est négligeable, mais on peut tout
de méme définir cette espérance conditionnelle via la notion de noyau
de probabilité que je n’ai pas pu intégrer ici. En tous cas, puisque
cet événement est négligeable, cela signifie que 1;x, -1} = 0 presque
slirement, donc on a en fait I'égalité suivante presque siirement

2" —1

E[Gos1lXa] = 3 E G

k=0

k
Xo = g7 Ly

de sorte qu’on ait un conditionnement classique par un événement
non négligeable. Or, pour 0 < k < 2™ — 1,

]:

Notons provisoirement h(z) = 2"T! (f (av + w%) - f(cc)) de sorte
que Gnt1 = h(Xn41). Alors en écrivant que presque slirement,

1 227L+1_1

k

X7L:27

E [Gn+1

j=0 {X,L+1:2nj+1 } on a alors
k
E |:Gn+1 X, = ﬁ}
2n+1_1
= 2 z; E {h(xnﬂ)l{xnﬂzzgﬁ}1{Xn_22}} .
j=
Soit encore
k
E |:Gn+1 X, = 27}
ontl_q ) . ‘
— n 7 k. e
. i z; h(2n+l)P(Xn_2"’X”+1_2n+1)'
=

Ce qui s'écrit en termes de X en

d’ou finalement

h(Xn)+h (Xn + 57)
2

E[Gny1|[Xn] =
En rappelant que h(z) = 2! (f (:c + Qn‘ﬂrf) - f(m)) on en déduit
que

E [Grir | Xn] = 2" (f (Xn + 2%) - f(Xn)> — G,

On a bien réussi a montrer que (G, )n était une (F,)n>1-martingale.
Or, puisque f est L-lipschitzienne, pour tout n > 1, |G| < L. Ainsi,
(Gn)n est une martingale bornée, donc converge presque slirement et
dans L. Notons G € L*(P) sa limite.

2. Pour tout n > 1, G, est 0(Xy)-mesurable. Puisque o(X,) C
o(X) (toujours via I'égalitée {X, = =} = {X € [, 52)}) G
est alors aussi o(X)-mesurable. Puisque G est limite presque siire
de (Gn)n>1, G est elle aussi o(X)-mesurable. Par le théoréeme de
Doob-Dynkin, il suit qu’il existe g : [0,1] — R mesurable telle que
G = g(X) presque siirement. Or, |G| < L donc |g(X)| < L presque
siirement. Ainsi,

P(lg(X)| < L) =Leb(g < L) = 1.

Autrement dit, ||g||; o« < L donc g € L>°(0,1).
3. La variable limite G = g(X) ferme la martingale (Gn)n>1 :
Gr = E[g(X)|Fr]. Pour cela, il suffit d’observer que pour tout p > 1:

E[|Grn — E[g(X)|Fnll] < E[|Frip — g(X)]],

qui tend bien vers 0 quand [p — oc] par convergence L'. On peut
alors calculer explicitement cette espérance conditionnelle.

2" —1

Gn=Y_ E [g(X) ‘Xn = 2%} Lix,— k1

k=0
Pour 0 < k < 2™ — 1, le calcul par conditionnement classique donne
4

B [o(0) [ X0 = -
= 9001,

L
om

7B [900 ep

P (X, %}]

-

Ainsi, puisque X suit une loi uniforme sur [0, 1], on en déduit que

k+1
i

Or, rappelons qu’on a

Elg(X)[Xn]

o=

On a alors montré que pour tout 0 < k < 2" — 1

k1 k k£l
27T
k 1(57) -1 ()= ], oo
2ntl g i Eokal i1 On est alors enfin en mesure de conclure. Soit « € [0, 1]. Pour
= 2" Z h <2n+1) P (X € {57 on )7X € [2"“’@)%}“ n > 1, ilwexiste kn(z) = |2"z] tel que kgﬁf”) <z < %n)“
3=0 On a alors k’éif“) —— z. Ainsi,
n—o0
Les termes valent tous zéro sauf si j € {2k,2k + 1}, ob chaque
probabilité vaut alors -t . Ainsi, fz) = £(0)
kn(z)—1
E+1 k kn(z)
gesegn - R ) () (e (52)
B [Gron X = 2] - (z+) gz 7o) 5 ) f(50)) + (F@ -7 (

k=0
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Avec ce qu'on vient de prouver avec la martingale (G, )n, on en déduit  En faisant tendre n vers l'infini, on en déduit le théoréme de Rade-
que macher. O

f(x) = f(0)

kn(z)—1 k41

S [ stwans (-1 (2521
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