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Groupe d’ordre pq

On se donne p < q avec p et g premiers. Le but de ce développement est de classifier les groupes
d’ordre pq.

1. Dévissage

Montrons que si H est un sous-groupe d’'un groupe fini G dont I'indice est égal au plus petit
facteur premier p de |G| alors H est distingué dans G. On considéere I’action : g-x = gx ou Stab(x) =
x"1Hxn H. Léquation aux classes s’écrit :

p= Y |0rb@|=1+ ) |Orb@).

X rep x rep
x#1

Comme |Orb(x)| divise |H| divise |G| si |Orb(x)| # 1 alors |Orb(x)| = p ce qui contredit I'égalité. Ainsi
toutes les orbites sont réduites a un point. Par la relation orbite-stabilisateur : Vx, Stab(x) = H i.e.
x 1Hx c H donc H est distingué.

Ainsi si G est un groupe d’ordre pq pour y € G d’ordre p !, (y) est distingué dans G.

2. Extension

Soit x € G d’ordre p 2 montrons que {x) est un complémentaire de (y).

e (x)N(y)={1} par le théoréme de Lagrange?

* (x)(y) par la formule du produit |HK| = Ilglr@l‘

On a alors :
G ={x) X (y)=Z/pZ x Z/qZ.

3. Analyse des produits semi-directs

On cherche a déterminer les produits semi-directs entre Z/pZ et Z/qZ pour cela on s’intéresse aux
morphismes « : Z/pZ — Aut(Z/qZ). D’abord les automorphismes de Z/qZ sont de la forme x — kx
ou & est inversible dans Z/qZ donc ce dernier groupe est isomorphe a (Z/qZ)* donc cyclique d’ordre
q — 1. Ensuite comme Z/pZ est cyclique les morphismes « : Z/pZ — (Z/qZ)* sont exactement les
applications de la forme x — a” ou a est un élément d’ordre divisant p de (Z/qZ)*. Alors,

e Si p ne divise pas g —1 il n’existe pas d’élément d’ordre p dans (Z/qZ)* par Lagrange donc a est
nécessairement le morphisme trivial.

e Si p divise g — 1 comme (Z/qZ)* est cyclique il existe des éléments d’ordre p. Plus précisément,
I’ensemble des éléments d’ordre divisant p forme un sous-groupe cyclique d’ordre p, dans ce

cas si b est un générateur de ce sous-groupes on a a = fo; ou f:x— b* et ¢; : x — lx avec
O<sl<p-1.

Conclusion.
« Si p ne divise pas g — 1% alors il n’existe qu’un produit semi-direct de Z/pZ par Z/qZ qui est le
produit direct isomorphe a Z/pgZ. Ainsi, dans ce cas tout sous-groupe d’ordre pq est cyclique.

o Si p divise g — 15 mise a part le produit direct il existe des produits semi-direct non triviaux et
ces derniers sont tous isomorphes. Ainsi on a a isomorphisme un unique groupe d’ordre pg non

. qui existe par Cauchy

. qui existe par Cauchy

. car (x) N(y) est un sous-groupe de (x) donc son ordre divise p et par symétrie il divise ¢ donc est 1.
. ce qui arrive pour 15,3551 etc...

. ce qui arrive pour 21, 39, etc...
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cyclique dont une présentation est : (x,y |xP1,y?=1,xyx "1 = y°) o1 b est un élément d’ordre p
de (Z/qZ)*.®

Remarque. 1. Avec le théoréeme de la progression arithmétique de Dirichlet” il existe une
infinité de groupes d’ordre pq non isomorphes.

2. Une question que souléve ce développer est s’il existe des entiers tels que tout groupe de cet
ordre est cyclique ? On dira qu’un tel entier est cyclique, ce développement montre que pq
(p < q) est cyclique si et ssi p ne divise pas q — 1. Et bien plus généralement un entier n est
cyclique si et seulement n est premier avec @(n), ce qui en terme de facteurs premiers signifie
que n = p1---py, avec les p; distincts et que p; fp;—1. Ce résultat illustre de facon significative
comment les propriétés arithmétiques de l'ordre d’un groupe influe sur sa structure.

3. Pour terminer donnons quelques idées pour démontrer le résultat annoncé précédemment.
Dans un sens si n ne vérifie pas les conditions évoquées : d’un si n = p%s alors Z/psZ x Z/pZ
n’est pas cyclique et d’autre part si n = pqs avec p et q premiers tels que p |q — 1 alors comme
nous l'avons vu précédemment il existe un groupe G d’ordre pq non cyclique et alors G x Z/sZ
est non cyclique d’ordre n. Pour la réciproque on raisonne par récurrence, on se donne G est un
groupe d’ordre n vérifiant les conditions évoquées, dans ce cas tout sous-groupe H de G vérifie
aussi les conditions donc est cyclique. Un point essentiel est que l'on peut choisir H distingué
ce qui revient a dire que G est non simple. P.Caldero montre cela directement a partir du fait
que tous les sous-groupes de G sont abéliens, D.Perrin conseille d’utiliser une conséquence
au théoreme du p-complément de Burnside. On peut ainsi dévisser notre groupe par H, et de
méme que précédemment G/H est cyclique par hypothése de récurrence. Maintenant on peut
montrer que H est central a partir des contraintes sur l’ordre : on considere le morphisme
g— (h— ghg™') de G/H vers Aut(H); ce morphisme ne peut étre que trivial. Finalement H,
G/H sont cycliques et H est central alors un argument classique permet de conclure que G est
abélien et I'on peut conclure avec le théoréme des structures des groupes abéliens finis.

6. Pour p =2 on peut prendre b = —1 on retrouve alors le groupe diédral D.
7. Ce cas peut se démontrer spécifiquement avec des polynémes cyclotomiques c’est un développement qu’on voit.



Cardinal du cone nilpotent

1. Décomposition de Fitting

Lemme. Soit E un K-espace vectoriel de dimension d < co. Pour u € End(E) il existe une unique
décomposition u-stable E = F & G tel que u|r soit inversible et u|g nilpotent.

* Pour une telle décomposition on a y, = yu x| ou x| =X” avec p =dimF. De plus 0 n’est pas
racine de y, car u|r est inversible donc p est la multiplicité de 0 en en tant que racine de y,.

¢ De plus par le lemme des noyaux et multiples utilisations de Cayley-Hamilton on a E = Ker@(u)®
Keru? ou F < KerQ(u) et G < Keru? donc par un argument de dimension F = KerQ(u) et
G =Keru?.

e Ainsi si une telle décomposition on a nécessairement F' = KerQ(u) et G = Keru? ou y, = XPQ
avec X JQ. Cela montre en particulier I'unicité de la décomposition. Maintenant pour conclure il
faut vérifier qu'on a bien £ = F @ G et u|r inversible et u|g nilpotent. Le premier point découle
du lemme des noyaux, le second découle du fait que @ est un polynéme annulateur de u|r qui
n’admet pas 0 comme racines.

2. Relation implicite

Avec la décomposition de Fiting on a une bijection
End(E) — {(F,G,up,ug)|E=F &G, up € GL(F) et ug € Nil(G)}.

En notant g4 le cardinal du groupe linéaire et n4 le cardinal du cone nilpotent d'un espace vectoriel
de dimension d sur F; on obtient la relation :

d
g% =Y gg pn#E=F@G|dimF =k et dimG =d - k).
k=0

Il s’agit maintenant de dénombrement les décomposition de E en deux sous-espaces de dimension
fixé. On va interpréter cette ensemble comme une orbite d’'une action de groupe pour se ramener
par la formule orbite-stabilisateur au dénombrement du stabilisateur.

3. Dénombrement des décompositions

Le groupe GL(E) agit sur 'ensemble des sommes directes par : ¢-(F,G) = (¢p(F), p(G)).

o Les orbites de cette action sont exactement {F @ G | dim F' = &} pour 0 < %2 < n. D’une part si ¢ est
un isomorphisme on a dim ¢(F') = dim F' d’autre part si dim F' = dim F' alors considérant une base
(e1,--,ey,) adaptée a la décomposition F @ G et une base (e’l, -+, e,) adaptée a la décomposition
F'®G' on définit ¢(e;) = e’i. Comme ¢ envoie une base sur une base c’est un isomorphisme et on
a par construction (F',G") = (¢(F), p(G)).

e Un élément ¢ est dans le stabilisateur d’'un couple (,G) avec dim F' = & si et seulement si dans
une base adaptée a la décomposition la matrice de ¢ est de la forme :

(AO

: B) (A,B) € GL(Fy) x GL, _(F,).

Par la relation orbite stabilisateur on a donc :

8d

#HE=FeG|dimF =k et dimG =d -k} = .
8r8d-k




4. Calcul

i ? I N
Finalement ¢% = Zgzo nkg_z Joiy -
2 8d _1)2
nq =qd —_q(d 1?
8d-1
_8d  _ (qd—l)...(qd_qdfl)

On a = (g% -1)g%"! de sorte que :

gd-1~ (g4 1-1)-(¢?1-¢q?2)

2 _ 1
nd:qd _qd l(qd_l)q(d 1)

2 2 2
— qd _q2d—1+(d—l) +q(d—1) +d-1

d(d-1)

Remarque. 1. A partir de ce résultat on peut dénombrer les endomorphismes trigonalisables.
En utilisant la représentation en sous-espaces caractéristiques on a une bijection entre les en-
domorphismes trigonalisables et {(F1,n1, - ,Fg,ng) o F1®---@F, = E et n; nilpotent sur F;}.

On en déduit que :
th = Z 1) qnl(nl_]-)___
(n1,,nq) gnl"'gnq

nit-+ng=n

ng(ng—1)

q

ol # représente le nombre de décomposition en sommes directes de q sous-espaces de
n1 nq
dimensions ni,--- ,ng généralisation naturelle du cas de deux sous-espaces vu précédemment.

2. Un autre dénombrement usuel et plus facile concerne celui des matrices diagonalisables. Dans
ce cas on a une bijection avec {(F1,--- ,Fy) ou F1&---®F, = E} d’'ot l'on déduit que :

8n

(n1,nq) 8ny " 8n,
nit+ng=n

d,=



Marche aléatoire sur Z/nZ

Considérons une marche aléatoire X,, sur Z/NZie. X, =U1 +---+ U, ou les U; sont des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées sur Z/NZ. La loi de X, que l'on note f,
définit une fonction de Z/NZ dans C égal a la convoluée de la loi des U; correspondant a fi i.e.
fn=1f1". Pour étudier f, I'idée de ce développement est de passer en Fourier ou convolution devient
multiplication. Encore faut-il développer une théorie de Fourier sur Z/NZ, c’est ce qu’on fera dans
un premier temps en présentant la transformée de Fourier discréete.

Pour faire les calculs on va se limiter 4 un exemple en considérant que f; = %6 1+ %50 + %5 1Cesta
dire que la marche aléatoire choisie de faire un pas dans le sens direct, de faire un pas dans le sens
indirect ou de rester sur place.

1. Transformée de Fourier discrete

Pour commencer il nous faut déterminer les caracteres de Z/NZ i.e. les morphismes de groupes de
Z/NZ — C. Ce sont exactement les applications de la forme :

. 2ikn \J
i (%)

Pour f € #(Z/NZ,C) on définit alors sa transformée de Fourier comme :

~ N-1 inkj
Fib—(fod=Y f(le 7.

Jj=0

r DS . n > < 1+2cos &2
Un calcul qu'on passe donne f * g = f x g ce qui nous donne f, = f] o1 f1(k) = —5—.

2. Inversion de Fourier, expression de la loi de X,
Les caracteres sont orthogonaux pour (f | g) =} jez/nz f(j)8(j) car :

Nz—‘l sy [0 si k#l
o © "N si k=l

Ils forment donc une base orthogonal®. On en déduit la formule d’inversion de Fourier :

2inkj

fi=5 Z Flkye v

Dans notre cas on trouve :

1 N= (1+2cos ) sinkj
e .

1+2cos(2”k]

Comme | | <1lorsque k€{1,---,N —1} et vaut 1 sinon on a f,(j) — % Cela signifie que
la marche aleat01re X, converge en loi vers la distribution uniforme sur Z/NZ.

3. Estimation de la vitesse de convergence

L'orthogonalité des caractéres assure que f — \/—%f est une isométrie :

1 Nt N
||fn||2—ﬁz faR)% = ||fn||2.

8. étant au nombre de N



Utilisons cette propriété pour controdler la vitesse de convergence de [, vers fo, = % en norme 2.
2inkj

Sachant que Foolle) = Zév: _01 N le™m =N *150,;3 d’apreés un calcul précédent on a :
. 2n\ /2 . n
1 . 1 [N=1 1+200s(%) 1+2c0s(2lﬁn)
1fn—fooll = —=Ifn— fooll = —= Z S e e—

vN VN | izt 3 3

On a ainsi convergence au moins géométrique de la loi de X, vers la loi uniforme.

Remarque. Ce n’est qu’un cas particulier de convergence des chaines de Markov, ici la chaine
est irréductible apériodique et la distribution uniforme est son unique mesure invariante, c’est en
fait une mesure réversible. L'intérét de l'utilisation de I'analyse de Fourier discréte et d’obtenir des
estimations de la vitesse de convergence. Notons que cette démarche correspond a la méthode général
d’étude de la vitesse de convergence par analyse du spectre de la matrice de transition ici la matrice
circulante Cy. En effet la transformée de Fourier est simplement la transformation qui diagonalise
Cy, précisément si Fy est la matrice de & dans la base canonique alors F&IC ~NFN est diagonale

1+2cos( Azt
de valeurs propres %



Polygones constructibles

Théoreme. Un nombre réel x est constructible si et seulement s’il existe une suite d’extensions :
Q:KO(_’KI;’"';’Kan-
Corollaire. Un nombre constructible est algébrique de degré une puissance de 2.

Ce résultat permet de résoudre négativement de nombreux problemes géométriques : trissection
de I'angle, quadrature du cercle ou duplication du cube.

Application. Si le n-gone régulier a n cétés est constructibles alors n est le produit d’'une puissance
de 2 et de nombres premiers de Fermat.

1. Analyse algébrique

Soit M = (x, y) un point constructible. On a par définition une suite de parties A g c Ajc---c A, 5 M
tel que A;.1 s'obtiennent en ajoutant un point constructible M;.1 = (x;+1,y;+1) & partir de A;.
Notons K; le corps engendré par A;. On a ainsi :

Ky=QcK;c---cK,>M.

ou K;i1=K;(xi+1,yi+1). On s’est ramené a comprendre I'extension d’'un sous-corps K de R par

ajout d’'un élément constructible M = (x,y) a partir de points de K.

e si M = (x,y) est I'intersection de deux droites distinctes formé par des points de coordonnées
dans K alors M est solution de deux équations det(Ai—B; ,m )=0 pour i = 1,2 qui se développe
en le systéme d’équations :

aix+biy=ci
{ asx+bgy=co
Les parametres de ces équations peuvent étre pris a ¢ Comme les droites sont distinctes, le point
d’intersection est unique donc ce systéme posséde une unique solution. Les formules de Cramer
permettent d’exprimer cette solution comme somme et produits des coefficients a;,b;,c;. Ainsi
(x,y)eK.

e si M = (x,y) est I'intersection d’'une droite est d'un cercle alors M est solution des équations
det(ﬁ,ﬁl) =0et IIIH)JH2 = ||142—B;|| ou A,B,C,D € K x K. En développant on obtient le
systéme d’équations :

aix+biy=cq
{ 2 +y2+agx+boy=co
On va alors montrer que x et y sont solutions d’'une équation de degré < 2. Parmi a1 et 51 I'un
de deux coefficients est non nul, sinon I'’équation définie un point ou rien du tout, en tout cas
pas une vraie droite. Par symétrie supposons que a1 # 0, ainsi x = % puis en injectant cette
expression dans la seconde équation on voit que y vérifie une équation de degré 2. Ainsi K(y) est
une extension de degré 1 ou 2 de K. Ensuite x € K(y) donc la méme conclusion vaut pour K(x,y).

e si(x,y) est I'intersection de deux cercles on a un systéme d’équations de la forme
2 +y?+aix+biy=cy
2 +y2+agx+boy=co
a coefficients dans K, qu’on peut réécrire en soustrayant la seconde ligne a la premiere :
(@1 —ag)x+(b1—bg)y=(c1—c2)
x2+y?+agx+boy=co

On est donc ramené a un systéme de la forme précédente. Géométriquement on a écrit I'intersec-
tion de deux cercles comme l'intersection d’'un des deux cercles avec la droite formé par les deux
points d’intersections.

On conclut donc que les extensions de corps K; — K;,1 sont de degré inférieur a 2.



2. Critere de constructibilité

Nous venons de montrer que e est algébrique de degré ¢(n). On veut s’intéresser au degré de
cos(2in/n). Notons que :

d° cos(2in/n) x (Q(eﬁTn) : Q(cos(2in/n))) = ¢(n)

or (Q(e%) : Q(cos(2in/n))) est degré inférieur a 2 car e est solution d’une équation de degré 2
sur Q(cos(2in/n)) a savoir X2 —2cos(2in/n)X + 1. Ainsi, si le n-gone régulier est constructible alors
¢(n) est une puissance de 2. Ecrivons n = 2% p‘fl .- pgk la décomposition en facteurs premiers de
n alors ¢(n) = 2“0_1p‘1’1_1(p1 - 1)~~~ka_1(pk —1). Ainsi pour que ¢(n) soit une puissance de 2 il
faut et il suffit que les nombres premiers p; impairs soit de multiplicité 1 et de la forme 2™ + 1. De
telles nombres premiers sont appelés nombres premiers de Fermat et on peut montrer qu’il sont
nécessairement de la forme 22" + 1.9 Ainsi si le polygone & n cotés est constructibles alors n est

produit de puissances de 2 et de nombres premiers de Fermat. 1°

3. La question de la réciproque

On commence par montrer la réciproque au théoréme de Wantzel, pour cela il faut essentiellement
montrer que 'ensemble des nombres constructibles est stable par les opérations +,x et ,/. On
utilise pour cela qu’on sait faire les constructions suivantes : perpendiculaire, paralléle et report
de longueur.

e Déja avec la construction de perpendiculaire, on obtient qu'un point M = (x, y) est constructible
si et seulement si les points (x,0) et (0, y) le sont. Notons de plus qu’avec un compas (x,0) est
constructible ssi (0,x) est constructible. On en déduit que I’ensemble des nombres constructibles
est de la forme I' x " ot I est 'ensemble des nombres constructibles sur la droite réelle. Dans la
suite on se restreint a I'.

e Par report de longueur il est clair que I est stable par addition. Aussi, avec un compas si x € I’
alors —x€eT.

e Avec le théoreme de Thalés on montre que I' est stable par produit. On peut aussi montrer que
sixelavecx#0alorsx Lel.

o Finalement avec la construction d’Audin on a la stabilité par racine carrée.

Cela montre la réciproque de Wantzel : d’abord Q =T et si K c T et K’ est une extension de
K de degré 2 on peut écrire K’ = K(x) ou x est de degré 2 sur K donc x2+ax+b =0 puis les
formules de résolutions donnent x = =22 —20 ”2"2_41’ sachant que le discriminant de ’équation est positif
car admet une racine réelle par hypotheése. Maintenant pour ce qui est de la constructibilité
des n-gones réguliers pour montrer la réciproque la démarche classique consiste a construire la
suite d’extensions quadratique par dualité avec la théorie de Galois. On peut déja se ramener a
n premier car si n et m sont premiers entre eux et que e et e sont constructibles alors en
écrivant 1 =an+bm ona em = (e&TH )a(e%ﬂ )® est constructible. Maintenant pour n premier différent
de le groupe de Galois de cos (27”) est par correspondance de Galois un sous-groupe d’ordre 2 du
groupe cyclique (Z/pZ)* qui est le groupe de Galois de e donc est un groupe cyclique d’ordre
1%. Comme ce nombre est une puissance de 2 on peut construire une filtration avec des quotients
d’ordre 2 ce qui donne le résultat voulue par correspondance de Galois.

Remarque. Plus généralement on peut caractériser les nombres constructibles de la facon suivante :
un nombre z est constructible si et seulement si la cloture normale de Q(z) est de degré une puissance
de 2.

9. Si p =2 +1 est premier alors on peut voir que 'ordre de 2 modulo p est 2m donc 2m divise p —1 =2 donc m est
une puissance de 2.
10. On connait peu de nombres premiers de Fermat, 5 précisément 3,5,17,257,65537,4294967297,18446744073709551617.
Le probléme est que méme avec un critére de primalité spécifique (test de Pépin) les temps de calcul ne permette guere
d’aller loin, on a ainsi pu tester la primalité de 22" 41 jusqu’a m = 32.

10



Polynomes cyclotomiques

On cherche les polyndémes minimaux des racines de 'unité. Une racine n-éme de 'unité étant
racine du polynéme X" —1 c’est un nombre algébrique. Le probléme devient alors de décomposer
X" —1 en facteurs irréductibles. On commence par chercher un candidat, pour cela on s’inspire
des idées de la théorie de Galois qui dit qu’il faut regrouper entre eux des éléments de "méme
nature algébrique”. Dans ce sens on utilise la partition p,(C)Llg|» #;;(C) qui conduit aux polynémes
cyclotomiques :

X'-1=]][®q ou @3= [] X-0.
dln (eus(C)

Montrons alors que les candidats ®; sont bien les facteurs irréductibles de X —1 sur Q.

1. Coefficients des polynomes cyclotomiques

On commence par montrer que les polynémes cyclotomiques sont a coefficients rationnels, on va
voir qu’ils sont méme a coefficients entiers. On raisonne par récurrence sur le degré.

e Pourn=1ona®;=X-1.

« Supposons le résultat pour tout entier d < n. Ecrivons alors X" —1 = ®,A(X) ou AX) =
[1d|n,d#n Pq € Z[X] par hypothése de récurrence. Comme X" — 1 est unitaire, on a existence
d’une division euclidienne de X" — 1 par A sur Z[X] qu’on écrit X" —1 = AQ + R. Maintenant
par unicité de la division euclidienne sur C[X] on a ®,(X) =Q(X) € Z[X].

2. Irréductibilité des polynomes cyclotomiques

On ne connait de @, que ses racines, on va exploiter cela en introduisant P le polynéme minimal
de ( := e et montrons que P = ®,. Pour cela on montre que les autres n-éme de I'unité sont
racines de P c’est a dire A({™) =0 dés que m An =1 dés lors on aura degP = ¢p(n) et comme P
divise ®,, et sont tout deux unitaires on aura égalité. Maintenant il suffit de faire cela pour m = p
premier puis d’itérer le processus. Dans la suite on se donne p un nombre premier ne divisant pas
n. Pour montrer que {? est racine de P on va comparer P au polyndéme minimal @ de (. Comme (
est racine de Q(X?) le polynéme P divise Q(X?) dans Q[X]. On va vouloir réduire cette égalité
modulo, avant cela vérifions que nos polynémes sont a coefficients entiers et que les divisions qu’on
considére sont en fait dans Z[X]. On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme. Si A € Q[X] unitaire divise C € Z[ X1 unitaire alors A € Z[X] et A divise C dans Z[X].

Ainsi on a P,Q € Z[X] car ils divisent X" — 1. Ensuite P divise Q(X?) dans Z[X] car P unitaire et
Q(XP) unitaire a coefficients entiers. On peut alors réduire modulo p et ont trouve que P divise
Qp. On va pouvoir conclure : supposons que P # @, alors P@ divise X" — 1 puis si 7 est un facteur
irréductible de P alors 7 divise @ par le lemme d’Euclide donc 72 divise X” — 1 dans Z/pZ[X] or
2(X™ -1)=nX""1 n’a pas de racines communes avec X" — 1 (hypothése p premier avec n) donc
X" —1 est sans facteur carré. Terminons par la preuve du lemme : écrivons AB = C on considére a, b
tels que a A et bB soient a coefficients entiers, on divise alors chacun de ses polyndomes par leurs
contenus i.e. le pged de leurs coefficients, comme A est unitaire donc B aussi, les contenus respectifs
de aA et bB divise respectivement a et b de sorte qu'on peut prendre a et b afin que ¢A et bB
soient primitifs. De la multiplicativité du contenu on en déduit que 1 =c(aA)c(bB) =c(abC)=ab
d’ou le résultat.

3. Construction des polygones réguliers a la regle et au compas

Pour construire le n-gone régulier il suffit de savoir construire e » car alors on peut répéter la
construction en prenant comme points de départ O et e » . Et pour construire e » il suffit de savoir
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construire cos 27” car alors e » se trouve a 'extérieur du cercle unité et de la perpendiculaire a ’axe
des abscisses passant par cos 27” Maintenant le théoréme de Wantzel nous dit que pour que cos 27”
soit constructible il faut que cos 27” soit algébrique de degré une puissance de 2. On a :

2 2in 2
(Q(cos 7”) : QNQe™): Q(cos 7”» = p(n)

or (Q(ezl?ﬂ) : Q(cos 27”)) est de degré 1 ou 2 car e’ est solution de X2 —2cos 27”X +1 =0 ce qui traduit
algébriquement la situation géométrique décrit précédemment. Somme toute (Q(cos 27”) : Q) est une
puissance de 2 si et ssi ¢(n) est une puissance de 2 or en notant n = 2% p‘fl e p]‘:k la décomposition
en facteurs premiers de n on a @(n) = 2“0_1p‘f1_1(p1 -1)- -pzk_l(pk —1). Ainsi pour que @(n) soit
une puissance de 2 il faut et il suffit que les nombres premiers p; impairs soit de multiplicité 1
et de la forme 2™ + 1. De telles nombres premiers sont appelés nombres premiers de Fermat et
on peut montrer qu’il sont nécessairement de la forme 22" + 1.1 Ainsi si le polygone & n cotés est

constructibles alors n est produit de puissances de 2 et de nombres premiers de Fermat. 12

Remarque. 1. Avecla théorie (ou simplement les idées) de Galois on peut montrer la réciproque :
un polygone n est constructible si et seulement si n est produit d’une puissance de 2 et de
nombres premiers de Fermat de multiplicité 1.

2. Plus généralement on peut caractériser les nombres constructibles de la facon suivante : un
nombre z est constructible si et seulement si la cléture normale de Q(z) est de degré une
puissance de 2.

3. Construire explicitement a la régle et au compas ces polygone est possible en analysant les
extensions de degrés 2 intermédiaires qui ménent & Q(z). Notons que la difficulté se situe
dans la construction des polygone avec un nombre impair de cotés. Il est en comparaison
relativement simple de dédoubler le nombre de cétés d’un polygone en tracant des bissectrices.

11. Si p =2™ +1 est premier alors on peut voir que l'ordre de 2 modulo p est 2m donc 2m divise p —1 =2 donc m est
une puissance de 2.

12. On connait peu de nombres premiers de Fermat, 5 précisément 3,5,17,257,65537,4294967297,18446744073709551617.
Le probléme est que méme avec un critére de primalité spécifique (test de Pépin) les temps de calcul ne permette guere
d’aller loin, on a ainsi pu tester la primalité de 22" 41 jusqu'a m = 32.
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Simplicité du groupe projectif orthogonal

On étudie la décomposition du groupe orthogonal O,(R). Ce groupe a un premier sous-groupe
SO, (R) noyau du déterminant. Lorsque n = 2, SO, (R) est un groupe abélien isomorphe & S!, c’est
connu, on va donc s’intéresser au cas n = 3. Dans ce cas SO, (R) est un groupe parfait, son centre
est constituée des homothéties de SO, (R) c’est a dire {Id} si n est impair et {+Id} si n est pair.
On note alors PSO,(R) le quotient de SO, (R) par son centre. On a alors épuisé nos techniques
génériques de dévissage, et on peut espérer avoir un groupe simple. C’est ce que nous allons voir a
une exception pres. Pour cela on va utiliser que les retournements forme un systéme générateur 13
de SO, (R) et que ces retournements sont tous conjugués * On se donne ensuite un sous-groupe
distingué non trivial de PSO,(R) qu’'on peut relever en un sous-groupe N distingué dans SO, (R)
non réduit aux homothéties. On va montrer que N = SO, (R). Pour cela on va montrer que N
contient un retournement, comme les retournements sont conjugués N les contiendra tous et alors
N =8S0,(R) car les retournement sont générateurs.

¢ Construire un retournement demande de construire un élément avec beaucoup de points fixes.
On va déja essayer de se ramener a un élément agissant trivialement sur un sous-espace
de dimension n —2. En fait comme une isométrie positive en dimension 3 admet une droite
fixe il suffit de construire un élément agissant trivialement sur un sous-espace de dimension
=n—3. Dans le cas n =3 il n’y a rien a faire, maintenant pour que notre démarche de réduction
fonctionne nous aurons besoin de suffisamment de place : n = 5.

e Onvay aller a cotit de commutateur ; on part d'un élément non trivial u € N puis on pose v = [u,r].
Pour que v posseéde beaucoup de points fixes il faut prendre r avec beaucoup de points fixes, on
va donc prendre pour r un retournement disons de plan P. Ainsi, v = (uru"1)r1 est le produit
d’un retournement de plan u(P) et d’'un retournement de plan P, ainsi v laisse stable w(P)y:nPL.
Par la formule de Grassman, u(P)* NP+ = (u(P)+P)* donc est de dimension n — dim(u(P) + P).
En particulier v laisse stable un sous-espace de dimension = n —4. On aimerait gagner une
dimension pour se ramener a un sous-espace de dimension 3. On peut faire cela si u stabilise
une droite de P ce qui revient & demander qu'’il existe a tel que u(a) = +a.

e Récapitulons, s’il existe a tel que u(a) = +a alors en prenant P un plan contenant a disons
P = {a,b) alors v laisse stable un sous-espace F' de dimension n — 3. De plus en prenant b tel que
¢ = u(b) ne soit pas colinéaire a b ce qui est possible car u n’est pas une homothétie alors uru~!
est un retournement de plan {(a,c) qui est donc différent de ! qui est un retournement de plan

{a,b).

e Maintenant s’il n’existe pas de tel vecteur a, alors on peut utiliser la construction précédente,
comme v fixe un sous-espace de dimension n —4 et que n =5 on en déduit que v posséde un point
fixe. Pour étre ramener au cas précédent il faut seulement vérifier que v # +Id, ayant un point
fixe il suffit de vérifier que v # Id, pour cela on choisie u de sorte que u(P) # P ce qui est possible
comme u n’est pas une homothétie.

e Ainsi on s’est ramené a v € N non trivial laissant fixe un sous-espace F' de dimension =n —3. On
peut profiter de cela en se restreignant a la dimension 3, les opérations que l'on fait devront étre
comprise comme la trace des opérations sur F'*, action sur le supplémentaire étant trivial. Pour
faire les choses proprement on pose Ng = N nSO(F1) ot SO(F 1) est vu comme un sous-groupe
de SO, (R) par l'injection ¢ — (¢,1dp).

e Les éléments de SO3(R) sont des rotations, elles sont définies par un axe de rotation et un angle
0. Cet angle apparait dans la trace 1+ 2cos(8). Un retournement correspond a une rotation

13. On montre que les réflexions engendre SO, (R) de facon classique en faisant agir les réflexions pour fixer des
éléments. Les éléments de SO, (R) sont alors produit d'un nombre pair de réflexions, dans le cas n = 3 comme 'opposé
d’une transvection est un retournement on a le résultat et dans le cas général n = 3 on montre que le produit de deux
réflexions s’écrit comme produit de deux retournement en se ramenant a un sous-espace de dimension 3 contenant I'axe
des deux réflexions.

14. Cela découle de la transitivité de I'action de SO, (R) sur les sous-espace de dimension %.
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d’angle 6 = 7, pour cela il suffit de disposer d’une rotation r d’angle 7 car alors r" sera un
retournement c’est que nous allons montrer

¢ On introduit 'application :
T:geSO3(R)— Tr([v,gD.

Il faut montrer que I'image de T' contient un élément de la forme 1+ ZCOS(%) avec n € N*.
Remarquons pour cela que SO3(R) étant compact et connexe, I'image de T est un intervalle [a, b].
On a toujours T'(g) < 3 avec égalité pour g = Id de sorte que b = 3. Maintenant comme 7 — 0
lorsque n — oo il suffit de montrer que a < 3. Or T'(g) = 3 si et seulement si [v,g] = Id et v n’étant
pas une homothétie il existe g ne commutant pas avec v, un tel élément a donc une image < 3 ce
qui permet de conclure.

Remarque. Dans le cas n =4 on a un comportement exceptionnel : PSO(4,R) = SO(3,R) x SO(3,R)
en particulier PSO(4,R) n’est pas simple. Ce résultat peut s’établir & partir du corps des quaternions.
On montre d’abord un isomorphisme entre SO(3,R) et le groupe G des quaternions unités quotienté
par {+1} via ¢ — (h — qhq~1). On montre ensuite un isomorphisme entre SO(4,R) et G x G quotienté
par {+(1,1)} via (¢q1,91) — (h — qqugl). On déduit de ces deux isomorphismes le résultat annoncé
(voir Perrin).

14



Permutations aléatoires

Lorsque l'on étudie la la distribution des cycles d'une permutation aléatoire uniforme le premier
résultat qu’on dérive est la distribution conjointe des cycles (surement un item du plan). Ce résultat
est tres satisfaisant et semble conclure le probleme seulement I'expression de la loi conjointe est
assez compliqué et il n’est pas évident d’en déduire I’ensemble des quantités d’intérét, notamment
les lois marginales. Le but de ce développement est de calculer cette quantité. Pour cela on démontre
préalablement un résultat général de combinatoire des ensembles, généralisation de la formule du
crible de Poincaré.

1. Principe d’inclusion-exclusion

On se donne Aq,---,A, des évéenements, on cherche a calculer la probabilité P(E}) qu’exactement
k événements parmi les A; sont réalisés. Pour cela on calcule la somme des intersections de &
événements, mais dans ce cas on compte plusieurs fois les issues contenant dans l'intersection de
k +1 événements, il faut donc enlever la somme des intersection de & + 1 événements mais alors
on enléve plusieurs fois les issues dans l'intersection de & + 2 évéenement etc... Cela ameéne a la
formule suivante :

n glr
g, =) (1% > 1a,nena, -
r=k k

11<<I,
«

)

=2,
Pour montrer cette égalité, on se donne un point w et on note s le nombre d’événements A; auquel

appartient w. Dans ce cas le terme de gauche vaut 1 si s =k et 0 sinon. Montrons qu’on obtient la

méme chose dans le terme de droite. Regardons pour cela la contribution de chaque %, :

- sir>s alors w n’est dans aucune intersection de r événements A; donc la contribution est nulle :

- si s =r alors dans X, une intersection contenant w correspond au choix r événements parmi les s
événements contenant w, la contribution est donc de (f)

En particulier si s < & alors le terme de droite est nulle, dans ce cas on a bien égalité. Ensuite si
s = k le terme de droite donne :
> 70
r=k kJ\r
s\(s—k

En utilisant que (¥)(;) = (7)((Z}) ce qui se voit a partir de 'expression factorielle on obtient :

Sl qy—k[S=R|_[S)4 _qs-k_J 0 si s#k
(k);k( b (r—k)_(k)(l b ‘{ 1 si s=k

Ainsi les deux membres sont dans tous les cas égaux, ce qui permet de conclure. En passant a
Pespérance on en déduit la forme suivante sur les probabilités :

P(Ek):Z(—l)r_k(r) Y P4, n-nA;).
r=k

k 11<<i,

2. Application a notre probleme

Considérons :

- un entier n =1;
- ¢ une permutation aléatoire uniforme sur S,, on notera (C(n), .. ,C;”) ) son profil ;
- un entier j entre 1 et n;

- {c1,++,cm} 'ensemble des cycles de longueur j de S, ;

- A,; I'évenement o™ posséde le cycle c;.
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Ainsi par le point précédent :

P(c§”’=k)=§(—1)r—k(r) Y P(A;n---nA;).

r=k k 11<<i,

Calculons les probabilités P(A;, n---nA;,). Si les cycles c;,,---,c;. ne sont pas disjoints, étant
distincts, cette probabilité est nulle. Sinon elle vaut 1 jrSn(";{r)!. En effet pour construire une
permutation contenant les cycles c¢1,---,c¢;, ces cycles étant fixé il reste a déterminer les valeurs de
la permutation sur les (n — jr) entiers restants.

Il reste a compter le nombre d’ensemble de r-cycles a support disjoints. On trouve :

l@(n—j)jm(n—j(r—l))j 3 n!
rlJ j J Crln—jr)!

jr ljrsn

ou:
- la division par r! est di a 'absence d’ordre

- % correspond au choix d’'un cycle de longueur j dans un ensemble a n éléments, un j-cycle étant

une j-liste invariante par permutation circulaire;

- (n;.J)j correspond au choix d’un cycle de longueur j dans un ensemble a n — j éléments afin que

les cycles soient disjoints

- ete...
Finalement on trouve :
m
(n) _ _ _1\y—k r 1 .
P(Cj =k)= r;( 1) (k)_r!j’ 1jr<n

1 nijl-k 1
=— (-1 —.
k! 20 1!

3. Convergence
Avec 'expression précédente il apparait que :

-1/

m_y . & " _pii.
P(Cj _k)n—>+oo T = Poiyj[k].

Ainsi C;”) converge en loi lorsque n — +oo vers une Poisson de parameétre % On peut de plus
estimer la vitesse de convergence en variation totale; en notant n; = [n/;]

2nj+1

dry(C™, Poi(j 1) ~ ————.
TV J J (nj+1)!jnj+1

D’abord I'écart entre P(CE.”) = k) et Poiy/;[k] est le reste d'une série alternée, on peut donc majorer

et minorer a partir de ces deux premiers termes, précisément :

1 1

<|P(C}” = k)~ Poiy;[k] S Jnl Rl(n;+1-k)!

R+ 1=k 2 RN +2-k)

En sommant pour £ =0,---,n et en reconnaissant une formule du binéme on en déduit I’équivalent.
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Relation de Frobenius-Zolotarev

1. Lemme de Zolotarev

1. Regardons les cycles de la permutation m,. Il y a 0 qui est un point fixe puis les autres sont
les orbites de I'action de groupe {(mq) ~ F;‘ c’est a dire de 'action par translation de (a) sur

F;. Les supports des cycles sont ainsi les classes de Fj modulo (a),ily en a #}i) de cardinal
ord(a). On en déduit que :

-1
g(ma) = ((_1)ord(a)) ord(a) )

2. On va distinguer deux cas :

. . q-1 ord(a) 15 g-1
- siord(a) est pair alors e(my) =(—1)ad@ ora 2 =-1"°donce(my)=a 2 .
- si ord(a) est impair alors e(m,) =1 et dans ce cas on a une racine explicite de a a savoir
ord(a)+1
a 2

2. Extension de Frobenius

o Il suffit de monter le résultat sur une partie génératrice de GL,(F,) : les transvections. Par
conjugaison, on peut se ramener a une dilatation élémentaire. Une dilatation élémentaire u
agit de la facon suivante : u(x1,---,x,) = u(x1, -+ ,%;-1,0%;,Xi+1, " ,Xp) OU @ € F;. Dans ce cas

det(u) = a et on cherche a montrer que &(u) = a’7 . En terme de permutations u correspond a
Idu:f'l—l X Mg X Id[Fg_i ou m, est la multiplication par a sur Fy.

e Soit 0 une permutation sur un ensemble X et T une permutation sur un ensemble Y ; calculons
la signature de la permutation ¢ x 7. On suppose pour cela que X et Y sont munis d’un ordre
et on munit X xY de 'ordre lexicographique. Alors les couples (x,y) < (x',y') sont inversés
si et seulement si (o(x),7(y")) < (o(x),7(y)) si et seulement si o(x') < o(x) ou o(x) = o(x’) et
7(y) < 7(y’). Le premier cas comporte Inv(o) x |Y| possibilités, le second |X| x Inv(t). Ainsi,
e(o x 1) = e(0)Xle(r)Y!,

e En appliquant le point précédent comme F, est impair on a &(u) = eé(m,) ou m, désigne la
multiplication par a sur F, et 'on ramené a une dimension.

On a ainsi montré le résultat et son extension par le calcul. Maintenant en prenant un peu de

recul sur le probleme, on peut dériver le résultat de la nature des objets et de leurs propriétés
calculatoires, presque sans calculs explicites. On représente la situation avec le diagramme suivant :

Imaginer le diagramme commutatif.

-1
Il s'agit de montrer que le morphisme 6 : F; — {+1} est a — a’T . En fait on n’a pas vraiment le
choix car F;; étant cyclique, il existe au plus deux morphismes de F;‘, dans {+1}. Or on connait
-1
au moins deux morphismes de F; dans {+1}, le morphisme trivial et a — a'7 . Pour montrer que
0 est ce second morphisme il suffit donc de montrer que § n’est pas trivial. Pour cela on exhibe
un automorphisme u tel que e(z) = —1. Un exemple est 'automorphisme induit sur FZ munie de
la structure du corps fini a q” éléments par la multiplication par g ou g est un générateur du
groupe cyclique de ce corps. Cet automorphisme agit comme un g” — 1 cycle donc est de signature
(-1 =-1.

3. Application : deuxieme loi complémentaire

On va utiliser le lemme de Zolotarev pour établir la deuxiéme loi complémentaire :
2_
( 2 ) 15,
b

15. Car dans un corps 1 n’a que deux racines 1 et —1 et par définition de l'ordre le cas 1 est exclue.
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On regarde pour cela la multiplication par 2 sur F,, le tableau suivant décrit cette permutation :
Pour calculer sa signature on regarde son nombre d’inversions. Il ne peut avoir d’inversions

. -1 +1 . s . P . . . .
quavec 1 <i < pT et ”T < j< p-—1dans ce cas a i fixé on a une inversion si et seulement si
+1 . +1 . . . . .
B5= < j < 5= +i. Ainsi le nombre total d’inversions est :
el -1p+1
p—1lp+l 2
v ol
i=1 2 8

Remarque. Avec un peu plus de travail on peut également établir la loi de réciprocité quadratique,
on donne les détails dans la suite. On se donne a et b deux nombres impairs premier entre eux,
on cherche a montrer que (a|b)(b|a) = (—1)%1%. Pour cela il faut comparer les signatures des
permutations mg sur Z/bZ et my, sur Z/aZ. Pour manipuler ensemble ces deux permutations on va
travailler sur Z/aZ x Z/bZ.

e On a une bijection naturelle 7 : Z/abZ — Z/aZ x Z/bZ qui envoie x sur (x moda,x modb). A
partir de cette représentation construisons les permutations :

g:(x,y)—(ax+y,y)
T:(x,y)— (x,by + x).

On a légérement modifié nos permutations mais comme la translation par k dans Z/nZ est la
puissance k-éme d’un n-cycle donc est de signature (—1)*"=D cette quantité vaut 1 si n est impair
de sorte qu’on a bien £(g) = (a|b) et (1) = (b |a). Maintenant cette modification permet facilement
de calculer :

nloo(x,y)=ax+yet n tot(x,y)=by+x.

e Maintenant une autre représentation de Z/abZ, la représentation de la base mixte consiste & écrire
tout élément de Z/abZ sous la forme ta + s avec (t,s) € [0,a[x[0,b[. On a ainsi une bijection entre
Z/abZ et 10,alx[0,b[. Or, sur ce dernier ensemble on dispose de deux ordres naturelles : lordre
lexicographique et l’'ordre lexicographique inverse qui se transporte a Z/abZ. La permutation
ax+y— by+x de Z/abZ correspond a l'unique application croissante passant d’un ordre a l'autre.

e Calculons donc le nombre d’inversions du passage de l'ordre lexicographique de [0,a[x[0,b[ a
lordre lexicographique inverse. Pour cela il faut dénombrement le nombre doubles couples (i, j)
et (i’,j') tels que (i,j) < (i',j) pour Uordre & gauche et (i’,j') < (i, ) pour Uautre & droite, dans le
premier cas il faut que i <i' ou i =i’ et j < j et dans le second cas j'<jou j =jeti' <i, les
seules possibilités sont donc i <i' et j' < j, il y a donc (g) (12’) possibilités, d’ou le résultat.
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Structure du groupe multiplicatif de Z/n Z et applications

1. Dévissage par le théoreme chinois

Ecrivons n = p‘fl .. p,‘:"’ la décomposition en facteurs premiers de n. Les anneaux Z/nZ et Z/ p‘fIZ X
“ee X Z/pZ’“Z sont isomorphes, en particulier on a un isomorphisme entre leurs groupes multiplica-
tifs :

(Z/InZ)” ~ (Z/p‘le)X X oee X (Z/kaZ)X.

On est ainsi ramené a étudier (Z/p®Z)*.

2. Structure de (Z/p“Z)* pour p impair

Pour ce développement on suppose connu que (Z/pZ)* est cyclique, c’est le fait général pour
le groupe multiplicatif d'un corps fini. Plus généralement on montre que (Z/p%Z)* est cyclique.
Rappelons que son ordre est ¢(p%) = p*~1(p — 1). Pour construire un élément d’ordre p®1(p —1) on
construit un élément x d’ordre p®~! et un élément y d’ordre p — 1. Le groupe étant abélien on a
alors ord(xy) = ppem(ord(x), ord(y)) = p®1(p — 1).

o Commencons par ’élément d’ordre p — 1. Considérons le morphisme surjectif (Z/p®Z)* — (Z/pZ)*
et notons z un antécédent d'un générateur de (Z/pZ)*. Cet élément est d’ordre un multiple
u(p —1) de p de sorte que z* est d’ordre p —1.

e Pour I’élément d’ordre p®~! on va monter que 1+ p convient. Pour cela on montre par récurrence
k
que pour 2 € Ng on a (1+ p)?" =1+ Ap**1 avec A A p = 1. On utilisera le fait suivant : p divise (’L’)
silsisp-1.
- A+pP =%t (®)p’. Pour 2<i < p, p? divise (?)p’. Pour i = p on utilise que p >3 et dans les
cas restants le résultat rappelé. On a ainsi :

A+pP =1+p2+up®=1+1+up)p?

- A+ p)P T =@+ Aphtyp = > (‘i’))tipi(k”). Pour 2 <i < p, p**3 divise (’i’)pi(k”). Pour i = p
on utilise que p = 3 et dans les cas restants avec le résultat rappelé p2*+3 divise (1; ) pi+D et
k = 1. Ainsi, .

A+p)P =1+ 2+upf*3=1+A+up)p**2.
On conclut que (1 +p)pa_1 =1 mod p? donc ord(1 + p) divise p®~ ! et (1 +p)pk #1 mod p“ pour

tout & < a donc ord(1+ p) = p®~ L.

3. Application aux tests de primalité

o Le test de Fermat a” ! =1 mod n. Pour analyse ce test on cherche & controler lorsque n n’est
pas premier le nombre d’entiers a vérifiant la condition précédente. Elle n’est pas vérifié lorsque
a n’est pas premier avec n mais si 'on choisit les a au hasard il y a peu de chance de tomber sur
un entier non premier avec n. Maintenant ’ensemble des entiers a premier avec n passant le
test de Fermat forme un sous-groupe de (Z/nZ)*, si ce groupe n’est pas propre au moins la moitié
des entiers premiers avec n sont des témoins. Maintenant que tous les entiers premiers avec n
sont des menteur revient a dire que exp((Z/nZ)*) divise n — 1. Or par le théoréme de structure :

exp(Z/nZ)*) = ppem(p?~H(p1 - 1), pi* (pr — 1)

Donc cela revient a dire que p?i_l(pi —1)divise n—1pouri=1,---,k ce qui revient a dire que
aj=-=ap=letp;—1divisen—1pouri=1,---,k.
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o Pour éviter ces pathologies on peut renforcer le test en le suivant : a's = (%) mod n ot le terme

de droite fait apparaitre le symbole de Jacobi. En élevant au carré on voit que ce test renforce
celui de Fermat. Maintenant si tout a premier avec n passe le test montrons que n est premier.
Sinon, c’est un nombre de Carmichael donc en particulier n = p1--:-pr. Supposons que & = 2

alors :
a

n-1 a
a? E(—)(—) mod p1.
p1 Pk

Maintenant par le théoréme chinois on peut choisir a tel que a soit un carré modulo p donc a
mais prendre a tel que ag ne soit pas un carré modulo pe mais bien un carré pour les autres ce
qui contredit ’égalité précédente.

n-1
2
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Théoréme des deux carrés

On s’intéresse a la représentation des entiers en somme de deux carrés. La factorisation a® + b2 =
(a+1b)(a—ib) invite a se placer sur 'anneau des entiers de Gauss Z[i] = {a +ib|(a, b) € Z} et d’étudier
son arithmétique.

1. Z[i] est euclidien

e Si x,y € Z[i] avec y non nul alors en notant ¢ un entier de Gauss le plus proche de ;% on a

f—q|<%puisx=yq+r avecrz;—c—q et N(r)< \/iéN(y)<N(y).

¢ Si z est inversible dans Z[i] on a zz’ = 1 donc par multiplicativité de la norme N(z) = 1. Inver-
sement si N(z) = zz donc si N(z) = 1, z est inversible dans Z[i]. Les unités de Z[i] sont donc
exactement les éléments de norme 1.

2. Factorisation des nombres premiers

Soit p un nombre premier

e Si p est réductible dans Z[i] écrivons p = z1z2 avec 21,29 non inversibles. Alors p2 =N(z1)N(z9)
avec N(z1) et N(z9) différents de 1 donc p = N(z1) = N(z2). On a ainsi écrit p comme somme de
deux carrés. Le probleme de la factorisation des nombres premiers dans Z[i] correspond ainsi
exactement a notre probléme d’écrire un nombre premier comme somme de deux carrés.

e Regardons alors a quelle condition un premier p est irréductible dans Z[i]. On sait que cela est
équivalent & ce que (p) soit un idéal maximal ou encore que Z[il/(p) soit un corps. On simplifie 16

Z[iV(p) = (ZIXU(X? + D))(p) = Z/pZ/(X? +1).

Or comme Z/pZ est un corps, Z/pZ[X] est principal donc ce dernier anneau est un corps si et
seulement si X2 + 1 est irréductible. Comme ce polynéme est de degré 2, irréductibilité équivaut
a absence de racines, or —1 est une racine dans Z/pZ si et seulement si p #3 mod 4 par le critere
d’Euler le cas p = 2 étant traité a part.

e Pour résumé p est irréductible si et ssi p =3 mod 4. Ainsi, un nombre premier est somme de
deux carrés si et seulement s’il n’est pas congru a 3 modulo 4.

3. Calcul d’une décomposition

La démonstration précédent peut étre rendu effectif. Si 'on y revient, on dit qu'un entier p =1
mod 4 est réductible dans Z[i] car il existe a2 = —1 mod p de sorte que p divise a®+1 = (a +i)(a —i)
mais p aucun des deux facteurs. Ainsi, p ne saurait étre irréductible car il n’est pas premier et
un facteur non trivial de p est précisément z = pged(a +1, p). En effet z est non trivial car sinon p
diviserait a —i est non associé a p car sinon p diviserait « +i. Maintenant le calcul d’une racine
de —1 modulo p se fait bien en tirant au hasard des entiers modulo p jusqu’a tomber sur un
non-résidu quadratique a pour lequel a4 qui d’apres le critére d’Euler est une racine de —1.
Comme la moitié des entiers de {1,---, p — 1} sont des non-résidus quadratique, on a une chance sur
deux a chaque tirage de tomber sur un non-résidu, donc en moyenne on a besoin de 2 étapes et le
test s’effectue rapidement a ’'aide du symbole de Jacobi. Ensuite il reste a calculer un pged pour
lequel on utilise I’'algorithme d’Euclide.

16. Formellement on peut voir ces isomorphismes comme des conséquences du troisiéeme théoréme d’isomorphisme
en écrivant par exemple (ZIX /(X2 + 1)/(p)) = ZIX VX2 + D/(p, X2+ 1/(X2 +1)) ~ ZIXW(p, X2 + 1) puis en utilisant les
mémes manipulations dans le sens inverse.
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4. Entiers sommes de deux carrés

Pour terminer on va déterminer plus généralement a quelle condition un entier n peut s’écrire
comme somme de deux carrés. On s’appuie pour cela sur la description des facteurs irréductibles
de Z[i] qui découle du travail précédent. En quelques mots on montre que tout facteur irréductible
de Z[i] est facteur irréductible d'un nombre premier car si z est un entier de Gauss et p un nombre
premier divisant N(z) alors en considérant 7 un facteur irréductible de p on a 7 |zz donc 7 divise
z ou z c’est a dire 7 ou 7 divise z. Or on a vu qu'un nombre premier p est soit irréductible, soit
réductible et dans ce cas p = w7 avec N(z) = p. Un tel 7 est alors irréductible car si z divise 7, N(z)
divise N (). Finalement les facteurs irréductibles de Z[i] sont exactement a inversible pres :

1. les nombres premiers congru a 3 modulo 4;
2. les entiers de Gauss de norme un nombre premier.

A partir de la description des irréductibles on peut répondre a la question. Soit n un entier que I'on
cherche a décomposer en somme de deux carrés c’est a dire a écrire n = zz avec z € Z[i]. Si une telle
écriture est possible, en décomposant z en produits d’irréductibles on voit que les nombres premiers
congru a 3 modulo 4 facteur de n dans Z sont de valuation paire. Inversement décomposons n en
produits de facteurs irréductibles dans Z i.e. n = Hf 1 p? szl q; ou les p; sont congru & 3 modulo 4
et les ¢; non. Alors g se factorise sous la forme q; = 7;7; de sorte que n = 2z avec

Z=p1 PRIy Ty.

Ainsi un entier n est somme de deux carrés si et seulement pour tout facteur premier p de n congru
a 3 modulo 4, la valuation de p est paire.

Remarque. Dans l'analyse précédente on seulement utilisé lexistence d’'une décomposition en
facteurs irréductibles, on peut aller plus loin dans 'analyse en comptant le nombre de représentations
possibles ce qui demande l'unicité. On montre alors que le nombre de facon de représenter n en
somme de deux carrés est 4(d1(n)—d3(n)) o d j(n) représente le nombre de diviseurs de n congru a
J modulo 4.
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Procédure de construction des corps finis

Le but de ce développement est de développer une procédure permettant la réalisation informatique
des corps fini. Rappelons que si ¢ est un nombre premier, le corps fini 4 ¢¢ éléments est le corps
de décomposition sur Fy du polynéme X a_X. Cependant cette définition ne rend pas les calculs
explicites, il serait préférable d’écrire F « comme un rupture, on sait que cela est possible d’apres
le théoreme de I'élément primitif, maintenant on va chercher a rendre cela effectif.

1. Polynoémes irréductibles sur F,,

On s’intéresse aux polynomes irréductibles sur F,. Les polynomes irréductibles sont les briques
élémentaires des polyndémes sur F; au méme titre que les nombres premiers sont les briques
élémentaires des entiers. Suivant cette idée on va chercher des polynomes irréductibles comme
facteurs irréductibles de polynémes remarquables de méme qu’on utilise des entiers remarquables
comme (2:) pour rechercher des nombres premiers. Dans le cadre des corps finis, une famille de
polynémes occupe une place centrale a savoir ceux de la forme X7 — X. On va alors montrer le
résultat suivant :
x"-x= T[] P
deg(llf)rl n

Pour montrer ce résultat on va en quelque sorte lire la divisibilité sur 'inclusion des corps de
décomposition en utilisant le théoréme de structure des corps finis.

e Si P irréductible de degré d divise X9" —X alors P posséde une racine a dans Dec(X9" —X) = Fyn
or Fy(a) est un sous-corps de Fy» de degré q? donc d |n.

e Si P estirréductible de degré d divisant n alors Rup(P) est un corps de cardinal g% donc s’injecte
dans F,». Ainsi P possede une racine dans F,» donc P donc P et X 7" — X ne sont pas premier
entre eux sur F,» donc également sur Fy donc P divise X " _X.

. A 2z . 7 n . . n
» Finalement le polynéme dérivée de X9 — X est —1 sur F, qui est premier avec X¢ — X donc ce
dernier est sans facteurs carrés.

On va déduire deux choses de cette formule : premiére des informations quantitatives sur le nombre
de polynémes irréductibles de degré fixé. Deuxiémement un critere d’irréductibilité. Ces deux infor-
mations permettront de mettre en ceuvre une procédure pour déterminer un polynéme irréductible
de degré prescrit en tirant aléatoirement un polynéme, les informations quantitatives donneront des
bornes sur le temps d’atteinte, et en testant son irréductibilité avec le test précédent.

2. Estimations du nombre de polynomes irréductibles de degré fixé

En regardant les degrés dans la formule précédente on a q" =} 4, dI(n,q). Avec la formule
d’inversion de Mobius on en déduit que I(n,q) = %de ,u(%) g?. A partir de ces formules on en
déduit 'encadrement suivant :

L5]

n n 1 2
q—BI(n,q)B——— q"
n M k=1

_ g_ q[n/2J+1 1
n q-1
n
n

1
7
d’informations, on peut calculer directement 1(2,q) = . Ces majorations montre que la
proportion de polynémes irréductibles est de I'ordre de % est justifie la méthode aléatoire pour

Pourn=3onal—-gl™2>1-¢ 2>1- Pour n =2 la minoration est 0 donc n’apporte pas

q(g-1) _ ¢*
2 =4
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trouver un polyndome irréductible de degré donnée. On peut ainsi estimer le nombre moyens de
polynémes 2 tirer avant d’atteindre un polynéme irréductible 17 :

" 111/\@:3.14 sin=3
n X -

I(n,q) 4 sinon

n=

3. Test d’irréductibilité de Rabin

Pour mettre en ceuvre notre démarche il faut un test efficace d’irréductibilité. Avec la formule
précédente on en déduit le test suivant. Un polynéme P sur F, unitaire de degré n est irréductible
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiés :

o e n
1. P divise X9 -X;
2. P ne divise aucun X? —X ou d divise n, condition qu’on peut restreindre en P ne divise
n; N . . .
aucun X7 "' — X ou les n; sont les diviseurs maximaux de n.

Pour mettre en ceuvre ce test on effectuera tous les calculs modulo P, la complexité est alors en
Oq(n3 loggn) ou l'on cache dans le O le coiit de la complexité des opérations dans F. 18

17. sachant que I'espérance d’une loi géométrique de parametre p est 1/p.

18. D’abord on calcule la matrice du Frobenius sur F¢[X]/(P). Cela demande de calculer n puissances 19 4-eme pour
un total de Oq(ns) opérations, un produit de deux polynémes de degrés inférieur n demandant avec I'algorithme naif
moins de n2 opérations. Ensuite on calcule X 4" — X modulo P ce qui demande d’itérer n fois le Frobenius sur le vecteur

X soit un Oq(n3) opérations. De la méme facon le calcul de X 4" _ X demande un Oq(nin3) opérations. Finalement le

calcul du pged demande un Oq(n3 ) opérations. Pour évaluer la complexité il reste a estimer ny +---+ny = anZl pi_1 ou
les p; sont les facteurs premiers distincts de n. Sil’on suppose les p; triés par ordre croissante alors p; = g; ou(q;) est la
suite croissante des nombres premiers. On a ainsi par le second théoreme de Mertens Zle Pli < Zle % =logy qp +O(1).
Maintenant par le théoréeme des nombres premiers qj, ~ klogk, on a une une constante C indépendante de % tel

que gy, < Cklogk d’ou logg g < O(logg k). Finalement pj---pj divise n donc 2% < n de sorte que k < Clogn puis

Zle pli < O(loggn).
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Décomposition caractéristique

Proposition. Soit u un endomorphisme sur un K-ev avec un polynéme annulateur P = P1--- P}, ot
les P; sont des polynémes premiers entre eux alors :

E =KerPi(u)o---oKerPp(u).

1. Lemme des noyaux

Le résultat découle essentiellement de I’écriture d’une relation de Bézout pour les polynémes @; =
[Ij#;Pj. On a @1, - - ,Q} premiers entre eux dans leur ensemble donc il existe des polynémes A;
telsque A1Q1+:--+ArQ: =1. En évaluant en u on obtient : Idg = A1(u)o@1(u)+- -+ Ap(u)oQr(u).
Cette relation assure que les p; = A;(u) o Q;(u) forment une famille de projecteurs :

- pr+-+pp=1Idg;

-siit#jalors p;op;=0carp;op;j=(A;A;)u)o(Q;Q,)u) or Q;Q; annule u.

Cela assure que (p1,---,pp) est un systéme de projecteurs : la premiére condition assure que
Im(p1)+---+Im(pp) = F quand la deuxiéme assure la somme est direct : si 0 =x1 +---+x;, alors
0 = p;(x;) mais aussi x; = p;(x;) donc x; = 0. Terminons en montrant que Imp; = KerP;(u).

- d'un coté si x € Imp; alors P;(x) = Q;(p;(x)) =(A;P;Q;)u)-x=0;

- de l'autre si x € KerP;(u) alors pj(x) = Aj(u)oQ (u)-x =0 donc x = p;(x).

2. Décomposition caractéristique

En appliquant ce résultat a la décomposition de 7, en facteurs irréductibles P‘f ! ---P;:k on obtient
la décomposition en sous-espace caractéristique. On traite maintenant du cas particulier ou 7, est
scindée, dans ce cas P;(X) =(X — 1;) ou 1; est une valeur propre de u et ’endomorphisme induit
sur E; = KerP;xi s’écrit A;Idg; + n; ou n; est nilpotent d’indice inférieur a «;. Cette écriture est
particulierement adaptée au calcul sur les endomorphismes, par exemple pour I'exponentielle. On
se place sur K =R ou C alors sous les hypothéses précédentes :

k a;—1 nf
el = Z e“( Z tJTl)pi.
i=1 j=0 J:
Cette formule donne a la fois un moyen pratique pour calculer 'exponentielle et un outil théo-
rique pour son étude, par exemple son étude asymptotique. On en déduit que e’* converge vers
I’endomorphisme nulle si et seulement si Spu < {Re < 0}.

- Si u a une valeur propre A de partie réelle = 0 alors pour x un vecteur propre associé on a
let*x| = |e*||| x|l ne tend pas vers 0.

- Sinon par la formule précédente : ||ef*| < e?*P(t) oi 0 = maxjespy Re(1) <0 et P est un polynome
ent.

Une étude plus fine permet de montrer que e’“ est bornée si et ssi toute valeur propre est de partie
réelle et négative et toute valeur propre de partie réelle nulle est non défective.

3. Décomposition d+n

e On a précédemment écrit u = d +n avec d diagonalisable, u nilpotente. De plus d et n sont des
polyndmes en u. Il suffit de le voir pour d, cela découle du fait que les p; sont des polynémes en
u. En particulier d et n commutent entre eux.

o Les propriétés u = d +n avec d diagonalisable, n nilpotente et dn = nd assure 'unicité de la
décomposition. On se donne u = d1 + n1 une autre décomposition vérifiant les mémes propriétés.
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- d1 commute avec u : dju = d% +diny = d% +n1d1 =ud; et de la méme fagon n; commute avec
u.

comme d et n sont des polynémes en u, d; commute avec d et n1 commute avec n.

les endomorphismes d et d; sont ainsi co-diagonalisable, donc d — d; est diagonalisable.

les endomorphismes n et n sont co-trigonalisable donc n — n1 est trigonalisable, or comme
les diagonales de n et n1 dans une base de trigonalisation sont nulles, pour n —n1 aussi donc
n —n1 est nilpotent.

Ainsi d —d1 =n1—n est diagonalisable et nilpotent donc nulle car I'unique valeur propre d’'un
endomorphisme nilpotent est 0.

o Cette décomposition peut s’interpréter comme une mesure de I’écart a la diagonalisibilité. Elle
est utile pour étudier la diagonalisabilité d’'une transformation de notre endomorphisme dans
la mesure ou elle fournit un critere de diagonalisibilité : partie nilpotente nulle. Par exemple
pour exponentielle on écrit e* = e%e™ = e + e?(e” — 1) cette derriere écriture correspond a la
décomposition d+n de e* d’ot1 'on déduit que e* est diagonalisable si et seulement sie”—1=0. En
écrivant cette derniére expression comme un polynéme en n connaissant la forme des polynomes

annulateur de n on en déduit nécessaire que n =0.

Remarque. 1. Pour calculer d il suffit de connaitre P tel que P(u) = d. Un choix consiste a
prendre P solution du systéme de congruence : P = A; mod (X — A;)%. En effet si P est un
tel polynéme alors P(X) = A; +(X — 1;)%Q de sorte que sur K;, P(u)-x = A;x. Ainsi, P(u) =
Zle Ap;. En fait si l’'on revient a la construction du lemme des noyaux d = Zle Ai(A;P;)u) =
P(u) avec P = ZleAiPi qui est la solution donnée par le théoreme chinois au systéeme de
congruence précédent.

2. La formulation en terme de systémes de congruences donne une stratégie pour calculer la
décomposition de Dunford d’un endomorphisme. On peut mettre en ceuvre cette stratégie
a la main sur des petits exemples mais cette méthode se préte mal a la Pautomatisation
pour une premiére raison : le calcul numérique des racines d’un polynéme est un probleme
tres compliqué. Une méthode plus adaptée effectue un paralléle avec la méthode de Newton.
Lendomorphisme d de la décomposition de Dunford est la solution de I’équation R(d) =0 o
R désigne le radical de y, i.e. Xﬁ\“xb le produit de ses facteurs irréductibles sans multiplicité.
Partant de la donnée initiale dg = d + n on va alors considérer le schéma suivant :

dr+1=di +P'(d) " P(dp).
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Décomposition de Frobenius

Le but de ce développement est d’établir la décomposition de Frobenius qui écrit un endomor-
phisme en somme direct d’endomorphismes cycliques. Cette décomposition peut se voir comme un
raffinement de la décomposition en sous-espaces caractéristique. Nous nous mettrons ainsi "sur
un sous-espace caractéristique” c’est a dire avec un endomorphisme u de polynéme minimal la
puissance P% d’un irréductible P.

Théoreme. Il existe une décomposition en sous-espaces u-stables E=E1&---®E ou ’endomor-
phisme induit par u sur E; est cyclique de polynéme minimal P% avec la suite a1 = --- = a; ne
dépend pas de la décomposition choisie.

Corollaire. Soit u un endomorphisme sur un K-espace vectoriel de dimension finie E. Il existe
une décomposition de E en sous-espaces u-stables E =F1 & --- & F, ot 'endomorphisme induit par
u sur F; est cyclique de polynéme minimal Q; avec Q| --- | Q1. Cette suite ne dépend pas de la
décomposition choisie et est appelée suite des invariants de similitudes de u.

1. Décomposition en sous-espaces cycliques

Le tout est de construire un supplémentaire stable a un sous-espace cyclique F = K[u]-x afin
d’amorcer une récurrence. On va construire ce sous-espace par dualité c’est a dire a partir d’'un
ensemble équations. On introduit ¢ une forme linéaire tel que :

e )N =1, P 2(x) =" =¢px)=0.

Considérons alors G =T° ou T = vect(,‘uo,---,'uP o) et montrons que G est un supplémen-

taire de F.

- sixe€ FnG écrivons x = Zi;é Apu®(x) alors 0 = p(x) = Ap-1 puis 0 = ¢(u(x)) = Ap_2 et ainsi de
suite donc x = 0.

- (@,fuoq, - ,'uP Lo ) est une famille libre : si ZZ;S Aptu® o =0 alors en évaluant en x on a
Ap-1 =0 puis en évaluant en u(x) on a 1,_2 =0 et ainsi de suite donc 11 =---=1; =0. Ainsi I’
est de dimension p donc G est de dimension n — p. Ainsi par la formule de Grassman G est un
supplémentaire de F.

On voudrait finalement vérifier que G est u-stable. Pour cela il faut et il suffit que I" soit stable
par ‘u, malheureusement ce n’est pas forcément le cas. Il faudrait pour cela savoir exprimer ¢ o u?
en fonction des ¢ o u* avec k < p ce que rien n’assure. Pour cela on va vouloir que p = degn, de
sorte que uP s’exprime comme combinaison linéaire des u” avec k& < p. Cela demande a prendre
x tel que m, , = m,. Lexistence d’un tel x est direct avec 'hypothese que 7, est la puissance P*
d’un irréductible P. En effet 7, , divise 7, donc il existe k, <k tel que 7, , = P*%« alors si l'on note
E = supk, = maxk, on a P*(u)-x = 0 pour tout x € E d’ott P*(u) = 0 puis 7, divise P* ou encore
k <k or comme %, <k pour tout x on a aussi % < k puis I'égalité.

Prenons alors x tel que 7, , = 7 on a ainsi construit un supplémentaire a F. On peut alors répéter
l'opération sur G. Notons que 7, divise 7, , de sorte qu'en itérant on construit une suite de sous-
espaces cycliques F1,---,F}, ot le polynéme minimal P; = P% de u sur F; est tel que a1 =--- = a,.

2. Unicité de la décomposition

Nous allons montrer I'unicité des exposants dans la décomposition. Supposons donnée deux
décompositions de E en sous-espaces cycliques :

r S
E=F,=PG;
i=1 i=1

ot1 le polynéme minimal de u sur F; (resp. G;) est P% (resp. PP)avec a1 =---=a, et f1 = = fs.
Nous allons montrer que les suites a et § sont égales.
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1. Déja en regardant le polyndéme minimal on voit que a3 = 81 = k.
2. Ensuite en appliquant P%2(u) on trouve :

P®(u)-E =P*(u)-F1 =P P"w)-G,.
i=1

Or comme les endomorphismes ur, et u|g, sont cycliques de méme polynéme minimal, ils
sont semblables (dans une base on a la méme matrice compagnon), de sorte que dim P*2(u)-Fq =
dimP*?(u)-G1. Il en découle que P**(1)-G; =0 pour j =2 i.e. ag = 2. Par symétrie on en
déduit que ag = fo.

3. De proche en proche on en déduit le résultat. Pour étre précis on peut raisonner de la facon
suivante : on note j le premier indice a partir duquel «@; # ;. Un tel indice existe toujours
car méme si les suites n’ont pas la méme longueur } a; =} ;. Alors on applique comme
précédemment P% (i) pour obtenir :

Jj-1 s
P%(u)-E = @P“f(u)-Fi = @P“f(u)-Gi.
i=1 i=1

Par hypothese pour i < j les endomorphismes induits par u sur F; et G; sont semblables
donc en particulier dimP% (u)-F; = dim P% (u)-G;. On en déduit que :

P%w)-Gj=--=P%(u)-Gs.

Ainsi a; = f§; et par symétrie a; = f; ce qui est absurde.

3. Réécriture de la décomposition

Pour l'existence on applique le théoréeme précédent aux endomorphismes induit sur les sous-espaces
caractéristiques. On réordonne alors les blocs en utilisant le lemme suivant : Cpg ~ Cp x Cq si
P AQ =1 qui se montre en montrant que les deux matrices ont méme polynéme minimal et méme
polynome caractéristique. On détaille davantage 'unicité ot1 nous allons faire ce réordonnement a
envers. Ecrivons ; = lex ... Py 1a décomposition en irréductibles des @;. En utilisant le lemme
précédent on a :

CQi-CP?J><“‘CP?§-

En réindéxant les blocs on en déduit que u ~ M1 x -+ x M; ou M = CPal,j "‘CPar,j. La somme des

exposants est égal a la multiplicité a; de P; dans y, donc ne dépend pas de la décomposition
choisie. Si 'on note £ = F; @ ---® F; la décomposition de E sous-jacente a cette représentation
matricielle on voit alors que F; KerP;xj le sous-espace caractéristique de u. Avec un argument de
dimension cette inclusion est en fait une égalité, on en déduit que M;} u; 'endomorphisme induit
par u sur le sous-espace caractéristique de sorte que la classe de similitude de M; ne dépend pas
de la décomposition choisie. Finalement le résultat précédent assure que la suite a1 ; = = @, j ne
dépend pas de la base de F; choisie.
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Surjectivité exponentielle de matrices et application

On sait que I'exponentielle de matrices envoie .#;(C) sur GL;(C) mais quelle est exactement son
image ? On va voir que c’est précisément I’ensemble des matrices inversibles.

1. Surjectivité de ’exponentielle de matrices

Soit A € GL4(C). On peut espérer que les antécédents de A par exp soit polynomiale ce qui conduit
a la restriction :

exp: C[A] — C[A]INnGL4(C) = C[A]"

ou la dernieére égalité résulte du fait que I'inverse d’'une matrice inversible M est un polynéme M

ce qui se voit par exemple avec Cayley-Hamilton. Avec cette restriction C[A] devient une algebre

commutative donc on pourrait utiliser sans justification la propriété de morphisme exp(X +Y) =

exp(X)exp(Y). On va montrer que cette application est surjective, 'argument est le suivant : C[A]*

est connexe et & = exp(C[A]”) est ouvert et fermé.

¢ On raisonne comme pour la connexité de GL4(C) : soient X,Y € C[A]*, 'application p:z€ C —
det(Az + (1 —2z)B) est un polynéme en z non identiquement nulle (car p(0) # 0) donc admet un
nombre fini de racines. Ainsi il existe un chemin z :[0,1] — C tel que y(0) =0 et y(1) = 1 évitant
les racines de p (0 et 1 n’étant pas racines par hypothése). Alors z(#)X +(1—2z(¢))Y est un chemin
reliant X 4 Y dans C[A]*. Ainsi, C[A]* est connexe par arcs.

« exp est C! de différentielle inversible en tout point donc est un C!-difféomorphisme local.

- On a exp(X + H) = exp(X)exp(H) = eX(1+H +O0(|H|?)) ainsi exp est différentiable en X de
différentielle H — eX H.

- Maintenant exp est C! car |dexp(X)—dexp(Y)| < [eX —eY | et X — eX est continue.

- Ensuite en tout point X la différentielle de exp en X est inversible d’inverse H — e X H
(commutativité a 'arrivée).

Par le théoréme d’inversion locale il existe donc un voisinage Vx de X et un voisinage Wx de eX

tel que exp : Vx — Wy soit un C!-difféomorphisme. En particulier Wx c &.

e exp:(C[A],+) — (C[A]", x) est un morphisme de groupes donc & est un sous-groupe de C[A]*
puis on peut écrire la décomposition en classes :

CIAT" | | g¢6.
g rep

Ainsi & = C[AT\ Ugx1 86 = Ngz1(CLAT* \ g&) or g& est ouvert?® donc C[A]* \ g& fermé puis &
est une intersection de fermés donc est fermé.

2. Application aux systémes périodiques
Corollaire. Soit A€ ng’—per(R’ GL4(C)). Il existe @ € <€:?,
solutions de X'(t) = A(£)X (t) s’écrivent Q(t)etBXo.

R,GL4(C)) et B € #y(C) tels que les

—per

On introduit R la résolvante du systéme de sorte que les solutions s’écrivent X (¢) = R(#)X¢. Si une
telle décomposition existe alors R(T) = 8. Partons de la.

e Par surjectivité de I'exponentielle de matrices il existe B € .#;(C) tel que R(T) = eTB. Posons
Q(t)=R(t)e B,

o Vérifions que @ est T-périodique. On a Q(¢ + T) = R(t + T)e~** 1B or R(¢+ T) = R(})R(T) par la
propriété de flot2! de sorte que :

Qt+T)=R®R(Me TBe B =R(t)e B = Q(1).

20. En tant qu'image d’'un ouvert par une application continue
21. La position d’'une solution au temps ¢+ T est égal a la position au temps ¢ de la solution partant en ¢ =0 de la
position de la premiére solution au temps 7'.
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Ainsi les solutions d’'un systéeme périodique s’exprime a un terme périodique prés comme les
solutions d’'un systéme linéaire. Cette écriture est notamment utile lorsque 'on cherche a analyser

la stabilité d’'un systéme périodique, on se ramene ainsi a analyser le systéme linéaire associée.
Ainsi;

1. 0 est AS si et seulement si Sp(B) c{Re <0} i.e. Sp R(T') = D(0,1);

2. 0 est S si et seulement si Sp R(T) c D(0,1) et toute valeur propre de module 1 est non
dégénérée.
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Formule de Gram

1. Formule de Gram

Soit (u1,---,up) une base F. La projection orthogonal de x sur F' est 'unique vecteur y € F' solution

du systéme d’équations : u;-(x—y)=0, i =1,---,p. Si 'on note y = Zj.’:lyfuj ces équations se

réécrivent Z;’:lyj(ui ‘uj)=u;-x, i=1,---,p cest a dire matriciellement :
Up-ui ot Ul-Up yt Uui-x

. . p .
Up-ui Up-Up y Up-X

Ainsi a 'aide des formules de Cramer on peut en déduire une expression de y. Maintenant en
pratique on s’'intéresse plus & & = | x — y||? qui mesure la distance de x & F. Notons que

p
6= (x—y,x—y) = (x—y,%) = lxl® - (x,9) =x-2= ) yi(u;-x).
i=1
On peut ajouter cette équation a nos précédentes, en voyant § comme un nouveau parametre, on a

1

ui-uy o+ uirup O0lfy ui-x
0 _ :

Up-Ul -+ Up-Up 0 yp Up-X

x-uyp o xup 1f\6 xX-X

On peut alors utiliser les formules de Cramer pour exprimer § a 'aide du déterminant.

2. Un exemple de calcul de distance

On peut utiliser ce résultat pour évaluer la distance d’un point & un sous-espace dans certains cas
ot le calcul du déterminant est classique. On va développer le cas des fonctions polynomiales sur
[0,1] ou pour le produit scalaire usuel (f,g) := fol fgona (xt,x/) =(i+j+1)"! ce qui fera apparaitre
des déterminants de Cauchy. On se donne ainsi des réels positifs distincts?2 a1, ,an,an+1 €t on
va monter que :

ﬁ a; —Qan+1

6 := d(x**, vect(x®, -+ ,x%))? =
2ap41+1;qlai+ap+1—-1

Les calculs sont les suivant :
1 -1

ai+aj+1

1

8?2 = —
ai+aj+1

1<i,jsn+1 1<i,j<n
2
_ hicicjensilaj—ai)” Thi<ijen(@i+aj+1)
[i<ijen+1(@i +aj+1) Tlicicj<nla;—ai)?
1 n
2ap41+t1;3

a; —Qn+1
a;+a,1+1

3. Application au théoréme de Muntz

On peut déduire de ce calcul a quelle condition une famille de monéme (x%), N est totale dans
L%([0,1L,R) :

22. Si les réels ne sont pas distincts les manipulations suivantes font intervenir des divisions par 0 et la formule
résultante est fausse.
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Soit (an)neN une suite de réels positifs distincts de limite +oo, la famille (x®"),eN est totale dans

Lz([O 11, R) si et seulement si Z — =+00

neN @
a,#0

En effet, par le théoréme de Weierstrass cette famille est totale si et seulement si x* est dans
I'adhérence de vect(x®" : n € N) pour tout % € N ce qui est équivalent a ce que :

n 2

2k+1n

d(x* vect(x®,--- ,x%)) =

—_

n—oo

a; +k+1

Supposons & ¢ {a,} auquel cas le résultat est évident. Cette quantité tend vers 0 avec n si et
seulement son logarithme diverge vers —oo, logarithme qui est :

n 2k +1
—log2E+1)+2 ) log|l— ———|.
gl ) izzlog a;+k+1
Mais comme a,, — +ooon a :
2k +1 2k +1 2k +1
logll-——| ~ - ~ -
ap,+k+1|n—00 a,+k+1n—oo an

de sorte la divergence de la série des logarithmes précédente est équivalente a la divergence de la
série ), o ai

Remarque. 1. Lorsque la suite (a;) ne tend pas vers +oo la famille est toujours totale car on
peut extraire de (a;) une sous-suite borné donc une sous-suite convergente ce qui montre que

2k+1 L. L . N
‘1 — a+k+I| e tend vers 1 de sorte que la série précédente diverge grossiérement. De plus
—k .
comme | Tl S 1, elle diverge vers —oc.

2. Et pour un critére de densité | - ||« ¢ Il faut déja ajouter ag =0 car {f | f(0) = 0} est un sous-
espace fermé de €°([0,1]). On se raméne alors a des fonctions nulles en 0, alors en utilisant
la majoration ||flles < ||f'll2 on va pouvoir déduire la densité par la densité de la suite des
dérivées. Supposons alors a, = 1 pour n = 1, on a applique & (x%*) le critére précédent sur
sa suite dérivée. Avec linégalité précédente on a donc que toute fonction f € C! est dans
ladhérence de (x®") pour la norme infini. On a ainsi montré que sous Uhypothése ag =1 et

n =1 pour n =1 la densité de (x*") équivaut & la divergence de 3.7 ar . Finalement on peut
remplacer la condition a, =1 par la condition inf,>1a, > 0. On remplace pour cela la suite
a, par % ot m désigne l'infimum précédent, sur les approximation il faut alors composer
avec la fonction x — xV/™.
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SVD et applications

1. Décomposition en valeurs singulieres

Théoréme. Pour A € My ,(R) il existe (U,V) € O,(R) x O,(R) tels que A =UZV" avec V =
diag(o1,---,0,,0,---,0) ot les o; sont des réels strictement positifs qu’on peut prendre ordonnés
g1z--=20,>0.

« Si une telle décomposition existe ona ATA =V(ZTX)V . Cette décomposition est la diagonalisa-
tion de la matrice symétrique A en base orthonormée. On part de cette idée en reprenant dans
Pordre.

e Lamatrice ATA€ A»(R) est symétrique positive donc il existe V € O,(R) tel que ATA=VDVT
avec D =diag(dy,---,d,0,---,0)oudi=---=d,>0.

 Lentier r représente le rang de AT A c’est donc aussi le rang de A. En particulier r < min(zn, p)
ce qui permet de définir en notant o; = \/d;

A Or,p—r N

> =
0n—r,p On—r,p—r

or
Aingsi définiona X'X =D.

¢ On veut finalement construire une matrice U € O,(R) tel que AV = UZ. Cela conduit aux
équations suivantes sur les vecteurs colonnes :

Avi=cju; A1<i<r) Av, =0(r+1<i<p).

Ces derniéres équations sont déja vérifiés car v; e kerAT A =ker A pour i = r + 1. Pour résoudre

les autres équations on pose u; = %Av i, cela définit les vecteurs u; pour 1 <i <r vérifions qu’on
13

a déja une famille orthonormée :

1 ag;
(wi,uj)= (Av;,Avj) = (ATAv;,v)) = —(vi,0;) =8 ;.
i0j i0j 0j
Finalement il reste le choix des u; d’indice i =r+1, pour cela on complete (u1,---,u,) en une base
orthonormée quelconque. Ainsi la matrice U =(u1]| ---|u,) est orthogonal et vérifie AV =UZX ce

qui conclut la démonstration.

2. Approximation par des matrices de petits rangs

La caractérisation du rang par le déterminant montre que ’adhérence des matrices de rang &
est 'ensemble des matrices de rang inférieur a k. Ainsi avec une matrice de rang k£ on ne pourra
approximation aussi bien que le veut une matrice de rang strictement supérieur a % ; se pose alors
le probleme de 'approximation du matrice A par des matrices de rang inférieur. Ce probléme est
d’importance pratique, car si A est trés grande, le stockage d’une telle matrice est trés couteux
et il sera souhaitable de réduire le poids en compressant A, mais pour ne pas trop détériorer les
données il faut une bonne approximation de A.23 En reprenant les notations précédentes avec
k <r on va montrer que :

Corollaire. En norme 2 et en norme de Frobenius

min _ [|[A-B| =[A-Agll
Betly ,(R)

rg(B)=k

ou Ay, désigne la matrice UL,V avec Zp = diag(oq,---,0%,0,--+,0).

23. Il me semble que c’est ce que l'on fait avec les images numériques.
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On commence par montrer le résultat pour la norme 2 :

e En utilisant que |[UMV |2 =|M|2 si U et V sont orthogonales et que UMYV est de rang rg(M) si
U et V sont inversibles on seraméne a A =2 et A, =2;.

e Montrons d’abord que pour une matrice B de rang &, | —B|g = 03,1. On utilise pour cela
que kerB est de dimension n — % donc ker Bnvect(ey,---,er+1) est non trivial (en notant e; les
vecteurs de la base canonique). Si x = Zf”:ll x;e; est un vecteur non nulle dans cette intersection

ona:
k+1

2 2 2 2 2 2
IZx—-Bxl2= 12212 = Y o?lx; 2= 02, lxl2.
i=1

e Montrons ensuite que |~ —Z;]2 < 0%+1. On a pour cela (£ —Xp)x = 0p+1x en prenant x = ep 1 ce
qui conclut.

On continue avec la norme de Frobenius :

e Avec la décomposition en valeurs singuliéres on a [|A]| % = Z;zl oi(A). Il s’agit donc de montrer
que pour toute matrice B de rang %,

A _Ak”%r = i oi(A)< i oi(A-B).
i=k+1 i=1
e On va utiliser les inégalités de Weyl qui découle des formulations variationnels :
0i+j-1(A+B)<0,(A)+0;(B).
Si B est une matrice de rang & on a 01.,1(B) =0 donc avec j =% + 1 on trouve :
oisr(A—-B)<oi(A).
Ainsi,

n n-k n
IA-Bl; =Y 0i(A-B’> Y 0i(A-BP> ) o0i(A)>.
=1 i=1 i=k+1

3. Résolution d’un probleme des moindres carrés

Soit A € 4y p(R) et b € R". On cherche x € R" tel que |Ax —b|l2 soit minimal. Pour cela écrivons la
décomposition en valeurs singuliéres : A=UZV . En posant y =V "x et ¢ =U b et en utilisant
que | - |l2 est invariante par I'action de matrices orthogonales on a :

[Ax—bll2 =I1Zy —cllo.
Alors les vecteurs y minimisant le dernier terme sont exactement ceux de la forme :
-1 -r
(01 C1, 7Ur Cr;yr+1:p)-

De plus celui de norme minimal est obtenue pour y,,1., = 0 et correspond a fcou:

Al o
T _
z_(o 0).

Ainsi la solution & notre probléme de norme minimal est VETUTb.
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Réduction des formes quadratiques

1. Théoreme d’inertie de Sylvester

o Commencons par montrer qu’'on peut se ramener a une forme quadratique non dégénérée. Pour
cela on se donne F un supplémentaire quelconque de Kerg, alors par définition de Kerqg la
somme direct E = Kerg & F' est g-orthogonal. Cela permet de se ramener a q|r donc & une forme
quadratique non dégénérée. 24

e La construction se fait alors par récurrence sur la dimension n de ’espace et se base sur le
schéma suivant : si x est un vecteur non isotrope de g alors (x) &, (x)1e. En effet comme x
est non isotrope {(x) N ()17 = {0} d’ot1 'on déduit immédiatement que les deux espaces sont
supplémentaires par les items du plan. La récurrence se rédige alors de la facon suivante,
on y montre le postulat suivant : toute forme quadratique non dégénérée sur un espace de
dimension n admet une base g-orthogonal. L'initialisation de la récurrence est immédiate, pour
I’hérédité on se donne x un vecteur non isotrope qui existe car ¢ est non nulle car non dégénérée,
alors (x) ® (x)~¢ = E puis la forme quadratique induite par g sur (x)¢ est non dégénérée donc
I'hypothese de récurrence assure I'existence d’'une base g-orthogonal de (x)'¢. En ajoutant x on
obtient une base g-orthogonal de E.

e La démonstration précédente est valide dans le cas d’un corps quelconque, maintenant on va se
restreindre au cas réelle. Dans une base g-orthogonal (eq,---,e,) la forme quadratique ¢ admet
en coordonnées l’expression suivante q(x1, - ,x,) = alx% +oe anxi ou les a; sont non nuls. Le

nombre ¢ de a; > 0 et le nombre s de a; <0 ne dépend pas de la décomposition choisie c’est la

signature de ¢g. On donne la caractérisation géométrique suivante :
t =max{dimF : gr définie positive}.

Quitte a réordonner les vecteurs de la base supposons que a1,:--,as >0 puis @541, - ,a5+: <0 et
As+t+1, " ,an =0. Dans ce cas F = (eq,---,es) est un s.e.v de dimension s sur lequel g est définie
positive. Maintenant si F' est un s.e.v de dimension s+ 1 alors F n{es+1, :*,en) est non vide,
prenons x dans l'intersection alors q(x) =37 +1x?aiq(ei) <0 donc g |r n’est pas définie positive.

« Quitte & remplacer e; par dle; o A € K* on peut remplacer a; par a;A2. Cela montre qu’on peut
prescrire la valeur des a; dans un représentant de K*/K*2. Par exemple sur R on peut demander
aux a; non nuls d’étre égaux a +1.

2. Théoréeme spectral

On suppose que E est munie d’un produit scalaire (-|-). Dans ce cas on va montrer que ’on peut
prendre la base simultanée g-orthogonal et orthogonal pour le produit scalaire ambiant. Le tout
est de montrer qu'on peut prendre x non isotrope tel que (x)¢ = (x)* o1 sans indice le symbole L
désigne 'orthogonalité pour le produit scalaire. Cette égalité de deux hyperplans correspond a la
proportionnalité des formes linéaires dont elles sont le noyau a savoir f(x, -) et (x|-) ou f désigne la
forme polaire de ¢g. Maintenant on peut voir ce probléme comme la condition d’Euler d’'un probleme
de minimisation sous contrainte a savoir : maximiser g sur {x : ||x| = 1}. Par compacité de la boule
unité ce probleme admet une unique solution ce qui fournit I'existence de x. On peut visualiser
géométriquement cette démonstration avec la quadrique définie par q. Pour terminer mentionnons
qu’avec ce raffinement on dispose comme précédemment d’'un degré de liberté supplémentaire
qu’on peut utiliser pour orthonormaliser les vecteurs de la base construite ce qui fait apparaitre
les valeurs propres comme coefficients diagonaux de ¢ OU comme précédemment prescrire les
coefficients diagonaux.

24. Sil'on posséde une base g-orthogonal de F' on compléte avec une base quelconque de Kerq ce qui fera bien une
base g-orthogonale de E.
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3. Décomposition de Cholesky

On peut voir le théoréme spectral comme un raffinement du théoréme de Sylvester ou I'on impose
une forme particuliere a la matrice de changement de base a savoir un changement de base
orthogonal. On va voir un autre cas oul 'on dispose d’'un degré de liberté supplémentaire pour
imposer une forme particuliére a la matrice de changement de base. On suppose ainsi ¢ anisotrope
ce qui dans le cas réelle correspond a une forme quadratique définie positive ou définie négative.
On va alors pouvoir construire le changement de base afin d’avoir une matrice de changement de
base triangulaire supérieure. Dans la suite on note (E1,---,E,) une base préalablement.

¢ On peut prendre e; = E1 car q est anisotrope.

o Ensuite il faut eg € (E1,E9) tout en ayant Eq € (Eq)*e. Cela est possible car dim(E1,E9) N
(E1)* = 1 en tant qu'intersections de sous-espaces de dimension 2 et n — 1.

 On continue alors en prenant es € (E1,E9,E3)N(e1,es)™ ce qui est possible car ce dernier espace
est de dimension supérieur a 1 et tant qu’intersections de sous-espaces de dimensions 3 et n — 2
et ainsi de suite...

e Notons de plus qu’on peut toujours changer e; en Ale; et ainsi comme précédemment prescrire
les valeurs des g(e;) non nuls dans un systéme de représentant de K* modulo les carrés.

En passant en représentation matricielle on a établit la décomposition de Cholesky.

Remarque. Cette étude montre qu’on peut ramener dans le cas d’une matrice définie positive
Véquation A =PTP & n? inconnues & une équation & n(n + 1)/2 inconnues. On s’attend que cette
restriction simplifie le probleme et c’est effectivement le cas. L'algorithme classique pour rendre

. AR , . K . nd
effecilf le critere de Sylvester est l'algorithme de Gauss est requiert asymptotiquement entre s
et 2% opérations tandis qu’avec l’écriture de Cholesky on peut trouver un algorithme s’effectuant

asymptotiquement en % opérations.
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Disques de Gershgorin

Proposition. Les valeurs propres d’une matrice A € #;(R) sont comprises dans les disques :

D; 1=5(aii,z |ai,j|)-

J#

De plus dans chaque composante connexe de Uflzll_)i on compte autant de valeurs propres de A que

de nombres de disques D; dans la composante connexe.

Lemme. Soit K un compact inclus dans un ouvert Q. Il existe un cycle I inclus dans Q disjoint de
K tel que :

0 si z¢Q

Ind(z,1) = { 1 si zeK

1. Disques de Gershgorin

On montre la premieére assertion du théoréme. Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre
associé. De (Ax); = Ax; on tire (a;; —A)x; =Y ;4 a; jx; dou :

lai; — Mlail < Y laijlla] < lxlloo 3 @i jl.
J#i J#

En prenant i tel que |x;| soit maximale on en déduit le résultat apres simplification.

2. Localisation dans les disques

L'argument va consister a déformer la matrice A pour la réduire a sa diagonale et de montrer
que le nombre de valeurs propres dans les composantes connexes des disques de Gershgorin de A
reste constant au cours de cette déformation or a la fin les valeurs propres de la matrice sont les
coefficients diagonaux de A et le résultat en résulte. Posons :

- Cy,--+,Cs les composantes connexes de X = L_Jfl:lDi. Comme X est fermé borné les composantes
connexes également donc sont compactes.

- A; la matrice (1 -t)A +tAg ou Ay est la partie diagonale de A. Notons que les disques de
Gershgorin de A; sont contenues dans ceux de A.

Fixons une composante connexe disons C; et notons n(¢) = #Sp(A;) N C il s’agit de montrer que n
est constant. Heuristiquement cela résulte d’'une forme de continuité des valeurs propres et d’'un
argument de connexité ; on pourra en effet déduire ce résultat d'un résultat général de continuité
des valeurs propres mais plutot on utilise une démarche mieux adaptée au probleme qui utilise

Panalyse complexe pour exprimer la quantité n(¢). On va vouloir appliquer la formule des résidus

a % dont les péles sont exactement les valeurs propres de A;. Pour ne conserver que les valeurs
t
propres dans C il faut trouver un cycle qui entoure simplement tout point de C1 et n’entoure

aucun points des C;. On utilise pour cela le lemme de séparation dans le plan.

1. Construction du cycle. On utilise 6 = inf;4;d(C;,C;) > 0 car ces parties étant compacts les
distances sont atteintes puis on applique le lemme de séparation avec K = C1 et Q = C1+Bygys.
On a ainsi un cycle I' disjoint des composantes connexes tel que pour z € C; on aInd(z,I) =61

2. Application de la formule des résidus. Comme les disques de Gershgorin de A; sont inclus
dans ceux de A quelque soit ¢ le support de I" ne contient aucune valeur propre de A;. Ainsi
on peut appliquer le théoréeme des résidus qui nous donne :

1 [ Xy,
=— 2.
2im Jr xa,(2)

n(t)
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Xa,

x4,(2)
est borné. On a ainsi une domination et par le théoréme de convergence dominée on en déduit

que n est continue sur [0,1]. Etant a valeurs entiéres et [0,1] étant connexe elle est constante
donc en particulier n(1) = n(0) ce qui est précisément le résultat qu’on cherche a démontrer.

3. Continuité et conclusion. La fonction (¢,z) — est continue sur le compact [0,1] x I'* donc

3. Le lemme de séparation

Si le temps le permet on peut discuter de la démonstration formelle du lemme de séparation bien
que ce résultat nous semble intuitivement évident. On se réféere a Rudin.

Remarque. Ces résultats peuvent étre utilisés en analyse numérique pour établir des critéres
d’arrét dans des algorithmes de calcul numérique de valeurs propres comme la méthode QR.
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Par 5 points passe une conique

Soient A,B,C,D,E 5 points distincts d’'un plan affine &.
1. Il existe une conique passant par ces 5 points;
2. Cette conique est unique si et seulement si 4 points parmi 5 sont toujours non alignés;

3. Elle est non dégénérée si et seulement si 3 points parmi 5 sont toujours non alignés.

1. Existence de la conique

Si A,B,C,D,E sont alignés la droite passant par ces 5 points est une conique solution. Supposons
maintenant A,B,C,D,E non alignés. Parmi ces 5 points, il y a en a 3 qui ne sont pas alignés et
forment donc un repere affine. Quitte a numéroter nos points on suppose que A,B,C forment un
repére affine. Ecrivons alors 'équation d’une conique dans le repére barycentrique (A,B,C). La
forme générale de cette équation est la suivante :

ax?+by® +cz? + pxy+qyz+rxz=0.

Pour que A, B, C soit sur cette conique il faut et il suffit que a = b = ¢ = 0. Ensuite D = (x1,y1,21) et
E = (x2,y2,22) sont sur cette conique si et seulement si :

0
0

{ DX1y1+ QY121 +Trx121
DX2y2 +qYy2z2 +rxazg

Il s’agit de montrer qu’il existe (p,q,r) tels que ces deux équations soient satisfaites. On regarde
ainsi les équations précédentes comme un systéme de deux équations d’inconnues (p,q,r), ce
systéme est de rang < 2 donc admet une solution ce qui permet de conclure.

2. Unicité de la conique

Dire que la conique passant par A,B,C,D,E est unique revient a dire que le systéme précédent
est de rang exactement égal a 2. En effet si le systéme est de rang 2 alors '’ensemble des solutions
est une droite vectorielle ce qui correspond a une unique conique. Inversement si le systéme est
de rang < 2 le systéme posséde deux solutions indépendantes qui conduisent a deux coniques
différentes.

Maintenant le systéme est de rang < 2 si et seulement si tous les mineurs d’ordre 2 sont nuls c’est
a dire :

X1Y1 Y121 _ Y121 X121| _ X1yY1 X121 -0
xX2y2 Y222 Y222 X222 X2Y2 X222
. . X1y1 Y121| _ X1 21 .
On peut développer ces expression, par exemple = y1y2 pour le premier
X2y2 Yez2 X2 22

X1 21
X2 22
rang < 2 si et seulement si :

mineur; on notera §, = et on notera de facon équivalente 6, et §,. Ainsi le systéme est de

x1x20, = y1y20y = 21226, = 0.

Maintenant dire que §, = 0 revient a dire que les vecteurs AD et AE sont liés cest a dire que les
points A, D, E sont alignés. Ainsi deux quantités parmi 6,0, et 6, sont nuls entraine que 4 points
parmi A,B,C,D,E sont alignés.

Supposons maintenant que deux  ne sont pas nuls disons 6, et §,. Dans ce cas on a x1x2 =0 et
y1y2 = 0. Prenons par exemple x; =0, alors y1,z1 # 0 car sinon le point E = A or les points sont
supposés distincts. Il en découle que y2 = 0 et de méme x9,z9 # 0. De la non nullité de z; et z9 il
vient que §, = 0 c’est a dire que les points C,D,E sont alignés. Or comme x; =0 on a D sur la
droite (BC) ainsi B,C,D,E sont alignés. En fait comme y9 =0 on a aussi E sur la droite (AC) donc
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A,B,C,D,E sont alignés ce qui contredit I’hypothese sur les faites sur les §, mais bon soit.

On a ainsi montré que si le systéme posséde plusieurs solutions alors 4 points parmi A,B,C,D,E
sont alignés. Inversement supposons par exemple que A,B,C,D sont alignés alors toute conique
formé par la droite passant par A,B,C,D et une droite passant par E est solution, il n’y a donc pas
unicité.

3. Dégénérescence de la conique

On suppose qu’il n’y a pas 4 points de A,B,C,D,E alignés, il y a donc unicité de la conique. Cette
conique est dégénérée s’il est formé d’'une ou deux droites, cela implique que 3 points parmi
A,B,C,D,E sont alignés. Inversement si 3 points de A,B,C,D,E sont alignés disons A,B,C alors
la conique formé de la droite passant par A,B,C et de la droite (DE) passe par A,B,C,D,E par
unicité, c’est notre conique et elle est dégénérée.

Remarque. 1. La démarche présenté dans ce développement est effective, il suffit de résoudre
un systéme linéaire, on peut ainsi déterminer effectivement l'existence et ['unicité de la conique.
De plus connaissant une équation de la conique, il est possible de déterminer sa nature a
partir des signatures de la partie quadratique et de la conique homogénéisé.

2. Maintenant d’un point de vue géométrique on peut caractériser la nature de la conique.
Mettons de cotes les cas dégénérées, on se donne 4 des 5 points, parmi ces quatre points passent
deux paraboles. Si le 5-éme point se trouve sur intersection d’'une parabole, la conique est
cette parabole, si le point se trouve a Uextérieur de la zone d’intersection de lintérieur des
paraboles la conique est une ellipse, et & l'intérieur c’est une hyperbole.

3. Naturellement apres 5 points on souhaiterait passer a 6. Dans ce cas on a pas toujours une
conique passant par ses 6 points, ils doivent vérifier une certaine hypothése (théoréme de
Pascal).
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Théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Lobjet de ce développement est de caractériser les parties relativement compactes de LP(R%).
On a besoin de pour de trois hypotheses. La premiére hypotheése est une propriété générale des
parties relativement compact, elle empéche I’explosion de la taille des éléments, la seconde appelée
hypothése de tension permet empécher la fuite du graphe de £ 2? a P'infini et la troisiéme hypothese
est une forme L? de 'équicontinuité garantie la convergence dans LP 26.

Théoréme. Pour p € [1,00) une partie A c LP(R?) est relativement compact si et seulement si :

(a) A est borné dans L?;

(b) f|x|>R |f(x)|Pdx — 0 lorsque R — +oo uniformémenten f € A;

() lltpf —fllLe — 0 lorsque h — 0 uniformément en f € A.

On va montrer ce résultat en utilisant la caractérisation suivante : une partie A d’un espace

métrique complet X est relativement compacte si et seulement pour tout € >0 on peut recouvrir A
par un nombre fini de boules ouvertes de rayons €.

1. Condition suffisante

Lidée de la preuve suivante est de se ramener au théoréme d’Ascoli en régularisant les fonctions
de A. L'hypothése ¢ permettra de faire cela par convolution uniformément en A, I'hypotheése b.
permettra alors de se ramener a un compact en controlant la perte uniformément en A.

o Soit (p,) une approximation de I'unité avec les p, positives C* a support dans B(0,1/n). On
majore :

p
I =pnx 15, = | ( |11 == ypnnay| ds
R R
< intgo el () - FGo— YIP pa()dady
= [ e = 11 oy

< sup llryf—fIZ.
|lyl<l/n

Ainsi avec 'hypothése (c) il existe p = p, tel que ||f —p * fllz» < € pour tout f € &.

1/p
) < € pour tout f € A. Dans la suite on

e Soit avec I'hypothese (b) R > 0 tel que (f|x|>R |f (x)|Pdx
note K le compact B(0,R).
« On applique le théoréme d’Ascoli a la famille B = {f = (f * PxlfeAlc C°K,R) o :
(a) Bestborné: [[flze <If *plire <lflz=lpllLe par Holder;
(b) B est équicontinue car borné dans C1(K,R) étant donnée que : 0;(f * p) = f * 0;p et comme
précédemment :

If*0;pllL~<IflLrl0;pllLa.

Il existe ainsi des fonctions f1,---, [ € A tel que :

Bc UB(fy,—) dans C%K,R).
E=1 K|

« Concluons. Pour f € A soit f;, tel que f € B(f3,€) on a ||f — fzllL» < 5e & partir de :

f=fe=F1ge—frlge +1g(f = f x )+ 1g(f * p— fr * p) + Lg(fr * p — f%)

25. Par exemple la suite fp : x — 1[, ,, 1] nadmet pas de valeur d’adhérence car une telle valeur d’adhérence serait
nécessairement la fonction nulle qui est de masse nulle.

26. Sans cette hypothése on quand méme extraire une sous-suite convergent mais en un sens plus faible, celle de la
convergence faible.
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2. Condition nécessaire

Venons a la nécessité de ces conditions. Pour ’hypothése (a) on peut prendre € = 1 dans la caractéri-
sation par relative compacité. La nécessité des autres conditions vient du fait qu’elles sont vérifiés
ponctuellement, et que ’hypothése de compacité permet de contréler tous le monde a la précision
voulue a partir d'un nombre fini d’éléments ce qui permet de passer a des bornes uniformes.

* Soit £>0.0Ona A cU! ,B(f;,¢) alors :

1<isn

1/p 1/p 1/p
(f If(x)lpdx) <\f=fille + f Ifi(x)lpdx) < €+ max (f Ifi(x)lpdx) .
|x|>R |x|>R lx|>R

)l/p

Maintenant par convergence dominée ( f|x|> g lfi(x)Pdx — 0 lorsque R — +oo donc il existe

1/
R >0 tel que (flx|>R If(x)Ipdx) P<oe quelque soit f € A.

¢ Par le méme principe on a :

Ithf = Ffllp <ltnf —trfillp +lTnfi—filp +1fi—flp.

Comme 7, est une isométrie on a :

ITnf =Flp <2£+1m.<x ITnfi—filp.

<Isn

En invoquant la "continuité des translations” on en déduit comme précédemment le résultat.

3. Compléments

De facon analogue au role joué par le caractére C! 4 dérivée borné dans I’équicontinuité, ’hypothese
(c) est vérifié dés que A est une partie bornée de W-?(R?). On se contente de la dimension 1.

Application. Toute partie bornée de WH1(R) est de restriction relativement compacte sur L1(I) ou
I est un intervalle bornée.

Preuve. 11 suffit de vérifier la troisieme I’hypothése pour laquelle on utilise qu'un élément u €
WL2(R) s’écrit comme l'intégrale de sa dérivée ce qui donne ||7pu — u| i S Al O

On peut étendre ce résultat 8 WHP(R) avec p > 1 mais dans ce cas il découle plus simplement du
théoreme d’Ascoli : I'injection WP (R) dans C(I) est compacte lorsque I est borné. Ce n’est pas le
cas de l'application précédente car il existe des parties bornés de WH1(R) qui ne sont pas compactes
dans C(]0, 1[) - on peut pour cela faire converger une suite vers un trottoir. Maintenant en utilisant
que wilc o) lorsque I borné on a |[Tpu —ullpe () < (2||u||oo)p_1|h| et on peut étendre le critere de
compacité de L' a tout LP avec 1 < p < co.
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Résolution d’un probleme aux limites

Le but de ce développement est de résoudre le probléme aux limites :

{ _u// =g(u)
u(0)=u(1)=0

ou g : R — R est continue admettant une primitive G majorée : G < M. La démarche consiste a
reformuler ce probléme en un probleme de point critique et a montrer 'existence d’une solution
par un argument de compacité.

1. Théoreme de compacité faible

Soit (x,,),eN une suite bornée de E on note X, : p € E' — (x,,, ).

« Supposons dans un premier temps E' séparable : E' = D avec D dénombrable dense. Par
extraction diagonale on peut extraire de X, une sous-suite X ;) convergeant simplement sur D.

o Comme la suite (X},) est équicontinue on montre que X (,) converge simplement sur E. En effet :
1 Xn () = X (P < 2ZM I p -yl + 1 X5 (y) — X (w)
donc pour € >0 en prenant y € D tel que 2M||¢ — || < € comme la suite (X ,)(¢)) est de Cauchy

on a N tel que pour tout n,m =N, | X j)(P) — X jim)(P) < €.

« Ainsi X, converge simplement, sa limite X est une application linéaire E' — R et comme
I X jn)(P)l < M| p|l Tapplication X est continue donc par réflexivité on a X : ¢ — (x,¢) pour un
x € E ce qui prouve le résultat.

¢ On se passe de ’hypotheése séparable en se ramenant a F = vect(x,) et en utilisant les deux
résultats suivant :

e un sous-espace fermé d'un espace réflexif est réflexif
e sile dual d’'un espace de Banach est séparable I'espace lui méme est séparable.

2. Minimisation des fonctionnelles convexes

Il existe en tout point x € C une forme linéaire ¢ tel que :

f(y) = f(x)+Pp(y —x).

Dans le cas ot f est de classe C! cette inégalité découle de I'inégalité des tangentes appliqués &
t— f(tx+(1—1¢)y) convexe d’'une variable réelle, on a en fait ¢ = df (x). Dans le cas général ou f est
continue on utilise ’existence d’un hyperplan d’appui qui résulte du théoréeme de Hahn-Banach.
Maintenant considérons (x,) une suite minimisante alors la suite x, est bornée par coercitivité de
f, on peut donc extraire une sous-suite toujours noté x,, convergeant faiblement vers un vecteur x.
Alors ¢(x;, —x) — 0 donc inff lim,_. ;o f(x,) = f(x) donc x est un minimiseur de f.

3. Application a la résolution du probleme aux limites

Considérons le probleme aux limites :

{ —u"+uluPt=f
u(0)=u(1)=0

ol p est un réel strictement positif et £ € C°(I,R). On écrit ce probléeme sous la formulation faible :

1 1 1 1
f u'v’+f ululP~ v=f fv
0 0 0
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ou les inconnues u,v sont dans H, (1). On voit cette équation comme une équation de point critique 2

pour la fonctionnelle :
1 1 u p+1
J(u) :f (—|u’|2 L —fu
0o \2 p+1
o J est coercivite car J(u) = cllull o d’apres Poincaré;

o J est strictement convexe par strict convexité des fonctions x — lx|? et x — |x|P*1 (hypothese
p>0).

Ainsi J posséde un unique minimum ce qui montre ’existence et I'unicité d’'une solution a notre

probléme aux limites.

‘u|p+1

27. Détaillons les calculs de la différentielle. On note g(u) = ululP~1 et G(u) = FES

par soucis de simplicité. On a :

J(u+v)—J(u)—fI(u'v’+g(u)v+fv] =frachfI|v'|2+j;£(v(t))v(t)dt

ou G(x+h) = G(x)+ hgx)+e(h)h avec limy,_,ge(h) = 0 comme g est continue. Le premier terme est par 'inégalité de
Poincaré un O(J|v "?—Il ), le second se majore par v Iz v/ [I|supy le(v(¢))| or comme Hé s’'injecte continument dans CO(I),
0

0
lorsque ||U||Hé — 0 on a supy |e(v(¢))| — 0 de sorte que le terme de droite est un 0(||U||Hé).
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Approximation de Bernstein

Le but de ce développement est de démontrer une version construction du théoréme d’approxi-
mation de Weierstrass. On associe a une fonction continue f :[0,1] — R son n-éme polynéme
d’approximation de Bernstein définie comme

an:=E(f()_(n))<—:R[x] ot )_(n~%Bin(n,x).

Premiére en calculant ’espérance on trouve :

= () (R k n—k
Buf)=) [ |f|=]**1-x

io\k) \n
de sorte que B, f(x) est bien une fonction polynomiale de degré n. Ensuite on s’attend a avoir
convergence vers f en vertu :

1. la loi des grands nombres : X, . x;

2. la continuité de f qui avec le continuous mapping theorem entraine que f(X,,) £, X.

Ces deux points entrainent que B, f(x) — f(x) a x fixé. Maintenant en reprenant la démonstration
de ces résultats il apparait que la convergence peut étre rendu uniforme en x d’'une part dans la loi
des grands nombres car la variance de Ber(x) est uniformément borné en x par 1/4 et deuxiéme
par I'uniforme continuité de f selon le théoréeme de Heine. On ne détaille pas ces points qui vont
résulter de résultats plus forts, précisément on va chercher une borne sur la vitesse de convergence
a savoir :

Proposition. En notant w le module d’uniforme continuité de f on a :

||f—an||oo<gw(%).

1. Convergence et vitesse de convergence

« On commence par écriture avec I'inégalité triangulaire : |f(x) — B, f(x)] < E.|f(x) — f(X ). Si
f étant C! on aurait écrit f(x)— f(y) comme l'intégrale de sa dérivée pour en déduire une
majoration type inégalité des accroissements finis. On va généraliser cette idée en remplagant
la somme continue, par une somme de Riemann discrete. Introduisons 4 > 0 puis un chemin
X=x9)—X]— ' — Xp41 =Y avec x;4+1 = X; + 0 jusqu’a 'avant dernier pas choisie pour tombé pile
sur y. On écrit :

If ()= fI<

l

If ()= fxie D) < (B + Dw(d).

k
=0

Or comme kS <|y—x|ona |[f(x)—f(y) < (1+5_1|y—x|)w(6).

o Avec l'inégalité précédente on a la majoration :
1 —
If (x) = By f(x)] < w(5) (1 + 5E|Xn —xl) .

On est amené a évaluer I'écart de X, & x en norme 1. Plutét on va se ramener & une norme 2 par
I'inégalité de Cauchy-Schwartz ot I'indépendance est symbole d’orthogonalité. On a :

1/2
_ — — 1 1
EIX, -x| <\/E|X,-x2=Var(X,)"? = (—2 Y Var(X,, )) = 7Var(Xl)W.
n® ;3 n
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o Lavariance d’'une Bernoulli de parametre x est x(1—x). La fonction q : x — x(1—x) est une fonction
de degré 2 de coefficient dominant négatif donc atteint son maximum au point d’annulation de
sa dérivée 2x—1i.e x = % puis q(x) < 1/4 pour tout x € R. Ainsi,

1
|F) =B f ) <w<5>(1+ - \/ﬁ).

Pour conclure il faut bien choisir §, ne connaissant pas w on ne pourra faire cela de fagcon optimal.

On a dans une mesure envie de prendre § petit car le terme w(d) le sera d’autant plus mais on
est limite par le terme (1 + ﬁ) qui explose lorsque § — 0. On trouve un compromis en prenant
-1/2

0 afin que le terme de droite soit constant i.e. § =n~"*. Ainsion a :

3 1
-B <-—w|—|.
If ~Baflloo <5 (ﬁ)
Cette vitesse de convergence semble un accord avec 'intuition probabiliste, le théoréme central
limite indiqua,t que les fluctuations relatives entre X, et sa moyenne sont de l'ordre de \/iﬁ

o Cette vitesse de convergence est optimal & une constante prés on a pour f(x) =[x — 1/2],

1 & (n\lk 1 1 n-1
@) =Bnf(@)lx=12 = Bnf(1/2)| = o ( ) 2_5‘:27([(n—1)/21)'

n k

Avec I’équivalent (2kk ) ~ \/47% qu’on peut obtenir a partir de la formule de Stirling on en déduit
que ce dernier terme est équivalent a —L_ et pour ce choix on a w(§) = 9.

V2nn

2. Application a d’autres approximations polynomiales

¢ Notons pour un choix de nceuds d’interpolation T, f le polynéme d’interpolation de f avec n points.
La question est de savoir si T, f converge uniformément vers f. En général on a des résultats
négatifs car si T, converge pour toute fonction continue, alors par le théoréeme de Banach-
Steinhaus sup,,n 1T | = +00. Par exemple pour les noeuds d’interpolation de Tchebychev on a
T, =log(n), il existe donc une fonction continue tel que T, f ne converge pas uniformément
vers f.

e Maintenant on a la majoration suivante :
I1Tnf = Il <A +T7IDA(f, Ry lx]).

Cette majoration découle du fait que T, g = g pour tout g € R,[x] de sorte que T,,f — f =
T,(f —g)—(f — g) d’ou le résultat suit par définition des normes opérateurs et en optimisant
sur g. Cette majoration indique que le contrepoids a la divergence de ||T,]| est la qualité
de 'approximation polynomiale. Dans le cas de l'interpolation de Tchebychev en utilisant
Iapproximation de Bernstein on en déduit que deés lors que lims_.g w(6 )log% =0 les polynémes
d’interpolation T, f convergent vers f donc par exemple pour toute fonction f holdérienne.
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Principe de la borne uniforme

Proposition. Soient E un Banach, F un e.v.n et (T;);c; une famille d’applications linéaires
continues de E dans F. Si la famille est ponctuellement bornée sup;cr |T;x| < +oo, Yx € E alors elle
est uniformément borné : sup;¢; I T; |l < +oco.

1. Démonstration du résultat

Les fermés F,, ={x € E : Viel, ||T;x| < n} recouvrent E lorsque n parcourt N. Par le lemme de
Baire, un de ses fermés F, est d’intérieur non vide : B(xg,r) c F,, avec r > 0. Ainsi on a pour tout
z€B(0,1), quelque soit i € I, | T;(xg+zr)| <n dou ||T;z| < M ce qui prouve le résultat.

2. Application a la construction d’objets pathologiques

Sous le cadre précédent, par contraposition si sup;c; Tl = +oco alors il existe x € E tel que
sup;cz IT;x| = +o0. Ce résultat permet de montrer I'existence d’objets pathologiques dans des
problémes d’approximations. On va I'appliquer aux séries de Fourier, on a :

1 7
Tn:f€ C2n—per — % f(x—1t)D,(¢)dt
-

ouD,(t)= % est le noyau de Dirichlet.

e Calculons les normes opérateurs, on affirme que : | T, | = % fn |D,,(£)dt. En effet,

1 T
ITwfl< =Ifllo | |Dn()Id2
27 —x
avec égalité pour f =sng(D,). Seulement cette derniere fonction n’est pas continue, mais on

peut 'approcher par des fonctions continues f, = IDIZ#’ Ainsi, f; converge p.s. vers [ lorsque
e —0et|fe] <1 et le résultat suit par convergence dominée.

1 T
|ww:—f
T Jo

Sur [0,7] on a %t < sint/2 < t/2 de sorte que :

T |si 1/2
n7zn::jﬁ Isin(n + V2) 0, .7
0

e On a déja par parité :

sin(n + 1/2)¢
sint/2

t
* On éerit : ©@n+1)n/2 2 (k+1)m/2
n+ /e sint n +Dnl2  sint
I, = / | Idtf = f | |dt
0 4 E=0Jkn/2 4
Maintenant pour 2 =1 :
1 f(k+l)n/2 |sin¢| 1
— < di < —.
kE+1 B/2 t k
Ainsiona:
2n 1
I, = Z ;A +0(1) =log(n)+O(1).
k=1

¢ On obtient finalement que ||T,| = log(n) d’ot1 'on déduit 'existence d’'une fonction continue dont
la sa série de Fourier ne converge pas uniformément.
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3. Complément sur ’analyse de la convergence des séries de Fourier

Le résultat précédent peut sembler bien négatif mais si 'on pousse un peu plus loin ’analyse
précédente on va en fait voir que toute fonction un petit peu réguliére est somme de sa série de
Fourier au sens de la convergence uniforme. Précisément on a I'estimation élémentaire :

If =Tnfll <@+ 1T INA(f,P)).

Cette majoration s’obtient en écrivant f — T, f =(f —g) — T,(f — g) et en utilisant T, g = g pour
g € &, 'ensemble des polynémes trigonométriques de degré inférieur a n puis en écrivant. Ainsi
le contrepoids a la divergence de || T, || est la qualité de 'approximation trigonométrique et cette
derniére correspond a tres peu de choses pres a la régularité de f comme le montre les théoremes
de Jackson et Bernstein. On en déduit ainsi par exemple que toute fonction vérifiant une condition
de Dini-Lipschitz est limite uniforme de sa série de Fourier.
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Lemme de Morse et méthode de Laplace

Le but de ce développement est d’étudier 'asymptotique # — +oco des intégrales de la forme

suivante :
f a(x)e T®dy.
Rd

Lorsque t — +o0o la masse relative de cette intégrale se concentre en les points ou f est minimal.
Autour d’un tel point x¢ supposé non dégénérée la fonction f se comporte comme son approximation
alordre 2 : f(x)—f(xg) = %Hf (x0)- (x — x0)? ce qui nous raméne a un calcul d’intégrale gaussienne
et donne une contribution de l'ordre de :

a2
L xg)etf@ (2_”) ,
[Hf (x0)| V2 ¢

Nous allons montrer précisément cela sous les hypothéses suivantes :
1. f est de classe C? posséde un unique minimum global non dégénérée xo ;
2. pour tout voisinage V de x il existe a > 0 tel que |f(x)| = |f(xg)| + @ quelque soit x € V€.
3. a est continue intégrable sur R%.

Pour justifier 'approximation précédente, on va utiliser un changement de variable pour passer
d’un terme a 'autre. Ensuite nous reviendrons a notre intégrable. Pour simplifier la présentation
sans pour autant perdre en généralité nous supposerons xy =0 et f(0) =0.

1. Lemme de Morse

On montre qu’il existe un C! difféomorphisme local en 0 tel que f(x) = ||(p(x)||2.

« Ecrivons la formule de Taylor avec reste intégrale a Iordre 2 :
1 1
fx)= éxTQ(x)x ou Q(x) = 2[ (1-8Hf(tx)dx.
0

La fonction @ : R% — S,(R) est C! par dérivation sous l'intégrale.

e On a Q(0) = Hf(0) matrice symétrique définie (hypothese) positive (car minimum local) donc
d’apres le théoréme d’inertie de Sylvester on peut écrire @(0) = POT Py avec Py inversible. On va
montrer qu’au voisinage de 0 on peut écrire Q(x) = P(x)" P(x) ou1 P est C'. Pour cela on cherche
a appliquer le théoréme d’inversion local 8 ¥ : P — PP en P.

e Calculons la différentielle de ¥ en Py :
d¥(Po)-H=H'Py+P'H.
Le noyau de cette différentielle est (P HTA,(R). Ainsi,
¥ (P;HTS,(R) — S,(R)
est une fonction C! de différentielle injective en Py donc bijective par égalité de dimension. Ainsi,

par inversion local ¥ est un C!-difféomorphisme local en P.

e Posons alors P(x) = W_I(Q(x)). Comme @ est continue, pour x dans un voisinage de 0 on a @(x)
dans le domaine de définition de ?_1 donc P est bien définie au voisinage de 0, est de classe C!
et on a bien : Q(x) = P(x)" P(x).

e Pour terminer posons ¢(x) = P(x)x qui est bien définie au voisinage de 0, de classe C! et comme
@(x) = Pox + o(1) par continuité de P on a dg(0) = Py est inversible donc par inversion local ¢ est
un difféomorphisme local en 0.
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2. Intégrales de Laplace

Comme suggéré on sépare les contributions sur un voisinage de x¢ et ailleurs. Considérons
Bs = B(0,0) dont 'adhérence est contenue dans le domaine de définition de ¢.

« Sur B; on pose le changement de variable y = v/#¢(x) ce qui donne :

_ _1 dy
a(x)e D dx = f alp(y/V/E)e 31 -
fBa 112((B5) P t42|Dg- =1 (y/V1)|

En faisant tendre ¢ — +o0o on obtient ’équivalent :

L[ a3 _ 0 (2_”)t/2
td/2 JRd Dp0)  [HF(O0)2\ ¢

en se rappelant que Dg(0) = P, vérifie = o et en utilisant la valeur de l'intégrale de la
lant Dg(0) = P vérifie Hf (0) P(—)rP t tilisant la valeur de l'intégrale de 1

gaussienne : [pa ezl ”2dy =792, Le passage a la limite est justifié par la domination :

supg, lal

: e zlyl?
infg [Dpop1

* Pour le terme restant on a par 'hypothese 2. |f(x)| = a > 0 pour tout x € B de sorte que :

1
—ta _
<e flal—o(—td/Z).

f a(x)e @ qy
Bs
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Théoreme de Rademacher

Le but de ce résultat est d’établir le résultat suivant de représentation des fonctions lipschitziennes.

Théoreme. Soit I un intervalle de R puis f : I — R une fonction lipschitzienne. Il existe une fonction
geL>®()tel que :

y
Vx,y€el, f(y)—f(x)=f g(t)dt.

Par un prolongement par continuité on peut se ramener a I =R ce qu’on supposera dans la suite.

e On va construire g avec le théoréeme de Riesz. Pour cela il nous faut une forme linéaire; on
prend : 28

T:we‘to”é"’(l)»—»—f fo'.
R

Cette application est bien définie car f¢’ est continue et le domaine d’intégration est bien compact
(c’est le support de ¢).

o L’hypothese A-Lipschitz se traduit de la facon suivante : 7': €!(R) < L1(R) — R est une forme
linéaire continue. En effet en écrivant la dérivée comme limite de son taux d’accroissements on
a:

) P(x +h) — Pp(x)
T¢ =1lim x)———dx.
p=lim [ P
Linterversion des limites est justifié par la domination ||f¢’||L~x)1x ot K = supp¢. Alors on
peut faire une "intégration par parties" avec le taux d’accroissement de la facon suivante :

Pl th) - px) _1( _ )
/Rf(x) A dx—h fRf(x)qb(x+h)dx fRf(x)<p(x)dx

1
= ( fR £~ R)pla)dx — fR f(x)(/)(x)dx)

:f w(p(@dx_
R h

On en déduit finalement que :
1Tl < AlldllLr(w)-

¢ On veut maintenant appliquer Riesz. Par le théoréme de prolongement des applications unifor-
mément continue, on peut prolonger 7' (uniquement) en une forme linéaire continue sur L1(R).
Des lors on ne peut appliquer Riesz sur R tout entier, mais on peut le faire localement car
L%([-n,n]) c LY([-n,n]) continument par Cauchy-Schwartz. Ainsi il existe une unique fonction
gn € L%(—n,n) tel que pour tout ¢e L%(-n,n), T = f_nn ¢g,. Par unicité de g,, on a g,.1 prolonge
gn de sorte que 'on peut bien définir g { g, on a dés lors :

T<P=fR</>gn, vope | LA(-n,n)).

neN

e Montrons premiére que g € L°°(R), on va en fait montrer que |g| < A p.p. S’il existe un borélien
A non négligeable sur lequel |g| > A alors :

AlAl< fA g1 = T(sgn(g)14) < AJA[.

28. Naturellement on aurait pris ¢ — [ f'¢ mais f n’étant pas assez réguliére on fait une intégration par parties.
C’est en fait la dérivée de f au sens des distributions.
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Introduisons maintenant G : x — f(;c g(t)dt et montrons que f =G a une constante pres. Suivant
la démarche précédente on va tester I’égalité contre des fonctions tests. On a pour ¢ € cgcl(I ) avec
le théoréeme de Fubini :

meﬂmuiLulmwﬁumx

_ fR 4(t) ( ft " (p’(x)dx) de

=—fgmauw:T¢
R

On a donc en notant 4 = f — G,
f h(x)¢'(x)dx =0,  VpeCLR).
R

On a donc montré 'égalité contre 'ensemble des fonctions tests E = 2(CLR)) = {y € CAR) | [gy =
0}. C’est un hyperplan de CS(R) noyau de la forme linéaire ¥ — [z . On a donc <€CO(R) =EoRy
ou y € CY(R) avec Jrx #0 disons égal a 1. On peut ainsi écrire toute fonction y € C%R) comme
¥ =¢' +cy, la constante c étant égal & [y. On a finalement :

[rw=e [ma= [ (- [ v

On en déduit que h = [hy p.p ce qui permet de conclure.

Remarque. 1. Avec le théoréme de différentiation de Lebesgue (Rudin) on en déduit qu’une

fonction lipschitzienne sur R est p.p. dérivable;

2. De facon assez général avec une régularité inférieur a lipschitzienne ce résultat n’est plus
vraie, par exemple il existe des fonctions holdériennes pour tout 0 < a < 1 qui sont nulle part
dérivable comme la fonction de Takagi (voir Zully-Queffelec).
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Méthode du gradient a pas fixe

Le but de ce développement est d’étudier la convergence d’'une méthode numérique d’optimisation
d’une fonction convexe : la méthode du gradient a pas fixe. Le principe de ’algorithme consiste a
partir d’'un point quelconque puis sachant que le gradient décrit la direction de plus forte variation,
de se déplacer dans la direction opposée de ce dernier. On peut aussi interpréter cette algorithme
comme une méthode de résolution de I'’équation de point critique par une suite récurrente ce qui
est pertinent dans le cadre des fonctions convexes.

Théoréme. Soit f : R% — R une fonction de classe C1. On définit & partir de xo € R? la suite
Xp+1 =X — tVf(xp).

1. Si f est strictement convexe (coercitive) gradient ¢-Lipschitz alors pour t > 0 suffisamment
petit - on peut prendre 0 < t <2072 - x;, converge vers l'unique minimum de f.

2. Si f est de classe C? avec SpHf (x) c[a,¢] ot 0 < a < ¢ < oo alors pour t = % ona:

(—a\t
llacp, — x|l < (m llo — ™I

1. Convergence

o [ étant supposée strictement convexe, elle atteint son minimum en un unique point x*. Mainte-
nant l'idée est que :

Fape1) = Flep) = VFGep)- (pe1 — ) = IV (xp)]2.

Pour justifier cette approximation on écrit en utilisant I’hypothése du gradient Lipschitz :
1
fO)—fx)-Vfx)-(y—x)= fo (VFlx+s(y—x)—Vf(x)|y—x)ds
! 2 ¢ 2
Sf lslly —xlI”ds = llx—ylI°.
0 2

Ainsi f(up1) < Flo) — (1= B t)IVF @2,

e Pour0<t< ]% le terme p =¢ (1 - %215) est strictement positif. On en déduit que f(xz) est alors
décroissante, minorée donc convergence puis :

0 — fxps1) = flxp) < —plIVFGp)I® <0

de sorte que ||Vf(xz)|| — 0. Maintenant par coercitivité de f la suite (x) est borné et la conver-
gence du gradient montre que toute valeur d’adhérence de (x;) est x* donc x; converge vers

x*.

2. Vitesse de convergence

e Les hypothéses précédentes ne permettent pas d’établir d’avoir des estimations sur la vitesse
de convergence.?? Le point 2. renforce nos hypothéses, notons que la condition sur ¢ assure
I'hypothése gradient ¢-lispschitz quand I’hypothése sur a assure I'a-convexité de la fonction,
mieux que la convexité strict. Bref elles généralisent les hypothéses précédentes.

29. C’est un vrai résultat, on peut montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 el que pour tout n il existe une fonction f
sur un certain R? vérifiant les hypotheses précédentes telle que |x, —x™*|| = cllxg —x™||.
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e Maintenant la démarche correspond a I’étude classique d’une suite récurrente. La fonction
@ :x— x—tVf(x) est différentiable avec : dp(x): A — A —tHf (x)-h. On a alors :

Spde(x)={1—-¢tv : ve SpHf (x)}
c{l—tv:vela,Al}.

Ainsi le rayon spectral de d¢(x) est inférieur a r(¢) = max(|1 - ta|,|1 —t¢]) et comme dg(x) est
2

symétrique on a ||[d@p(x)ll2—g = r(¢). Le minimum de r(¢) est atteint au point ¢ = <37 ou les
deux termes sont égaux a ;;—g < 1. On a ensuite avec 'inégalité des accroissements finis :
(-«

lxpe1—x*| < llxz —x* || de sorte qu’en itérant :

l(+a

k
a
lacg, — x|l < (m) llaco — ™I

l—a
l+a

rapport % est petit. On peut comprendre ce qu’il se passe sur 'exemple des fonctions quadratiques
x— x' Ax. Dans ce cas a et ¢ correspond a la courbure de la surface dans les deux directions
propres orthogonales, si la courbure est grande dans une direction, il faudrait prendre ¢ petit afin
d’éviter le balancement de 'autre co6té dans la direction de faible variation il faudrait prendre ¢
grand pour bien avancer. Le compromis fait sur ¢ entraine les défauts évoqués précédemment ce
qui nuit a la rapidité de la convergence pour un point xg "moyen".

Ainsi la convergence est géométrique de rapport . Ce rapport est d’autant plus petit que le

Remarque. 1. Suivant l'idée de résoudre I’équation de point critique, une méthode plus clas-
sique est la méthode de Newton. Le défaut de cette méthode est qu’elle demande 'évaluation et
linversion d’une matrice de taille d x d a chaque étape ce qui peut s’avérer tres couteux.

2. La méthode du gradient supposer qu’on sait évaluer la différentielle de la fonction. Maintenant
si lon se limite a la donnée de f on peut construire des algorithmes d’optimisation mais ces
algorithmes ne donnent aucune information & nombre de pas fixés.

3. Sur la classe des fonctions vérifiant Uhypothése 2, la méthode du gradient & pas fixe n’est pas
optimal parmi les méthodes de degrés 1 (i.e. qui considére des évaluations de la fonction et de
sa dérivée).
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Stabilité en premiére approximation

Le but de ce développement est d’énoncer un critére de stabilité des points d’équilibre dune
équation différentielle autonome. Dans le cas linéaire, la décomposition caractéristique permet
de comprendre tres précisément la stabilité du point d’équilibre. Dans le cas général on s’appuie
sur le cas linéaire en utilisant qu’au voisinage du point critique la fonction supposée réguliere
est égal a son approximation linéaire + un petit terme correctif. Ce petit terme d’erreur demande
de renforcer 1égerement les hypothéses faite sur la partie linéaire, ce qui fera apparaitre un cas
critique oul nous verrons qu’on ne peut en général rien dire.

Théoréme. Soit f :R? — R de classe C! tel que f(0) =0 avec A =Df(0) de spectre compris dans
{z : Rez < 0}. Dans ce cas 0 est un point d’équilibre stable i.e. pour tout 6 > 0 il existe a > 0 tel que si
xo € By alors lPunique solution au systeme différentiel vérifiant x(0) = xq est définie sur [0, +oo[ et
reste dans Bg et asymptotiquement stable i.e. x(¢) — 0 lorsque t — +oo.

Lidée est que tant que la solution est proche du point d’équilibre, f sera assez bien approchée par

sa partie linéaire et assurera que la solution reste proche de 0 un peu plus loin, et pas a pas on a

que la solution est proche de 0 en tout temps. Mathématiquement on formalise cette idée par un

argument de connexité.

e On note f(x) = Ax + b(x) puis pour € > 0 a déterminer §g tel que |b(x)| < €|x| pour tout |x| < &g.

« On se donne a & déterminer puis xg € B et x:[0,7") — R? une solution maximale en les temps
positifs au systéme différentiel x'(¢) = f(x(¢)) avec la donnée de Cauchy x(0) = xg.

e Onfixe0<6<dgpuisonpose [ ={0<T <T" : Vte[0,T], x(¢) € Bs}.

Montrons que I est non vide ouvert et fermé dans [0, 7). Déja :

e Si a <6 alors I contient 0 donc est non vide.

e SiT, — T dans [0,T") alors pour ¢ € [0,T] si t < T il existe T, tel que t € [0,T,] dol1 |x(¢)| <6 et
finalement comme 7' < T par hypothése par continuité de x en T on a |x(T)| = lim,, . 100 |x(T)| <
0. Ainsi I est fermé.

e Soit T € I on veut montrer qu’il existe & >0 tel que T+ h € I. On a x'(¢) = Ax(t) + b(x(¢)) qu’on
réécrit %(e_tAx(t)) = e "4 p(x(¢)) qui 'intégre pour donner :

t
x(t) = etxg + f e Mp(x(s)ds,  Vte[0,TH).
0

Avec le lemme de décroissance exponentielle il existe deux constantes C,o > 0 tels que letd | <
Ce ' de sorte qu’en passant aux normes :

¢
vte[0,T], |x(t)<Ce “a+ Csf 9% x(s)|ds.
0

En appliquant le lemme de Gronwall & e?“x(¢) on en déduit que |x(¢)| < CaeCc=9% sur [0, T1.
Choisissons a postériori §g afin que Ce < g puis a tel que Ca < /2. On a dans ce cas en notant
r=0-Ce>0,

1
Vte[0,T], |x(t)|< 5ese—”.
On en déduit par continuité de x qu’il existe & > 0 tel que [|x(?)|| <6 sur [T, T + h], cela permet
de conclure que I est ouvert. Par le lemme des bouts on en déduit que T = T'* ce qui conclut &

montrer la stabilité. Finalement la derniére inégalité est valable pour tout 7' = 0 d’ot1 'on déduit
que |x(£)] — 0.

Remarque. 1. Lorsque A posséde une valeur propre de partie réelle nulle contrairement au
cas linéaire on ne peut en générale rien dire, la solution peut étre stable ou instable comme
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Villustre lexemple f(x) = x3. Cette solution admet une unique solution maximale x(t) par le
théoreme de Cauchy, xo > 0 par séparation des courbes intégrables on a x(t) > 0 en tout temps
donc x est strictement croissante donc en particulier la solution n’est pas stable. Par contre si
x9 < 0 alors x est décroissante donc convergence vers un point équilibre donc vers 0 la solution
est stable et asymptotiquement stable. En fait dans ce cas on le systeme est intégrable, on peut
calculer explicitement sa solution mais je m’embrouille avec les signes.

2. Dans le cas ou A a une valeur propre de partie réelle > 0 on peut montrer que le systéme est
instable, mais c’est beaucoup plus dur.
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Equation de la chaleur périodique

Le but de ce développement est d’étudier I’équation de la chaleur avec une donnée périodique. Cette
équation représente par exemple la diffusion de la chaleur dans un anneau. On fait une étude
fréquentielle de I'équation c’est a dire par ’analyse des coefficients de Fourier d’'une éventuelle
solution. Nous verrons ensuite comment retrouver la solution et ses propriétés.

Théoreme. Pour tout f € Co,(R) il existe une unique fonction u € Cgﬂ,x(RfO x Ry) une fois dérivable
en temps et deux fois en espace de dérivées continues solution de l’'équation de la chaleur 0;u = Ozxu
pour tout (t,x) € (0,+00) x R avec la donnée initiale uj;=o = f.

1. Analyse par les séries de Fourier

Dans la suite on fixe donc f € C2;(R) et I'on se donne u une solution du probleme précédent.

« Pour tout ¢ >0 comme u(t, -) est C? elle est développable en série de Fourier, on écrit :

+00

i 1 27 .
u(t,x) = Z cn(t)e™ avec cn(t)= 2_f u(t,x)e_mxdx_
T Jo

n=-—00

o Comme 0;u(t,x) est continue elle est localement bornée ce qui permet d’appliquer le théoréme de
dérivation sous le signe intégrale a c¢,(¢). On obtient ainsi avec ’équation de la chaleur et deux
intégrations par parties :

1 2m X
()= 2 0ru(t,x)e " dx
1 2m 2 —inx
=on ) oy, u(t,x)e " dx
= —nzcn(t).

Ainsi ¢, (t) est solution d'une équation différentielle sur (0,+00) qu'on résout facilement c, (¢) =
2
e Ve,
¢ Finalement u est continue sur R . xR donc uniforme continue sur [0,1]x[0,27] par le théoréme de
Heine d’oti 'on déduit que sup,¢(g 2, u(¢,%)~u(0,x)| — 0 lorsque ¢t — 0" de sorte que c,(t) — c,(f).
On a ainsi montré que toute solution du probléme précédent s’écrit :

+00 . 9 +00 . 9
Y(t,x)€(0,+00) xR, ut,x)= Y cp(fe™ " I=fxK, ouK,= ) ™!
n=—-o00 n=—0oo

2. Synthese de la solution

e Pour tout @ > 0 on a sur [a,+ool une domination de c¢,(f )ei”x_”zt est de ses dérivées par
P(n)Icn(f)Ie_"Z“ ou P est un polynéme en n. Cela montre que u est C*® sur (0,+00) xR et
qu’on peut dériver sous le signe somme ce qui permet de vérifier que 0;u — azxu =0 pour tout
(¢,x)€(0,+00) x R.

e Il reste a établir que u(¢,x) tend vers f(x) lorsque ¢ — 0. Si on veut utiliser le théoréme de
continuité sous la somme, il faut que |c,(f)| soit sommable ce qui n’est pas nécessairement le
cas. Ca lest si f suffisamment réguliere par exemple C!, nous avons donc résolue le probleme
dans ce cas.

¢ Pour montrer le probleme dans le cas général on va utiliser qu’'on a en fait résultat le probleme
sur une partie dense de Cg;. On introduit pour ¢ > 0 'opérateur :

Ay feCy —KixfeCy .
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Le but est de montrer que A; converge simplement vers Id lorsque ¢ — 0. On a montré que cela
est le cas sur la partie dense C% . Pour en déduire le résultat général il suffit (et il suffit d’apres
BS) de montrer que ||A;| est bornée au voisinage de 0. Cela découle de la majoration suivante :

lAf = Fll<lAg—gll +2IAMNf -2l

Pour calculer ||A;| on utilise une propriété analytique de I’équation de chaleur : K; = pour
t > 0. Nous reviendrons peut étre faire ce fait ultérieurement. En tout cas on en déduit que
A < K¢lipr = co(Ky) = 1.30

3. Principe du maximum

La propriété K; = 0 est équivalente au fait que I'opérateur A;. Cela signifie que si la donnée initiale
- disons C pour ne pas se mordre la queue - est positive alors la solution est positive ce qui traduit
physiquement une part du 2nd principe de la thermodynamique : les transferts thermiques se font
du chaud vers le froid. Mathématiquement il a plusieurs facon de voir ce fait :

1. la premieére plus astucieuse consiste a utiliser la formule de Poisson qui donne :

27 _ Gra2im?
Ki=y/—) e 4« >0.

t leZ

En fait ce qu’il se passe derriére est que la formule de Poisson exprime la série de Fourier de
la périodisé d’'une fonction, or comme on peut s’y attendre le noyau de la chaleur périodique
2

. o . N . J
est le périodisé du noyau de la chaleur sur R a savoir e™ #.

2. la deuxiéme consiste a voir notre probléme comme un cas particulier du principe du mi-
nimum : infu(¢,x) = infu(0,x). En particulier. Cela nous dit essentiellement que u ne peut
attendre de minimum local en un point (¢,x) avec ¢ > 0 et peut se comprendre mathématique-
ment en voyant que les contraintes différentielles auxquelles sont soumises les minimums
locaux sont difficilement compatible avec I'équation de la chaleur. Ce n’est pas vraiment le
cas et pour raisonner précisément il faut perturber légérement notre solution par exemple

en considérant v : ¢ — u(¢,x)e’.

30. En fait on a I’égalité ||A;| = 1.
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Processus de Galton-Watson

Le but de ce développement est d’étudier le comportement du processus de Galton-Watson. Le
processus de Galton-Watson de loi de reproduction p représente I’évolution d’'une population ou le
nombre d’enfants de chaque individu est une variable aléatoire, précisément :

Zn

Zo=1ps., Zpi1=) Xin.
i=1

On supposera que les variables aléatoires X; , sont i.i.d de loi p loi de probabilité sur N admettant
une espérance m. En premiére approximation, le comportement de ce processus peut étre quantifier

par son espérance m suivant que m <1, m =1 ou m > 1. On s’intéressera exclusivement au cas
m =1 dit critique. On supposera p1 <1 auquel cas Z, =1 p.s.

Théoreme. La suite Z, converge vers 1 p.s. De plus,

2 2 (2p log(n) log(n)
P(Zn>0):%+§(@—l) n2 +O( n2 )

1. Observations

e Z, est une chaine de Markov sur N pour laquelle 0 est un état absorbant, les autres états
sont transitoires car connectés a 0 car pg > 0; on en déduit que presque stirement, Z,, — 0 ou
Z, — +00. On va chercher a quantifier cette alternative.

¢ Le fait fondamental sur le processus de Galton-Watson est que I'on connait la fonction génératrice
du modele f,,(s) = E[s?"]. En notant f la fonction génératrice de p on a :

fn(s) = EEsZ | Z,-1))
=E(f(s)%m1)
= fn—l(f(s))

Comme de plus fo(s) =1 on en déduit que f,,(s) = f°"(s).

e Notons g =P(Z,, — 0) =P(U{Z, = 0}). Comme les événements {Z, = 0} forment une suite crois-
sante on a ¢ =limgq, ou ¢, = P(Z, = 0) = f,(0). Ainsi, g, est suite récurrente de transition

f.

2. Etude de la convergence
Pour étudier la convergence de g, on fait une étude de fonctions sur f en commencant par
déterminer ses points fixes.

» Comme f(s) =Y. X p,s™ avec p, =0 la fonction f est croissante et convexe. De plus les hypo-
theses assure que f est strictement croissante et strictement convexe.

e Ainsi f est au dessus de sa tangente en 1 d’équation y = x donc f(s) = s pour tout s € [0,1] et
f(s) > s pour s # 1 donc en particulier 1 est 'unique point fixe de f.

e La suite ¢, est donc croissante, donc converge et sa limite ne peut étre autre qu'un point fixe de
f donc sa limite est 1.

On a donc montré qu’un processus de Galton-Watson critique s’éteint presque stirement.

3. Vitesse de convergence

Dans la suite on note u, =1—q5.
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« On suppose pour que [ est de classe C2 ou ce qui est équivalente que p a une variance finie. Un
développement de Taylor en 1 donne :

2
1-f(s)=1-s+ %(1—3)%0(1—3)2.
En inversant I’égalité précédente on obtient :

LI +g—2+ (1)
1-fGs) 1-s 2 ' °

1 -1

P - -1
On en déduit que v, , —u,

2 .
~ % donc en sommant cette relation u, 2 ce qui donne :

2
Unp =P(Zn >0)~ %

e Allons un grand plus loin dans le développement asymptotique. Il faut commencer par pousser
le développement limité de f. Sous ’hypothése d’un moment d’ordre 3 on a en notant p = £3(1),

2
1-f(s)= 1—s+%(1—3)2—2(1—3)3+0(1—s)3.

Avec la méme transformation :

1 1 o?
= +—+
1-f(s) 1-s 2

at p
Z—E)(I—S)-FO(].—S)

Ainsi,

2 4 n-1
! 1 U—+(U——B) Y (up+o(up)).
4 6 k=1

Up+1 Up 2
En utilisant le premier équivalent on trouve }.;_,(uy, +o(up)) = 0% logn + o(logn) d’otu :

1

un:ﬁ+l(“—ﬂ)1o +o(logn)
o 5 ¢ |logn +o(logn

at

1

2 { 4 (0 )logn (logn)}

=—{1-—|—-= +0

o2 gil4 6) n n
2 2p log(n) log(n)

:E+—(@‘l) n? *"( "2 )

Remarque. 1. Le premier équivalent donne également E(Z,, | Z,, > 0) ~ 25—. On peut montrer
en renormalisant que Ugn n | Zn > 0 converge vers une loi exponentielle standard.

2. Dans le cas sous-critique on montre que Z, — 0 p.s. Cette fois ci la convergence est au moins
géométrique de rapport m. Cela résultat du résultat général des convergence des suites
récurrentes avec ici on a f'(1) = m. De plus la convergence est exactement géométrique d’ordre
m c’est a dire m~"P(Z, > 0) converge vers une constante non nulle si f a un moment d’ordre
2, encore par un résultat général. Maintenant chose trés intéressante un résultat de 1967 dii a
Seneta, Vere-Jones et Heathcote établit que la convergence est exactement géométriquement
d’ordre m si et seulement si E,(X1og" (X)) < +oo. Cela donne un exemple remarquable ou
la convergence d’une suite récurrente n’est pas quantifier par la dérivée au point fixe de
sa dynamique. De facon probabiliste on peut comprendre ce résultat en se disant que si
cette condition n’est pas vérifié c’est que X admet une trop grande queue de distribution qui
contribue de fagon importante dans la moyenne. En bref on aura plus de familles nombreuses
mais aussi plus de péres célibataires qui risque d’éteindre la population.

3. Dans le sur-critique la fonction génératrice possede un unique autre point fixe autre que 1 qui
est la probabilité d’extinction du processus.
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Marche aléatoire sur Z°

On note X,, = 22:1 U}, la marche aléatoire simple symétrique sur Z% cest a dire out les Uy, sont des
variables aléatoires i.i.d de loi Z({xe1,---,+eq}) avec (e1,---,eq) la base canonique de R%. Le but
de ce développement est d’étudier le nombre d’états visités par la marche.

Théoreme. On introduit la variable aléatoire C,, := #{Xo, - ,X,} comptant le nombre d’états visités
au temps n. On a alors :

o E(C,)~nayg ou ag est une constante non nulle pour d = 3;

« E(C,) ~ %pourd?%

« E(C,)~ ?/T\Li pourd=1.

e Au temps n +1 on a visité un état de plus si X, 11 ¢ {Xp,--,X}, donc par récurrence

n
Cn=1+) lx,¢(Xo Xs1l-
=1

Intéressons nous a 'évenement X}, ¢ {Xo,---,X%_1}. En regardant le parcours inverse (Xz,---,Xg)
c’est a dire la marche partant de X, et revenant en arriéres, cette événement correspond selon ce
point de vue, au fait que la marche inversée ne reviennent pas en son point de départ. Or cette
nouvelle a4 1a méme loi que 'ancienne par homogénéité et symétrie d’ou P(X}, ¢ {Xo,- -, Xp_1}) =
P(r = k) ou 7 désigne le temps de retour 7 =inf{n = 1| X, = 0}. Nous avons donc :

E(C,)=1+) P >k).
k=1

e On a ainsi n 'E(C,,) — a ou a = ag := P(t = 00). Le théoréme de Polya dit précisément que
agq vaut 0 pour d € {1,2} et est différent de 0 pour d = 3. Pour d = 3 on a le premier terme du
développement asymptotique de E(C},), par contre pour d € {1,2} on a seulement l’estimation
E(C,) = o(n) et I'on va chercher un équivalent. Dans le cadre du développement on se restreint a
d=2.

o Intéressons nous aux retours a l'origine de la marche aléatoire. Comme la somme des com-
posantes de X,, a la parité de n, ces retours ne peuvent s’effectuer qu’a des dates paires. En
conditionnant par rapport au temps de premier retour et en utilisant la propriété de Markov
forte on obtient I'égalité suivante :

n
P(Xy,=0)= Z PXop-1) = 0)P(r = 2k).
k=1
On voit ainsi apparaitre un produit de Cauchy ce qui conduit a introduire les fonctions généra-
trices

f@)=Y P(Xg, =0)2",
n=0

o0

g(z)=) P(r=2n)z".
n=1

qui permettent de réécrire I'égalité précédente sous la forme f(2)g(z) = f(z)—1 d’ou g(z) =

1-1/f(z). Maintenant on s’intéresse non pas aux P(7 = 2n) mais plut6ét aux P(7r > 2n) ce qui nous

conduit a introduire une troisiéme série génératrice :

1-g(z) 1
1-z (1-2f@k)

h(z)= Z P(r>2n)z" =

n=1
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¢ Intéressons nous donc a f et aux probabilités P(Xs, = 0). On calcule que :

2
1 n 1 (2n)! 1(2n niln 1 [2n
ST WAL - S5 v i W R i
4 i1fi2fj1fj2?2n 11,12,J1,J2 4 n1+n2:2nn1' na: 4 n ni+nqo=2n nij\n2 4 n

l1=12,J1=J2

Ces coefficients ne sont pas ceux d’'une série entiere usuelle, pour récupérer de I'information sur
nos coefficients on va regarder le comportement en 1 de nos séries génératrices et recourir a un
théoreme taubérien. On a avec la formule de Stirling P(X, =0) ~ % donc par sommation des
équivalents sur une série entiére f(x) ~ %log(l —x) lorsque x — 1~ puis :

T

hix) x—1- (1-x)log(1—x)

e On applique le théoreme d’Hardy-Littlewood a la série entiére log(1 — z)h(z) de coefficients
Y -1 725 ce qui apres réarrangement donne :

-1

1m
m+o(l)=—= ) apHp_s
M k=1

ou l'on note H; =1+ % +.o 4 % la j-eme somme harmonique. En utilisant que H; =logj +O(1)
comme a; =o0(1)on a :
1 m—1
T+o(l)=— Z arlog(m — k).
m =1
Maintenant I'idée est que le logarithme croissante si lentement qu’on peut le considérer constant
égal a logm. Précisément en utilisant la propriété de morphisme on a :

<o(1)+am0[ |log(1—1#)|dt.
0
| S —
=:C<oo0

On en déduit que limsup|r,,| < Ca,,, puis en faisant rendre mo — +o0o on en déduit le résultat :

T

E(Cm) ~ mlog(m)

Remarque. 1. En dimension 1 on peut utiliser la méme démarche, le fait remarquable est qu’en
fait les séries entiéres qu’on manipule sont des séries usuelles. Cela permet de déduire des
expressions exactes des coefficients et ne nécessite plus le recours a la théorie taubérienne.

2. En dimension 2 on peut montrer le résultat plus fort : P(t =z n) ~ Wﬂ(n)' Il est plus aisé de
déduire ce résultat de la forme faible vu précédemment. D’une part nous avons par décroissance
de log(n)a, = m+o(1) d’'ot m = limsup,,_., log(n)a,. De lautre cété introduisons g € N*. Nous
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. 1
avons 7 =lim _. % Z?:l ay or,

log(gn) &  1log(n) &

Zal Zal+o(1)

qn 13 g N I

11 11 n
< — 0g(n)(qn —-n)a, +— 0g(n) Z a;+o(1)
q n q =1

1 1
= (1 - —) log(n)a, + —m + o(1)

q q
d’ou

1).. . 1

7 <(1-—|liminf log(n)a, + —x.

q) N—oo q

Cela est valable quelque soit q € N* ; en faisant tendre q — oo on en déduit que
7 < liminf log(n)a,
n—o0

donc finalement log(n)a, —

. On peut montrer des résultats de convergence pour C.,. Toujours n~1C,, converge en probabilité
vers a. Dans le cas d =2 on a losn C, converge en probabilité vers n. Ces résultats sont
relativement simples a obtenir avec les équivalents précédentes de E(C}), le gros du travail
est fait (voir pour cela le document cité).

. Il existe une expression explicite de la quantité ag pour d =3 a savoir

-1 d dx;p---dxg
@y =57 . (1)
2m)% Ji—z,m¢ d —cos(x1) — -+ —cos(xg)
En particulier dans le cas d = 3, GLASSER et ZUCKER (1977) on trouvé une expression
analytique
-1
6 1 5 7 11
as = Lr(—)r(—)r(—)r(—) ~0.6595 - )
3273 (24 24 24 24

Par contre pour d = 4 on ne connait pas d’expression semblable pour ag.

Formule d’inversion de Fourier

1. Formule d’inversion sur la périodisé

Soit £ € S(R?), on note fr(x) =Y ez f(x + Tl) la T-périodisé de f pour T un réel strictement positif.

e Comme f € S(R) on a |[f(®)| < & quelque soit ¢t € R. En utilisant cela on a la convergence
uniforme de la série précédente sur tout intervalle fermé de R. Précisément sur [-A,A] on a
pour |l| = A/T,

R —
e TS T —ae

« En appliquant le point précédent a f’ € S(R) on voit que fr est de classe C1.

¢ Le théoreme de Dirichlet permet ainsi d’écrire f7 comme somme de sa série de Fourier. Calculons
alors les coefficients de Fourier de f7 :

]_ T 2innx
cn1(fr)= Tf fr(x)e” 7 dx
0

1 f /T 2innx
== fx+Tle T dx
T I=-00?0
1 +oo pTW+1) P
= — (x)e_ T dx
T lgwﬁl !
_1 f(2nm/T)
= T nri .
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On obtient ainsi : .
0 o~ 2 inmTx
Z f(x+Tl)—— y f( n”)e%.

l=—00 n:—oo

2. Limite T — +oc0

On va faire tendre la période vers I'infini.

e Pour le premier terme on a f7(x) = f(x)+X ;20 f(x+IT) or pour I Z0on a |f(x+T1)| < W
si T' = 2|x| de sorte que par convergence.

¢ On reconnait dans le terme de droite, au facteur 27 pres, Papproximation des rectangles de
Iintégrale [ f(y)e"*?dy. En faisant tendre T — +oco on s’attend donc & voir ce terme convergence

vers cette derniére intégrale. Pour montrer cela on estime 'erreur de quadrature élémentaire,
on note a x fixé g : y — f(y)e™” la fonction intégrée et a, = Z”T” On a alors :

27[ -~ 2n7T 2innx 2(n+1)7l/T
e[
T T 2nn/T

An+1

=|(ani1—an)gla,)— f g(y)dy’

Sf " lg(y) — glap)ldy

n

1
<= sup lg'l(an+1—an)’.
2[anyan+1]

Comme g’ e SR)on a |g'(y)| < lelz Ce dernier terme se majore alors a une constante pres par :

1 1
14 (2nm\2 T2
L (3 T

Ainsi on peut estimer I'erreur global :

Z f(2nn) s f f(y)elxydy‘ Z

n=-oo n——oo 1+ (2’”7)

+00  dy
—(1+2an )
~ T2 o 1+x2
1

~T

Remarque. 1. On peut déduire de ce résultat par la formule de dualité et la densité de la classe
de Schwartz la formule d’inversion générale.

2. Présenté ici dans R ce résultat s'adapte & R® en manipulant des séries de Fourier de plusieurs
variables.

3. La formule établit dans le 1. appelée formule sommatoire de Poisson est a la base d’autres
identités remarquables comme la suivante...
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Théoreme central limite de Linderberg

Le but de ce développement est de montrer le résultat suivant qui optimise les hypothéses du
théoreme limite central selon 1'idée de preuve classique avec les fonctions caractéristiques. On
autorise ainsi des variables aléatoires non identiquement distribués mais toujours indépendantes.

Théoreme. Soient X;, (k = 1) des variables aléatoires indépendantes centrées avec un moment
d’ordre 2. On note 02 = E(X,f)puis,

n
k=1

On suppose la condition suivante dite de Linderberg :

1 & 2
Ve> 0, 8_2 Z E(lle|>53n 1XE| ) oo 0.
n k=1
Alors,
= Z X3 % #(0,1).
Sn k=

En réduisant on se raméne a s2 = 1. Liidée est la suivante : on a ¢z, (t) = [1;_; ¥x,(?) puis ¢x,(¢) =

1- %UZtZ ~ e”1%¢ de sorte que ¢z, (@) =~ I, _, e 29 = 73t Pour justifier le résultat il faut
préciser les approximations.

1. Premieére approximation

La premiére approximation consiste en un développement a I'ordre 2 de ¢x, ; pour préciser le reste
on utilise des formules de Taylor pour x — e qu’on intégrer contre Py, .

e On a pour tout x € R,
kR im+1

_ —_ = (x— )nelyd .
k; B oml Jo VW

|c|™*

On en déduit que : | - k' Cette approximation est efficace pour des petites

(m+1)'
valeurs de x, pour des valeurs de x plus grandes, typlquement x — +oo le bonne ordre de grandeur
-k
nest pas |x|”*! mais |x|™, on prefera la borne : |el* — Zl 0 lkx, | < 2|x| qui s’obtient a partir de la

précédente a I’ 1nega11te tr1angu1a1re

e On va intégrer ces inégalités contre Px, pour m = 2 en découpant suivant les événements X},
petit : {|X;]| < €} ou X, grand : {X; > €} en utilisant respectivement la premiere et la seconde
inégalité ; on obtient ainsi :

1 1
lpx, (1) —(1— 5ait2>| < —E[|Xk|31|xk|s£] +E[1X), 1%, 5]

e|t|3
< Ta.k +E[|Xk| 1|Xk\>£]

2. Seconde approximation
2
La seconde approximation consiste en un développement a ’'ordre 1 de e —303t,

e On utilise le développement en série de I'exponentielle pour obtenir 'inégalité suivante |e — 1 —
z| < |z|%e!.

e On a ainsi :

1,2
1 1. 2.2 t* o tlest
|(1——J%t2)—e 205t Is—aie < ——0,.
2 4
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3. Répercutions des erreurs sur le produit et conclusion

La troisieme approximation demande de contréler la répercutions des erreurs sur le produit.
¢ On utilise I'inégalité élémentaire suivante valable pour des complexes a;,b; de module inférieur
al:

n
—Hbi

n
< Z la; —b;l.
=1

¢ On obtient ainsi :

t2
E|t|3 n 4 5 n

ez2
Z E[IX:PLix, sl + —— Y 02.
6 4 i3

n 1
wzn(t)—l_[( 3 it)

k=1

II nous faut contréler les deux derniers termes, 'hypothese assure que le second terme tend vers
0, elle assure aussi la convergence du dernier terme car :

Uk <2 +ElX; P x, el < €2 + Z E[| X721 x, 5]
=1
de sorte que maxi<x<p, UZ — 0 puis :

n
Z 02 (max O'k) -
k=1 1<k<n

4. Une illustration

On prend Y, ~ Ber(%) indépendantes puis X, =Yz — 7. On a s Zk 1 k2 ~ log(n) et comme
|X7%| <2 p.s. la condition de Linderberg est facilement Verlﬁe etlona:

1 n
X, — HN(0,1).

V1og(n) k; n—teo

On peut alors conclure en notant S, = Zzzl Y: que:

S, —log(n)
/log(n) n—+o

La variable aléatoire S, apparait dans diverses situations, c’est par exemple le nombre de cycles
d’'une permutation aléatoire de S,,.

A(0,1).

Remarque. On déduit en particulier de ce résultat le théoréme central limite classique car alors

s2 =no? et la condition de Linderberg s'écrit :

1 & CVD
—5 2 B, eyt Xal) = —E(1|X1|>sfaz|Xk| )—0.
k_
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Formule des compléments

Lobjectif de ce développement est de montrer que : Vs € C t.q. Res€(0,1),

I'(s)I'(1-s)=— .
sinms

e Comme s — I'(s)I'(1 — s) est holomorphe sur {s € C : Res € (0, 1)} il suffit par le principe des zéros
isolés de montrer le résultat pour s € (0,1) ce qu’on supposera dans la suite.

e On commence par écrire le terme de gauche comme une intégrale double a I'aide de Fubini :

I's)I'(1-s) :f u*le %y e Vdudy.

(0,+00)2
Simplifions cette intégrale avec le changement de variable (x,y) = (u/v,v) de sorte que u* v ™ =
xs—lys—ly—s — xs—ly—l puis .
[(s)[(1-s)= x* "l @tDyqxdy
(0,+00)?
+00 xs—l
= dx.
fo (1+x)

Récrivons par commodité les puissances sous forme exponentielle en posant x = e?,

st

I'(s)I'(1-5) :[R 1+etdt

¢ La derniére intégrale s’exprime a l'aide de fonctions usuelles qu’on sait méromorphes sur C
ce qui invite a appliquer le théoréme des résidus. On consideére ainsi la fonction méromorphe

Cr4

f 12— {7 qui n’admet que des poles simples en les (2Z+1)iz. On va alors intégrer sur le contour
suivant rectangulaire passant par les sommets —R,R,R +2inm et —R + 2in. On peut motiver le

3 s 21z . . ts
choix du contour par rapport aux propriétés de f, si z = ¢ +io son module est £ donc

v/ 1+2ef cos(o)+e2

décroit exponentielle lorsque ¢ — +oco et f posséde une symétrie intéressante f(z+2in) = 275 f(2).
Finalement f ne posséde pas de poéle sur le contour et un unique a I'intérieur im ou son résidu

e _ esin
ein - .

vaut
¢ Le théoréme des résidus donne :

R st 2w
dée+i| (F(R+160)-f(-R +i6))d6.
0

_2in.esi7t — (1 _ eQiﬂS)[
R 1+ef

Maintenant pour |f (R +16)| < efl—D ot | f(—R+i0)| < e de sorte que comme s € (0,1) la derniére
intégrale tend vers 0 lorsque R — +oo. En prenant cette limite nous avons donc :

+0o  9iyesim b4
f—oo e2ins 1  gsinms’
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Probléeme des moments

On se pose la question suivante : une mesure p sur R est-elle déterminée par la donnée de ses
moments (dont on suppose I'existence a tout ordre) m,(u) = [px"du? C’est a dire que si p et v sont
deux mesures sur R avec les mémes moments a tout ordre sont elles égales.

Théoreme. Soient u et v deux lois de probabilités sur R avec les mémes moments a tout ordre.

1. Si pet v sont a support compacts alors

1. Cas de mesures a support compact

On suppose u et v supportés dans [0, 1].

e Par le théoreme d’approximation de Weierstrass il existe pour f € C([0,1],R) une suite f, de

folfndu~f01fdu.

Ainsi [ fdp = [ fdv pour toute fonction f € C([0,1],R).

itx

polynomes tels que f;, L7 f. Ainsi,

e En prenant f(x) =e
caractérise la loi.

on en déduit que i =V puis y = v comme la fonction caractéristique

2. Critere d’analycité

Les moments de p existant a tout ordre, ces derniers s’obtiennent a partir des dérivées de [i,
précisément on a g™(t) = Jri" e du(x). Lidée est que sous une bonne hypothese de décroissance
des moments, on va pouvoir montrer ’analycité de la fonction caractéristique. Ainsi si une autre
mesure v a les mémes moments, [i et vV seront deux fonctions analytiques égales sur un voisinage
de 0 donc partout égales et I’on pourra conclure comme précédemment.

Supposons que la série entiere Y m,t"/n! ait un rayon de convergence R > 0. On va voir que cela
implique que [ est développable en série entiére au voisinage de tout point. Pour cela il faut
comparer [i a son développement de Taylor, on va faire cela en écrivant une formule de Taylor sur
el™ puis en l'intégrant en x.

e Par I'inégalité de Taylor-Lagrange on a :

e _ 3o RN ]l
ico k! (n+1)!
On a des lors :
n hk ®* |t|n+1
ut+h)-— — @) < m
i ) kgo k!u () (n+1)!| ln+1

ot I'on note |m|, = g |xI"dp.

e On a par hypothese m,’;,rn = 0(1) pour tout 0 <r < R. On veut passer de m, a |m|,, déa pour

n pair il n’y a aucune différence puis pour n impair en utilisant que |x|>*"! <1+ |x|?" on a
|m|op—1<1+|mlg,. Pour r <s <R on a alors pour n suffisamment grand :

|m|2n_1r2n—1 _ r2n—1 s m2ns2n
@2n-1)!  @n-1! (@2n)

On en déduit ainsi que pour tout A tel que |h| <R,

=o0(1).

- &R g
y(t+h):n1lm ZE” ().

+00k:0

Ainsi [i est analytique.
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¢ Pour conclure si v et u ont les mémes moments m,, et si la série entiére }_ m—fz” a un rayon de
convergence > 0 ce qui revient a dire par le critéere dHadamard que liminf m}l”/n >0alors fietv
sont analytiques, ayant les mémes dérivées en 0 elle coincide sur un voisinage ouvert de 0 donc
sont égales par le principe des zéros isolés.

3. Méthode des moments

Si u, et u sont des lois de probabilités sur R avec des moments a tout ordre tels que :
- mp(u,) — mp(u) pour tout £ e N;

- p est caractérisé par ses moments.

Alors u, converge étroitement vers p. On applique le critére de Prokhorof :

o pn(—A,A) < 15 sup,enma(in) (tension)

e si u,, converge étroitement vers v alors il existe X, ~ u,, et X ~ v tels que X,,, — X p.s.
(Skorokhod) puis comme X ﬁl est équi-intégrable car borné dans L2 on a par Vitalli : E(X ﬁl) —
E(X*). Ainsi, mp(v) = uz (1) pour tout % donc p = v.

Remarque. 1. La loi normale est caractérisé par ses moments car |[m,| < nl.

. . L _ log(x)
2. La loi log-normale, exponentielle d’une normale, de densité de x — ﬁe 2 1,50 n’est pas

caractérisé par ses moments car posséde les mémes moments que la loi de densité g(x) =
f(x)(1 +sin(27log(x))1 0. En effet,

1 _ log(x)2

e 2z sin(2mlog(x)dx

+oo +00
f " f(x)sin(27log(x) = f "
0 0

27mx
1 +00 ky y2
= ™72 sin(2my)dy
vV 27 »/;oo
1z2
e2

- Van JR
=0.

1.2
e 2% sin(2rz)dz

3. La méthode des moments présente certains avantages comparé a d’autres classes de fonctions
de tests comme les exponentielles complexes (fonction caractéristique). Cette méthode permet
notamment de traiter des problémes avec de la dépendance entre les variables aléatoires,
son principale désavantage est qu’elle induit de nombreux calculs. Par exemple elle permet
d’établir le théoréme d’Erdos-Kac.
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Méthode des moments

Lemme. Sélection de Helly
Si X, est une suite de variables aléatoires réelles de fonctions de répartitions F,, vérifiant ’hypothése
de tension :

Ve>0,3A>0t.gVneN, F,(A)-F,(-A)=1-=¢.

Alors on peut extraire de X, une sous-suite convergeant en loi.

Proposition. Critere de Prokhorof
Soit X,, une suite de variables aléatoires. Alors X, converge en loi vers une variable aléatoire X si
et seulement la suite X,, est tendu et si X, converge en loi vers Y alors £(X)=Z(Y).

Application. Méthode des moments
Si u, et u sont des lois de probabilités sur R avec des moments a tout ordre tels que :

- mp(uy) — mp(u) pour tout ke N;
- W est caractérisé par ses moments.

Alors Uy, converge étroitement vers (L

1. Théoreme de sélection de Helly

Soit X, une suite de variables aléatoires et F,, leurs fonctions de répartitions. On veut extraire
de cette suite une sous-suite convergeant en loi, ce qui revient a extraire de F,, une sous-suite
convergeant vers une fonction de répartition en tout point de continuité de sa limite.

 Par extraction diagonale on peut extraire de F,, une sous-suite Fj(,) convergeant sur une partie
dénombrable D. Comme R est séparable on peut prendre D dense dans R (par exemple D = Q).
Il s’agit maintenant de voir que F(,) converge partout (enfin presque) mais vers quoi.

* Notons F(x) =lim;,—. ;o0 Fj(»)(x) puis posons :

F(x) = inf F(y).
x<y
yeD

On adopte des notations distinctes car en général on a F(x) # F(x) pour x € D. Montrons que si
x est un point de continuité de F' alors F'j,)(x) converge vers F(x). On a pour x1 <x < x2 avec
x1,x2€D;

Fjiy(x1) < Fj(n)(x) < Fjny(x2)
| |
F(x)—e<F(%)<F(x1) F(xo)<F(x9) <F(x)+¢

pour X1 < x7 et x9 choisie assez prés de x. On a donc :
F(x) - e <liminfF ji;)(x) < limsup Fj,(x) < F(x) + €.

Cela étant valable pour tout £ > 0 on en déduit le résultat.
« Finalement étudions les propriétés de F :

- F est croissante®!
- F est continue 2 droite 32

31. Six <y alors F(x) < F(z) pour tout y < z avec z € D en prenant l'inf sur z on a F(x) < F(y).
32. Fixons x et € > 0 il existe y > x tel que F(y)— e < F(x) et alors pour tout z € [x,y) on a F(z) —e < F(x) < F(2).
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- Pour que F soit une fonction de répartition il faut et il suffit que lim_oo F =0 et lim,oo F = 1.
Pour cela on a besoin de 'hypothése supplémentaire suivante :

Ve>0,3dJA>0t.qVneN, F,(A)-F,(-A)=1-¢.

En passant cette égalité a la limite (on peut étre amené a augmenter légerement A pour éviter
une discontinuité) on a :

Ve>0,3A>0t.qVneN, F(-A)<secet F(A)=1-¢.

2. Critére de Prokhorof

L'implication est relativement direct, on se concentre sur la réciproque. Soit f € 65, (R,R) on veut
montrer que E(f(X},)) converge vers E(f(X)). Cette suite est bornée (par ||f|ls) pour montrer
sa convergence il suffit de montrer qu’elle posséde une unique valeur d’adhérence. Si E(f(X},))
converge vers v par le théoreme de Helly on peut extraire de X, une sous-suite X n;, converge
en loi, sa limite est nécessairement X par hypothése, donc par définition de la convergence en loi
E(f(X ni, )) — E(f (X)) donc par identification v = E(f (X)) d’ou le résultat.

3. Méthode des moments

On applique le critere de Prokhorof :

o uy([-A,AD < ﬁ sup,,en m2(U,) (tension)

* si yp, converge étroitement vers v alors il existe X,, ~ y,, et X ~ v tels que X,,, — X p.s.
(Skorokhod) puis comme X ,lil est équi-intégrable car borné dans L? on a par Vitalli : E(X ﬁl) —
E(X*). Ainsi, mp(v) = uz(u) pour tout % donc p = v.

Remarque. 1. Le critére de Prokhorof permet de déduire de nombreux autres caractérisations
de la convergence en loi, avec d’autres classes de fonctions tests. Notamment il permet de
déduire le théoréeme de Lévy fort : si ¢, = E(e**») est une suite de fonctions caractéristiques
convergeant simplement vers une fonction caractéristique @ continue en 0 (pour Uhypothese de
tension) alors @ est la fonction caractéristique d’une v.a. X et X, converge en loi vers X.

2. La méthode des moments présente certains avantages comparé a d’autres classes de fonctions
de tests comme les exponentielles complexes (fonction caractéristique). Cette méthode permet
notamment de traiter des problémes avec de la dépendance entre les variables aléatoires,
son principale désavantage est qu’elle induit de nombreux calculs. Par exemple elle permet
d’établir le théoréme d’Erdos-Kac.
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