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Introduction au probléme



David Hilbert (1862-1943) Oscar Zariski (1899-1986)



Un théoréme pilier de la géométrie algébrique

Le Nulstellensatz de Hilbert est un théoréme fondamental en géométrie
algébrique.

But de la géométrie algébrique : Etudier des ensembles de K" décrits par
une équation polyndmiale.
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Soit S un ensemble de polynémes.
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Quels sont les polynémes s'annulant sur les mémes points que
les polynémes de S 7




Soit S un ensemble de polynémes.

— Une question naturelle :

Quels sont les polynémes s'annulant sur les mémes points que
les polynémes de S 7

Dans C[X] la réponse est évidente : il faut que le polynéme
soit multiple des composantes irréductibles communes a nos
polynémes de base.

Que se passe-t-il avec plusieurs variables?




Introduction a la géométrie
algébrique



Pour introduire proprement le théoréme, on se fixe un corps K
algébriquement clos.

On posera 7, I'anneau des polynémes a n indéterminées K[ X1, ... X,].



Pour introduire proprement le théoréme, on se fixe un corps K
algébriquement clos.

On posera 7, I'anneau des polynémes a n indéterminées K[ X1, ... X,].

Définition (Radical):
Soit A un anneau et / un idéal de A, on appelle radical de | I'ensemble

Vi={acA|IneN* a" €}

Remarque: Comme un corps est nécessairement intégre, on remarque
que S, (S) et \/(S) ont les méme points d'annulation.



Ensemble algébrique, Idéal d’ensemble

Définition (Ensemble algébrique affine):
Soit S une partie de 7, on appelle ensemble algébrique affine de S,

['ensemble
V(S) ={aeK"|VpeS, p(a) =0}

C’est I'ensemble des points d'annulation de tous les polynémes de S.

Définition-Proposition (ldéal d’ensemble):
Soit T une partie de K", on appel idéal de T |'ensemble

J(T) ={pe Ay |VacT,p(a)=0}

C'est un idéal radiciel.

Avec ces deux définitions, on formule plus simplement I'ensemble
recherché : .Z(V(S))



Algebre affine

Définition-Proposition (Algebre affine):
Pour W un ensemble algébrique affine de K", ['algebre affine de W est
I'ensemble de fonctions

r(w):= { p:W-—=K , p polynémiale}

C'est une K-algebre de type fini isomorphe a Ji/,,/j( W)-

Les algébres affines sont une sorte de dual des ensembles algébriques
affines. Autrement dit, travailler sur [(W) revient a travailler sur W.



Topologie de Zariski




Les ensembles algébriques affines induisent une topologie sur K".

Propriété (Stabilité par intersection quelconque):

V)=V (Z /X>

xeX xeX

Propriété (Stabilité par union finie):

U vy =v (H /X>

xeX xeX




Irréductiblité

X34+ Y3 -XY =0 (X2+Y?3P —ax?y? =0
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Irréductiblité

X34+ Y3 -XY =0 (X2+Y?3P —ax?y? =0

Les fermés de la topologie de Zariski sont "petits".
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Irréductiblité

Définition-Proposition (Espace topologique irréductible):
Soit (X, .7) un espace topologique non vide, il est dit irréductible s'il
vérifie |'une des trois assertions équivalentes suivantes :

(7) Soit F, G deux fermés de X tels que X = FU G, alors X = F ou

X =G.
(i) Soit U, V deux ouverts de X tels que UNV = &, alors U = & ou
V=0.

(iii) Tout ouvert non vide de X est dense.

On peut écrire un ensemble algébrique affine de maniére unique comme
union de fermés irréductibles sans inclusion de I'un dans un autre.
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Caractérisation algébrique de I'irréductibilité

Théoréme:
Soit W un ensemble algébrique affine muni de sa topologie de Zariski,
alors

W est irréductible <= .7 (W) est premier <= (W) est intégre

On en déduit que K" est irréductible.
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Prolongement des identités algébriques

Propriété:
Soit W un ensemble algébrique affine différent de K" et p € %, alors
si p est nul en dehors de W, c'est le polynéme nul.

Ce résultat est une généralisation des raisonnements par densité sur R ou
C avec les matrices par exemple :

Toute identité polynémiale vraie sur les matrices inversibles est vraie sur
toutes les matrices.
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Le Nullstellensatz




Le Nullstellensatz

Le Nullstellensatz de Hilbert:
A4 : Soit | est un idéal de 7, alors .Z(V(1)) = V1.

En d'autres termes, les polynémes qui s'annulent sur les mémes points
que les zéros commun de |'idéal sont ceux qui a une certaine puissance
appartiennent a cet idéal.
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Le Nullstellensatz

Le Nullstellensatz de Hilbert:
A4 : Soit | est un idéal de 7, alors .Z(V(1)) = V1.

En d'autres termes, les polynémes qui s'annulent sur les mémes points
que les zéros commun de |'idéal sont ceux qui a une certaine puissance
appartiennent a cet idéal.

Le Nullstellensatz faible:
5 Soit | un idéal de 7, tel que V/(I) soit vide, alors | = 7.

Remarque: |l est évident que la version de Hilbert implique la version
faible (d'otr son nom) mais les deux sont équivalentes.

On remarque également |'importance de la cléture algébrique pour 7723 :
par ex pour R[X] avec (X2 +1).
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Equivalence des deux versions

Preuve: K est intégre donc v/I € .7 (V(I)).
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Equivalence des deux versions

Preuve: K est intégre donc v/I € .7 (V(I)).
pe V(1)
Dans #5411 : q=14+X,1p, J:={(l,q).

V(J)c V() etsite V(I): p(t) =0, alors g(t) =1 # 0 donc
VJ)=g
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Equivalence des deux versions

Preuve: K est intégre donc v/I € .7 (V(I)).

pe V(1)

Dans #p11: qg=1+Xeap, J:=(/,q).

V(J)c V() etsite V(I): p(t) =0, alors g(t) =1 # 0 donc
VJ)=0o

K

5 23 aiti+ bg € J (avec a;, b € A, et t; € 1) tel que
i=1

K

Za,-t,-erq: 1.

i=1

On évalue X,;1en —= 1 g=1— 7p =0

DEE

m = max{a;, 1 <i </}

1lavec ¢ € %, hiel

/
=3 ¢p™%h; €I, donc . (V(I)) C VI. O 5
i=1



Lemme de Zariski

Pour montrer %, on utilise un lemme :

Lemme de Zariski version finie:
Si une algébre de type fini sur K est un corps, alors c’est une extension
algébrique de K.
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Preuve du lemme de Zariski

Lemme de Zariski version non dénombrable:
Supposons K non dénombrable et algébriquement clos, soit L une
extension de corps de K, de type fini, alors L = K.

Preuve: Supposons L non algébrique = élément transcendant e

Donc on peut construire un sous corps isomorphe a K(X) (X <> €) inclus
dans L.
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Preuve: Supposons L non algébrique = élément transcendant e

Donc on peut construire un sous corps isomorphe a K(X) (X <> €) inclus
dans L.

(x==)cex, famille non dénombrable et libre car pour

A,y Ay Clyeen,Cr €K, si Z X = 0, alors pour tout entier / tel que

1 <7 < n, on multiplie par X — ¢;, et on évalue en ¢;, alors on trouve
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Preuve du lemme de Zariski

Lemme de Zariski version non dénombrable:
Supposons K non dénombrable et algébriquement clos, soit L une
extension de corps de K, de type fini, alors L = K.

Preuve: Supposons L non algébrique = élément transcendant e

Donc on peut construire un sous corps isomorphe a K(X) (X <> €) inclus
dans L.

(x==)cex, famille non dénombrable et libre car pour

A,y Ay Clyeen,Cr €K, si Z X = 0, alors pour tout entier / tel que

1 <7 < n, on multiplie par X — ¢;, et on évalue en ¢;, alors on trouve
A =0.

C'est exclu car sinon on pourrait constituer une base non dénombrable de
L, alors par égalité des cardinaux des bases, c'est absurde. O
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Le Nullstellensatz faible:
S = Soit | un idéal de 7, tel que V() soit vide, alors | = 7.

Preuve: | # (1) un idéal de 7,

Idéal maximal le contenant M, R = %/f’/M =Klag, ..., )
Lemme de Zariski : les «; sont algébriques sur K

K est algébriquement clos : «; est dans K.

(a1,..., ) est un zéro de M, donc de /.

Par contraposée, .7 est vraie car V() # @. O
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Application a la géométrie
algébrique



Application a la géométrie algébrique

On a un lien entre 'espace topologique K" et I'anneau %,.
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Application a la géométrie algébrique

On a un lien entre 'espace topologique K" et I'anneau %,.

e Les fermés de K" sont en bijections avec les idéaux radiciels de 7},
via les bijections décroissantes .# et V.

e Pour SCK" Vo.#(S)=S.

e Pour S C ., S o V(S)=/(S).

e Enfin les points de K” sont en bijection avec les idéaux maximaux de
Hy.

Nullstellensatz faible version 2:
Un idéal | de 7, est maximal si et seulement s'il existe un point

(a1,...,a8n) € K" tel que | = (X1 — a1,..., X, — a,). Alors %7// est
alors isomorphe a K.

Les points de W sont en bijection avec les idéaux maximaux de I'(W)

19



Pour aller plus loin : vers la
géométrie algébrique moderne



Géométrie algébrique moderne

VA K" ~ Spm(7,) K
r(W) | W=~ Spm(lr'(W)) K
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Géométrie algébrique moderne

VA K" ~ Spm(7,) K
r(W) | W=~ Spm(lr'(W)) K
A Spec(A)

20



Géométrie algébrique moderne

A K" ~ Spm(%;,) K
r(W) | W=~ Spm(lr'(W)) K
A Spec(A) k(x) = Frac (A/x)
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