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Soit G un groupe fini, H < G.

Soit V un G-module, W un sev de V stable par H. Alors W a une
structure de H-module.

D’autre part, soit W un H-module. On souhaiterait obtenir
canoniquement un G-module a partir de W. ..



On prend H < G un sous-groupe, et V un G-module avec un sev W
stable par I'action de H. Pour g € G, le sev g - W dépend uniquement de
la classe de a gauche de g pour H, car pour g € G, he H :

= On peut définir une application de G/H vers {g- W, g € G}

Définition (Induction):
Si V est un G-module et W un sev de V stable par |'action de H, on
dit que le G-module V est induit par le H-module W si

vz@a-w

UGG/H

On notera V = WTE = W1 lorsque cela est implicite.



Définition
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Exemple:
e V : G-module régulier de base {e;, g € G}

o W = Vect(en, h € H)
e Pouro e G/H c0- W = Vect(eg, g € 0)

Exemple (Module de permutation):
e V : G-module régulier de base {e,, o € G/H}

e W = Vect(ey) (Représentation triviale)
e Pour o € G/H co- W = Vect(e,, o € G/H)

S,

A
Par exemple, on a M* = 11¢".



Théoréme:
Pour W un H-module, il existe V un G-module tel que V soit induit
par W.

Preuve: Soit W un H-module.

V=Wwe/MH=§ we
oceG/H
On pose 1, : W — W7 I'isomorphisme linéaire canonique. On choisit une

transversale (t,) telle que ty = 1.

rTEG/H
— actionde Gsur V:ge G,xe W7 :

g X '=ig- ((tg%gtg) . z;l(x))

Avec 7 la classe a gauche g - o :

g -X=1r ((t;lgt‘,) '/L;l(X))



Théoréme:
Etant donné un H-module W, des G-modules V induits par W sont
isomorphes en tant que G-modules.

Preuve: Soit V un G-module induit par H V=& o-W].On
OEG/H
note p : G — GL(V) son action.
On pose :
Te: W7 — o W
x o p(t)(ttx)

On vérifie que @7, : @ W7 — V est un isomorphisme de

O'EG/H
G-modules. O

On a donc défini WTﬁ de maniére unique (a isomorphisme prés).



On rappelle la notation de restriction : Viﬁ ou méme V|

G- Mod G- Mod
i-uﬁ == T»m‘f}
H- Mod H-Mod

Homg (W15, V) ~ Homy(W, V 1§)



Propriété (Commutativité avec la somme directe):
Soit H < G des groupes et (W;);c; des H-modules, alors

(@ vv,-)T:@Wm

i€l iel

Propriété (Commutativité avec le produit tensoriel):
Soit H < G des groupes, U un G-module et W un H-module, alors

U (W1) = (ULeW)t



(e1,...,€q4) : base de W

(1,t2,..., 1) : transversale de G/H

(e1y. .y edyta-€1,...,ta- €4, t3-€1,...,t - €q) est une base de V
Si gti € 0 :

g (ti-e)=gti-ex= tjtjflgt,- e =t (tjflgt,- - ex).

Maty (g) : matrice de 'action de g sur W si g € H, 0 sinon.

Maty (t; gt1) Matw(t; *gt2) --- Matw(t; tgt)

Matw (t, *gt1) Maty(t; 'gt2) -~ Matw(t, *gty)
Maty(g) = : :

Maty(t; 'gt1) Matw(t 'gt2) --- Matw(t; 'gt))
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Caracteres

Maty (t; 'gt1) Matw(t; 'gt2) --- Matw(t; tgt))

Matw(t, 'gt1) Matw(t; 'gt2) --- Matw(t, 'gt))
Maty(g) = : : _ .

Matw(t, 'gt;) Matw(t 'gt2) --- Matw(t; 'gt))

Xw : caractére de I'action de H sur W prolongé par O en dehors

I
xv(g) = ZXW(t
= Z 1| ZXW (t'gt)

teo;

= |H|ZXW (t™'gt)

teG
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Loi de réciprocité de Frobenius

Théoréme:
Soit H un sous-groupe de G et 1), x des caractéres respectifs de H et

G, alors
WTIx)e = @ Ixu
Preuve:
Wtl0e = & T vt (exle™)
geG
= 1o X eG7#(X*1é.f><)><(g*1)
xcG g
= eI ;G ;GU)()/)X(Xy‘lx—l)
x€Gy
- 2 3 o)
S y
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Interlude : les diagrammes de Ferrers

Pour A un diagramme de Ferrers, on note A* (resp. A™) un diagramme
de Ferrers obtenu en ajoutant (resp. retirant) un point.

A= © o o
e O o
o
e o o o o e o o o o
)\+_ooooo )\77....
e o o o e o o
e o e o

On notera AT I'ensemble des diagrammes de Ferrers de la forme \* et de
facon analogue A~.
Onale Mt < peh .
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Reégle de branchement pour I'induction

Théoréme (Régle de branchement):
Soit A F n. Alors

Plo, @S # ST a@s
A~ At

S, ~ .. N . .
= @ (§*)®™ avec m,, des coefficients a déterminer :

m

m, = <X)‘T6"+1’X“>

Preuve: S*

|
==
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T
~—~
=~
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