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Intuition

Soit G un groupe fini, H 6 G .

Soit V un G -module, W un sev de V stable par H. Alors W a une
structure de H-module.

D’autre part, soit W un H-module. On souhaiterait obtenir
canoniquement un G -module à partir de W . . .
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Définition

On prend H 6 G un sous-groupe, et V un G -module avec un sev W

stable par l’action de H. Pour g ∈ G , le sev g ·W dépend uniquement de
la classe de à gauche de g pour H, car pour g ∈ G , h ∈ H :

gh ·W = g (h ·W ) = g ·W

=⇒ On peut définir une application de G�H vers {g ·W , g ∈ G}

Définition (Induction):
Si V est un G -module et W un sev de V stable par l’action de H, on
dit que le G -module V est induit par le H-module W si

V =
⊕
σ∈G�H

σ ·W

On notera V = W ↑GH = W ↑ lorsque cela est implicite.
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Définition
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⊕
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Exemples

V =
⊕
σ∈G�H

σ ·W

Exemple:
• V : G -module régulier de base {eg , g ∈ G}
• W := Vect(eh, h ∈ H)

• Pour σ ∈ G�H : σ ·W = Vect(eg , g ∈ σ)

Exemple (Module de permutation):
• V : G -module régulier de base {eσ, σ ∈ G�H}
• W := Vect(eH) (Représentation triviale)

• Pour σ ∈ G�H : σ ·W = Vect(eσ, σ ∈ G�H)

Par exemple, on a Mλ = 1↑Sn

Sλ
.
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Construction

Théorème:
Pour W un H-module, il existe V un G -module tel que V soit induit
par W .

Preuve: Soit W un H-module.

V := W⊕G/H =
⊕

σ∈G/H
W σ

On pose ıσ : W →W σ l’isomorphisme linéaire canonique. On choisit une
transversale (tσ)

σ∈G�H
telle que tH = 1.

=⇒ action de G sur V : g ∈ G , x ∈W σ :

g · x := ıgtσ

((
t−1
gtσ

gtσ
)
· ı−1
σ (x)

)
Avec τ la classe à gauche g · σ :

g · x = ıτ
((
t−1
τ gtσ

)
· ı−1
σ (x)

)
�
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Unicité

Théorème:
Étant donné un H-module W , des G -modules V induits par W sont
isomorphes en tant que G -modules.

Preuve: Soit V un G -module induit par H

V =
⊕

σ∈G�H

σ ·W

. On

note ρ : G → GL(V ) son action.

On pose :
πσ : W σ → σ ·W

x 7→ ρ(tσ)(t−1
σ · x)

On vérifie que ⊕πσ :
⊕

σ∈G�H

W σ → V est un isomorphisme de

G -modules. �

On a donc défini W ↑GH de manière unique (à isomorphisme près).
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Adjonction

On rappelle la notation de restriction : V ↓GH ou même V ↓

G -Mod

·↓GH
��

H-Mod

=⇒
G -Mod

H-Mod

·↑GH

OO

HomG (W ↑GH ,V ) ' HomH(W ,V ↓GH)
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Propriété (Commutativité avec la somme directe):
Soit H 6 G des groupes et (Wi )i∈I des H-modules, alors(⊕

i∈I

Wi

)
↑=
⊕
i∈I

Wi ↑

Propriété (Commutativité avec le produit tensoriel):
Soit H 6 G des groupes, U un G -module et W un H-module, alors

U ⊗ (W ↑) = (U ↓ ⊗W )↑
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Matrices

(e1, . . . , ed) : base de W

(1, t2, . . . , tl) : transversale de G/H

(e1, . . . , ed , t2 · e1, . . . , t2 · ed , t3 · e1, . . . , tl · ed) est une base de V

Si gti ∈ σj :

g · (ti · ek) = gti · ek = tj t
−1
j gti · ek = tj · (t−1

j gti · ek).

MatW (g) : matrice de l’action de g sur W si g ∈ H, 0 sinon.

MatV (g) =


MatW (t−1

1 gt1) MatW (t−1
1 gt2) · · · MatW (t−1

1 gtl)

MatW (t−1
2 gt1) MatW (t−1

2 gt2) · · · MatW (t−1
2 gtl)

...
...

. . .
...

MatW (t−1
l gt1) MatW (t−1

l gt2) · · · MatW (t−1
l gtl)
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Caractères

MatV (g) =


MatW (t−1

1 gt1) MatW (t−1
1 gt2) · · · MatW (t−1

1 gtl)

MatW (t−1
2 gt1) MatW (t−1

2 gt2) · · · MatW (t−1
2 gtl)

...
...

. . .
...

MatW (t−1
l gt1) MatW (t−1

l gt2) · · · MatW (t−1
l gtl)


χW : caractère de l’action de H sur W prolongé par 0 en dehors

χV (g) =
l∑

i=1

χW (t−1
i gti )

=
l∑

i=1

1
|H|

∑
t∈σi

χW (t−1gt)

=
1
|H|

∑
t∈G

χW (t−1gt)
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Loi de réciprocité de Frobenius

Théorème:
Soit H un sous-groupe de G et ψ, χ des caractères respectifs de H et
G , alors

〈ψ↑ |χ〉G = 〈ψ |χ↓〉H

Preuve:
〈ψ↑ |χ〉G = 1

|G |
∑
g∈G

ψ↑ (g)χ(g−1)

= 1
|G ||H|

∑
x∈G

∑
g∈G

ψ(x−1gx)χ(g−1)

= 1
|G ||H|

∑
x∈G

∑
y∈G

ψ(y)χ(xy−1x−1)

= 1
|G ||H|

∑
x∈G

∑
y∈G

ψ(y)χ(y−1)

= 1
|H|
∑
y∈G

ψ(y)χ(y−1)

=
1
|H|

∑
y∈H

ψ(y)χ(y−1) = 〈ψ |χ↓〉H
�
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Interlude : les diagrammes de Ferrers

Pour λ un diagramme de Ferrers, on note λ+ (resp. λ−) un diagramme
de Ferrers obtenu en ajoutant (resp. retirant) un point.

λ =

• • • • • ◦
• • • • ◦
• • • •
• • ◦
◦

λ+ =

• • • • •
• • • • •
• • • •
• •

λ− =

• • • • •
• • • •
• • •
• •

On notera Λ+ l’ensemble des diagrammes de Ferrers de la forme λ+ et de
façon analogue Λ−.
On a λ ∈ M+ ⇐⇒ µ ∈ Λ−.
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Règle de branchement pour l’induction

Théorème (Règle de branchement):
Soit λ ` n. Alors

Sλ ↓Sn−1
∼=
⊕
λ−

Sλ
− et Sλ ↑Sn+1 ∼=

⊕
λ+

Sλ
+

Preuve: Sλ ↑Sn+1 ∼=
⊕
µ

(Sµ)⊕mµ avec mµ des coefficients à déterminer :

mµ =
〈
χλ ↑Sn+1

∣∣∣χµ〉
=

〈
χλ
∣∣χµ ↓Sn

〉
=

〈
χλ

∣∣∣∣∣∑µ−
χµ

−

〉
= 1M−(λ)

= 1Λ+ (µ).

�
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