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’ Lecons oii on présente le développement : 925 (Graphe) ; 928 (NP-complet).

1 Introduction

Lorsqu'un probleme est NP-complet, il n’existe & priori aucun algorithme efficace pour résoudre
ce probléme. Une méthode nous permettant d’obtenir un algorithme efficace consiste (dans le cas de
probleme d’optimisation) & chercher un résultat approché (a un facteur pres). Le probléme du voyager
de commerce (TSP) et ses variantes est un probleme NP-complet existant sous une version de probléeme
d’optimisation qui n’admet pas d’algorithme d’approximation dans le cas général. Cependant, si on le
restreint (on le considére dans un plan) alors il admet une 2-approximation par un algorithme glouton.

On rappelle les deux versions du probleme que 1’on va considéré.

Remarques sur le développement

1. Présentation du probleme.
2. Présentation de la 2-approximation de TSPE.
3. Preuve de la non-approximation de TSP.

(a) Construction d'une instance du cycle Hamiltonien a partir de TSP en temps polyno-
mial.

(b) Construction de 1’algorithme polynomial qui résout cycle Hamiltonien en temps poly-
nomial (pas une approximation).

Définition. Le probleme du voyageur de commerce (TSP) sur un graphe complet.
Probleme TSP
entrée: G un graphe complet de poids w positif
sortie  Oui s'il existe un cycle hamiltonien de poids minimal ; non sinon

Définition. Le probleme du voyageur de commerce euclidien (TSPE) sur un graphe complet.
Probleme TSPE
entrée: G un graphe complet de poids w positif vérifiant 1'inégalité triangulaire
sortie  Oui s'il existe un cycle hamiltonien de poids minimal ; non sinon

2 Une 2-approximation du probleme TSPE

On voit que dans le cas euclidien (la fonction de poids vérifie I'inégalité triangulaire), il existe une
2-approximation pour le probléme. Cette 2-approximation est basée sur un algorithme glouton.

Proposition. Il existe une 2-approximation en temps polynomiale du probléme TSPE.



Démonstration. Idée : On va utiliser I'arbre couvrant minimal dont le poids minore nécessairement le
cotit du cycle (dans le meilleur des cas, le cycle est constitué de l’arbre plus une aréte).

Algorithm 1 Une 2-approximation pour le pro-
bleme TSPE.

1: procedure TSPE-2 APPROX(G, w) ) . 3 .
. TR Faire un dessin au tableau représentant les dif-
2: Choisir r € S comme "racine

3 T + PRIM(G,w,r) > Calcul de ACM férents parcours C}e larbl.'e.. On montre ainsi
comment I’hypotheése euclidienne intervient.

4: H < parcours préfixede T > Obtenir
une liste d’aréte

5: Renvoie H

6: end procedure

Montrons que TSPE-2APPROX est bien une 2-approximation pour le probleme TSPE.

L’algorithme est polynomial L’algorithme TSPE-2APPROX est polynomial : O(S?). En effet, PRIM
s’effectue en O(S?) et le parcours de I'arbre se fait en O(S).

L'algorithme est une 2-approximation Soit H* une tournée optimale. Soit T un arbre couvrant
minimal de G.

— Comme H* est un arbre couvrant auquel on a rajouté une aréte (de poids positif) et que T est un
arbre couvrant minimal : w(T) < w(H*).

— Le parcours complet liste les sommets au début et a la fin de la visite (H;) donne w(H;) = 2w(T)
(on traverse deux fois chaque arétes). Donc, w(H;) < 2w(H*).

— Hj n’est pas une tournée (visite certains sommets deux fois). L'inégalité triangulaire va nous per-
mettre de supprimer la visite d’'un sommet sans augmenter le cotit d"un cycle. On supprime alors
de H; toutes les deuxiémes visites (sauf a la racine) : H est alors le parcours préfixe de T.

— H est un cycle hamiltonien et w(H) < w(H;) (inégalité triangulaire). Donc par ce qui précede,
w(H) <2w(H*).
Donc TSPE-2APPROX est une 2-approximation du TSPE. O
Remarque. La meilleure approximation connue est une %-approximation. De plus, on sait que dans le
cas euclidien, il existe un schéma d’approximation pour ce probleme.

3 Lanon approximation du probleme TSP

Proposition. Si P # NP, alors il existe aucune p-approximation de TSP (p > 1).
Démonstration. On raisonne par contraposée. Soit p > 1 tel qu’il existe un algorithme B p-approximant
en temps polynomial le probleme TSP. (On peut supposer que p € IN, mais le résultat est moins fort).

— Montrons que nous pouvons résoudre les instances du probleme Hamiltonien en temps polyno-
mial.

e G = (5,A) une instance du probleme Hamiltonien. On souhaite utiliser B pour savoir si il y
a ou non un cycle hamiltonien.

e On transforme G en une instance de TSP (On effectue une réduction du probleme Hamilto-
nien vers le probleme TSP.)

x G' = (S, A’) le graphe completsur S: A" = {(u,v) | u,v € S,u # v}.
. w(u,v)—{ 1 si (u,v) € A

p|S|+1 sinon
Construction en temps polynomiale d'une instance.

e On exhibe une caractérisation d’un chemin hamiltonien sur G : G possede un chemin Hamil-
tonien si et seulement si le parcours de TSP sur G’ est de poids |S|.



= Soit H le cycle Hamiltonien de G. Alors, V(u,v) € H, w(u,v) = 1 (car (1,v) € A). Comme
on fait un cycle de taille S (correspondant aux S sommets) de G’, on a une tournée de
poids S.

< Supposons que G ne posséde pas de cycle Hamiltonien, alors G’ utilise une aréte qui n’est
pas dans A. Sa tournée a un cotit d’au moins

(pISI+1) +(IS| = 1) = pIS| +[S] = [S[(0 + 1) > plS]

Remarque : On a un écart p|S| entre la présence ou non d’une tournée Hamiltonienne.

Remarque. On prouve la NP-dureté du probleme lorsque p vaut 1 avec cette construction.

— Caractérisation de la présence d'un cycle Hamiltonien avec B : G a un cycle Hamiltonien si et
seulement si B(G’, w) renvoie un cycle de poids < p|S]|.

= Supposons que G possede un cycle Hamiltonien. Alors G’ posséde une tournée pour le pro-
bleme TSP de poids |S|. Comme B est une p-approximation, B(G’, w) revoie une tournée de
poids < p[S].

< Supposons que B retourne un cycle dont le poids est p supérieure a la tournée optimale. Donc
B renvoie un cycle Hamiltonien.

— Le probleme Hamiltonien est un probléme NP-complet et on a un moyen de le résoudre en temps
polynomial. Donc P = NP.

O
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