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’ Legons ot on présente le développement : 927 (Analyse : terminaison et correction) ; 930 (Sémantique).

1 Introduction

La logique de Hoare est une sémantique axiomatique. Elle nous permet d’automatiser les preuves
de programmes et notamment leur correction. En effet, deux versions de cette logique existe : la logique
partielle et la logique complete. La logique partielle que nous utilisons ici nous permet de garantir les
propriétés sur un programme sous I’hypothese que celui-ci termine. Autrement dit, elle ne nous permet
pas de prouver la terminaison des algorithmes. La logique complete, elle prouve égalament la correction
de notre programme (nous ne "évoquons pas ici).

La logique partielle de Hoare est complete et correcte. Ici, on montre que la complétude de la logique
de Hoare. Nous rappelons le systeme d’inférence de la logique partielle de Hoare. Ensuite, on montrera
la complétude partielle, puis la correction.

Remarques sur le développement

Ce développement est long, il faut alors faire des choix dans les propriétés démontrées. De plus, il
demande une bonne compréhension de la logique de Hoare ainsi que de la sémantique & grands

pas.
1. Présentation des regles de la logique et de la sémantique (a écrire dans un coin du tableau).

2. Preuve du théoréme par induction (on ne rédige pas les cas de l'affectation et de la condi-
tionnelle).

2 Logique de Hoare partielle

2.1 Présentation de lalogique

La logique de Hoare partielle [1, p.221] permet de garantir des propriétés sur le programme unique-
ment si celui-ci termine. On définit les triplets de Hoare qui sont alors une formule dans cette logique
puis les formules étendues qui nous permettent de définir les regles d’inférences.

Définition. Un triplet de Hoare est la donnée d’une précondition P, d"une instruction S et d"une post-
condition Q. On le note {P} S {Q}.
Définition. Comme P et Q sont des formules, on définit le langage des formules étendues suivant.

— P = Py AP, siVs € State, Ps si et seulement si P;s et Pps.

— P = Py V P, siVs € State, Ps si et seulement si P;s ou Pss.

— P = —P; siVs € State, Ps si et seulement si =(P;s).

— P = Py[x — Ala]] si Vs € State, Ps si et seulement si P; (s[x — Afa]s]).



— P =P = P,siVs € State, Ps implique Pss.

Définition. On définit la logique de Hoare pour les instructions du langage IMP a 1'aide des regles
d’interférence. Soit S une instruction et pour toute précondition P, P’ et postcondition Q, Q’, on a:

[skipy] {P} skip {P} [assp] {P[x = A[a]]} x :=a {P}
P} S {Q Q} S {R , B[b]AP} S1 {Q -B[b]AP} S, {Q
[compy] 18} 1{{13}}51;52{{13} AR} [ifp] t H{p}} hgl;{th}en sl{else[[s]]2 {Q}}Z{ :

{B[b]AP} S {P}
{P} while b do S {-B[b]AP}

[while,] [consp] % siP=PetQ =Q

Définition. On notera -, {P} S {Q} s'il existe une preuve donnée par un arbre d’interférence tel que
{P} S {Q} soit a la racine et que toutes ses feuilles sont des axiomes.

Proposition. Pour toute instruction S et propriété P,onat-p {P} S {True}.

Démonstration. On applique la régle [CONS,] avec True = Q qui est toujours vraie. O

Définition. Deux instructions S; et S; sont sémantiquement équivalente si et seulement si VP, Q, i,
{P} S1 {Q} est équivalenta t-, {P} S, {Q}.

Définition. (Validité pour la sémantique a grands pas) |=, {P} S {Q} si et seulement si Vs € State tel
que Ps = tt,si (S,s) — s alors Qs’ = tt.

2.2 Correction de la logique de Hoare partielle
La logique de Hoare partielle est également correcte. Nous allons donc montrer cette correction.

Théoreme. La logique de Hoare partielle est correcte. Pour toute formule partielle {P} S {Q}, on a : b
{P} S {Q} implique =) {P} S {Q}.
Démonstration. On raisonne par induction sur l'arbre de preuve de -, {P} S {Q}.

Cas [assp| Soients,s’ € State tels que (x :=a,s) — s’ et soit P un prédicat tel que (P[x — A[a]])s
Par [assys], ona s’ = s[x — A[a]s]. Comme (P[x — A[a]])s = tt, ona P(s[x — A[a]s])
propriété pour [assp].

tt. Montrons que Ps’ = tt.
tt. Donc Ps’ = tt. D'ott la

Cas [skip,] Immédiat par la régle [skipys]

Cas [comp,| Soient P, Q, R trois prédicats et S, S; deux instructions tels qu’on ait |=, {P} S1 {Q} et =, {Q} Sz {R}. Montrons
que =5 {P} 51,52 {R}. Soient s,s” € State tels que Ps = tt et (S1;S2,5) — s". Par la regle [compys], on a I'existence de
s’ € State tel que (S1,s) — s’ et (Sp,s") — 5. Comme (Sq,s) = s, Ps = ttet |=, {P} S; {Q}, ona Qs’ = tt. De méme, on
montre que Rs” = tt. D’ott la propriété pour [comp,].

Cas [if] Soient P, Q deux prédicats et S1, S, deux instructions tels qu’on ait |=, {B[b] A P} S1 {Q} et =, {—~B[b] A P} S, {Q}.
Montrons que |=, {P} if b then S; else S, {Q}. Soient 5,5’ € State tels que Ps = tt et (if b then S; else Sp,5) — s'.On
distingue deux cas :

— Si B[b] = tt, alors (B[b] A P)s = tt. Par la regle [ifys], on a (S1,s) — s'. Comme, =, {B[b] AP} S; {Q}, ona
Qs' = tt.

— Si B[b] = ff, on raisonne de maniére analogue.

Cas [while,] Soient P un prédicat et S une instruction tels qu'on ait =, {B[b] A P} S {P}. Montrons que |=,
{P} while b do S {—B[b] A P}. Soient s,s” € State tels que Ps = tt et (while b do S,s) — s”. Montrons que (—~B[b] A
P)s"” = tt. On raisonne par induction sur la dérivation de I'arbre.

— SiB[b]s = ff, alors, par la regle [whileys], s” = s donc (=B[b] A P)s” = tt.

— Si B[b]s = tt, alors il existe s € State tel que (S,s) — s’ et (while b do S,s’) — s”. Comme (B[b] A P)s = tt,
par application de I'hypothese =, {B[b] A P} S {P}, Ps' = tt. On applique alors 'hypothese d’induction sur la
dérivation (while b do S,s’) — s” qui donne (—B[b] A P)s” = tt.

Cas [consp| Soient P,Q, P, Q' quatre prédicats et S une instruction tels qu’on ait =, {P'} 5 {Q'} et P = P’ ainsi que Q' = Q.
Montrons que =, {P} S {Q}. Soients,s’ € State tels que Ps = tt et (S,s) — s’. Comme ps = ttet P = P',ona P's = tt.
De plus, par hypothese Q's’ = tt et Q' = Q, donc Qs = tt. Donc =, {P} S {Q}.

D’oti la correction. O



3 Sémantique opérationnelle a grands pas

La sémantique opérationnelle & grands pas [1, p.20] est une sémantique permettant de décrire com-
ment on calcul & I'aide de grandes étapes (dans une boucle par exemple, on ne détaille pas toutes les
exécutions mais seulement le résultat si elle termine).

Définition. On définit la sémantique a grands pas des instructions du lan-
/

gage IMP a laide de regle du type (S,s) — s’ avec s,s € State.

[skipns]  (skip,s) — s [assns] (x:=a,5) — s [x = Aa]s]
gl 5

e e th;]sg?;;: Saow B0l = [if A (b the§1525,1s e_I;Z/ sy 5v SiBll = ff
[whilel!s] <5ls>?x;ifZVZifob;S‘;i’;’}—@” si B[b]s = t [while{{s] (while b do S,s) — s si B[b], = ff

Définition. On appelle arbre de dérivation la succession d’applications des régles et des axiomes.

Définition. Le langage IMP est déterministe sous la sémantique a grands pas, on définit donc une
fonction sémantique : Syg : Stm — (State — State) par

s" si(S,s) =
undef sinon

Sns[S]s = {

Limite : La sémantique a grands pas ne permet pas toujours d’avoir la terminaison de notre instruction.

4 Lacomplétude de lalogique de Hoare partielle

Avant de définir la complétude partielle (on ne garantie les propriétés que si le programme termine
(c’est une des hypotheses)), on n’a besoin d'un prédicat particulier : le weakest liberal precondition wlp.

Définition. Soit S une instruction du langage IMP et Q un prédicat :

wip(S, Q) = ttsi et seulement si Vs’ € State,si  (S,s) — s’  alors Qs' = tt
sémantique a grands pas

Lemme 1. Pour toute instruction du langage IMP et prédicat Q, on a
1. by {wh(S,Q)} S {Q).
2. Sif=p {P} S {Q} alors P = wip(S, Q).

wip(S, Q) est alors la plus faible précondition pour S et Q.

Démonstration. 1. Soient s,s' € State tels que (S,s) — s' et wlp(S,Q)s = tt. Par définition de wlp,
Qs = tt. Dong, |=p {wlp(S,Q)} S {Q}.
2. Supposons que {P} S {Q} ets € State tel que Ps = tt. Si (S,s) — s’ alors Qs’ = tt (par |=
{P} S {Q}). Donc, wip(S, Q)s = tt (par définition).
O

Remarque. 11 existe la strongest possible postcondition : sp(P,S)s’ = tt si et seulement si Js tel que
(S,s) — s’ et Ps = tt. On peut également prouver la complétude partielle avec cette postcondition.

Théoréme. La logique de Hoare partielle telle que I'on a définie est complete. Pour tout formule partiellement

correcte {P} S {Q}, ona: |=, {P} S {Q} implique +, {P} S {Q}.



Démonstration. 11 suffit de montrer que nous pouvons inférer pour toute instruction S et toute postcon-
dition Q, F, {wlp(S, Q)} S {Q}. En effet, supposons que -, {wlp(S,Q)} S {Q} et |=p {P} S {Q}.Parle
lemme 1, on a P = wlp(S, Q). En appliquant la régle [CONS,| avec P = wlp(S,Q),ona -, {P} S {Q}.

Montrons alors que pour toute instruction S et tout prédicat Q, F, {wlp(S,Q)} S {Q}. On raisonne
par induction structurelle sur les instructions S.

Cas du skip Montrons que wlp(S,Q) = Q (on peut également montrer que wlp(S, Q) = Q mais on a
besoin que de I'implication dans ce développement). Soit s € State tel que wlp(S,Q)s = tt. Par
définition, pour tout s’ tel que (S,s) — s’ alors Qs’ = tt. Par application de la regle [skipys] de
la sémantique a grands pas, on a s = s’. Donc Qs = tt. Comme wip(S, Q) = Q, en appliquant la
regle [skip,], ona -, {wlp(S, Q)} skip {Q}.

Cas x := a Analogue car wlp(S, Q) = Ql[x := 4a].

Cas de la composition Soit Q un prédicat.

En appliquant les hypothéses d’induction a S et Sy, on obtient : -, {wlp(S2,Q)} S {Q} et
Fp {wlp(S1,wlp(S2,Q))} S1 {wlp(S2,Q)} (Wip(S2, Q) est 1égal car Q est un prédicat quelconque
dans I'hypothese d’induction). En appliquant la regle de la composition [comp)], on obtient
Fp {wlp(S1,wlp(S2,Q))} S1; 52 {Q}-

Montrons que wip(Sy; Sz, Q) = wlp(S1, wlp(S2, Q)) (on veut appliquer [comp,]). On suppose qu'il
existe s € State tel que wip(Sy; Sp, Q)s = tt. Montrons que wlp(S1, wlp(S2, Q))s = tt. Soit s’ € State
tel que (S1,s) — s’ et montrons que wlp(Sy, Q)s’ = tt. Soit s” € State tel que (Sy,s") — " et
montrons que Qs” = tt. Par la régle [compys]| de la sémantique a grands pas, ona (Sy; Sy, s) — s”.
Comme wlp(S3; Sy, Q)s = tt (par hypothese), Qs” = tt (on peut peut-étre condenser ce passage).
On applique alors [cons,] avec wlp(Sy;S2, Q) = wlp(S1,wlp(S2,Q)), dout Hp
{wlp(S1;52,Q)} 51,52 {Q}-

Cas de la conditionnelle Soit Q un prédicat.

On pose P = (B[b] Awlp(S1,Q)) V (=B[b] Awlp(S2,Q)) (si jai b alors je dois pouvoir appli-
quer Sq, sinon je dois pouvoir appliquer S;). On a alors B[b] AP = (B[b] Awlp(51,Q)) V
(B[b] A =B[b] Awlp(S2,Q)) = B[b] A wlp(S1,Q) = wlip(51,Q). De méme, on montre que
~B[b] AP = wlp(S2, Q).

Montrons que -, {P} if b then S; else S, {Q}. En appliquant les hypotheses d’induction a S;
et Sp, on obtient : -, {wlp(51,Q)} S1 {Q} et =, {wlp(S2,Q)} S2 {Q}. En appliquant la regle
[cons,] aux deux preuves avec B[b] AP = wip(S1,Q) et ~B[b] AP = wlp(S2,Q), on ob-
tient -, {B[b] AP} S; {Q} et b, {—=B[b] A P} S, {Q}. On applique la regle [ify], donc
Fp {P} if b then Sy else S, {Q}.

Montrons maintenant que wlp(if b then S; else Sy, Q) = P. Supposons qu’il existe s € State tel
que wlp(if b then Sp else Sp, Q)s = tt et montrons que Ps = tt. On distingue deux cas :

— Cas B[b]s = tt. Soit s’ € State tel que (if b then S; else Sp) — 5. Montrons que Qs’ = tt.
Comme B[b]s = tt, en appliquant la regle [ifil], (if b then Sy else Sp) — s’ si (S1,5) — .
Or, par hypotheése d’induction (-, {wlp(S1,Q)} S1 {Q}) Ps’ = tt = wip(S1,Q)s = tt =
Qs' = tt.
— Cas B[b]s = ff : analogue
En appliquant la régle [cons,| avec wip(if b then S else Sy, Q) = P permet de conclure.

Cas de la boucle while On pose P = wlp(while b do S, Q).
Montrons que (—B[b] A P) = Q.Soits € State tel que (~B[b] A P)s = tt. Dans ce cas, (application
de la conjonction) (B[b])s = ff et Ps = tt. Comme (B[b])s = ff, en appliquant la regle [while{]fs],
on a (while b do S,s) — s. Donc, Qs = tf (par Ps = tt, sa définition et la définition de wlp).
Montrons que (B[b] A P) = wlp(S, P). Soit s € State tel que (B[b] A P)s = tt, donc (application
de la conjonction) (B[b])s = tt et Ps = tt. Montrons que wlp(S, P)s = tt. Soit s’ € State tel que
(S,s) — s’ et montrons que Ps’ = tt. On distingue deux cas.

— Supposons qu’il existe s” € State tel que (while b do S,s’) — s”. En appliquant la regle
[whilels], on a (while b do S,s) — s”. Comme Ps = tt (hypothese), on a alors Qs” = tt par le
lemme 1.



— Supposons maintenant que pour tout s’ € State on n’ait pas (while b do S,s’) — s”’. On en
déduit que pour tout s” € State, Ps' = ff.

L'hypothese d’induction sur S donne -, {wlp(S,P)} S {P}. En appliquant la regle [cons,] avec
(B[] A P) = wlp(S,P), on obtient -, {B[b] A P} S {P}. En appliquant la regle [while,],
on a -, {P} while b do S {-B[b] A P}. En appliquant une seconde fois la regle [consy], on a
-, {P} while b do S {Q}.

D’ot1 la complétude. O
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