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1 Introduction

Nous avons définie deux sémantiques opérationnelles pour les instructions du langage IMP qui
nous permettent de savoir comment on calcul. Ces deux sémantiques differe par les pas de calcul qu’elle
modélise : la sémantique a grand pas ne déroule pas les instructions contrairement a la sémantique a
petit pas. Certaines propriétés sur les langages de programmation sont donc plus facilement exprimable
par 'une ou l’autre de ces sémantiques, voir méme inexprimable par 1'une des sémantiques. Cependant,
dans le cas particulier du langage IMP, nous allons voir qu’elles sont équivalentes : elles expriment donc
les méme propriété. Outre la motivation consistant a définir deux sémantiques équivalentes, ce résultat
est intéressant par les deux inductions qu’il met en place dans sa preuve.

Remarques sur le développement

Ce développement demande une bonne compréhension des sémantiques opérationnelles a
grands pas et a petits pas. Les propriétés sur les sémantiques sont a énoncer dans le plan (au
tableau si on a le temps) mais pas a montrer.

1. Présentation des regles des sémantiques (a écrire dans un coin du tableau).
2. Preuve que la sémantique a grands pas implique celle a petit pas.

3. Preuve que la sémantique a petits pas implique celle a grands pas.

2 Les sémantiques opérationnelles a petits et grands pas

Sémantique opérationnelle a grands pas La sémantique opérationnelle a grands pas [1, p.20] est une
sémantique permettant de décrire comment on calcul a 1’aide de grandes étapes (dans une boucle par
exemple, on ne détaille pas toutes les exécutions mais seulement le résultat si elle termine).

Définition. On définit la sémantique a grands pas des instructions du lan-
gage IMP a laide de regle du type (S,s) — s’ avec s, € State.

Shipal s [assns] (x:=a,s) = s[x — Ala]s]
[compns] <Sl’s>?;sll/_szrs><izj>ﬁs”

ifns) (7o thefls'ls e Saoy SBll=#  [if {5 it thest']s L oo B0 = ff
[whilefys] Sl mie LIS S gty =u  [whilelfs]  (while b do S,s) = s s Bb] = ff



Définition. On appelle arbre de dérivation la succession d’applications des regles et des axiomes.

Définition. Le langage IMP est déterministe sous la sémantique a grands pas, on définit donc une
fonction sémantique : Syg : Stm — (State — State) par

s’ si(S,s) =

Sns[S]s = { undef sinon

Limite : La sémantique a grands pas ne permet pas toujours d’avoir la terminaison de notre instruction.

Sémantique opérationnelle a grands pas La sémantique opérationnelle a petits pas [1, p.33] est une
sémantique permettant de décrire comment on calcul a I’aide de grandes étapes. Elle permet de plus,
grace a ses petits itérations de décider si une instruction termine ou non.

Définition. On définit la sémantique a petits pas des instructions du langage IMP a l’aide de regle
du type (S,s) = 7 avec s € State et vy de la forma (S',s’) ou s’ avec s’ € State et S’ € Stm.

[skipsos] (skip,s) = s [asssos] (x :==a,s) = s[x — Ala]s]
(S1,8)=(5},8') (S18)=¢'

[compgos] (51;5;5>:><5%;52,5,> [compgos] (sl;s;s;:wzz,s')

lifth] (IF b THEN Sq ELSE Sy, 8) = (S1,¢) si B[b]s = tt

[ifgés] ( IF b THEN Sq ELSE Sp,s) = (S, s) si B[b]s = ff

[whilesps]  (while b do S,s) — ( IF b THEN (S; while b do S) ELSE skip, s)

Définition. Une séquence de dérivation pour S € Stm et s € State est soit une séquence finie vy =
- =y avec y9 = (S,s) et ¥, une configuration finale; soit une séquence infinie yg = y; = ... avec

Y0 = (S, s).

Définition. Le langage IMP est déterministe sous la sémantique a petits pas, on définit donc une fonc-
tion sémantique : Sgpg : Stm — (State — State) par

s’ si(S,s) ="
undef sinon

Ssoss[S]s = {

3 Equivalence de ces sémantique pour le langage IMP

Théoreme. Pour toute instruction S du langage IMP, Ssos[S] = Sns[S]

Démonstration. Ce théoréme exprime la propriété suivante : I'exécution d'une instruction S a partir d'un
état s termine dans I'une des sémantique (sémantique a grands pas) si et seulement si elle termine dans
l'autre (sémantique a petits pas). Commengons par énoncer quelques propriétés sur la sémantique a
petits pas.

Propriétés sur la sémantique a petits pas On énonce ici des résultats sur le comportement de la com-
position sous la sémantique a petits pas. En effet, dans une composition I'instruction suivante n’affecte
pas son instruction précédente (lemme 1). De plus, elle peut étre décomposée en deux étapes : elle
étudie la premiere instruction puis la seconde (lemme 2)

Lemme 1. Soient S1,S, € Stm, s,s’ € State et k € N tels que (Sq,s) =k g alors (S1; Sz, 8) =k (Sy,8").
L’exécution de S n'est pas affectée par I'exécution de 'instruction suivante.

Démonstration. On raisonne par induction sur k.

Initialisation (k = 0) Impossible ((S1,s) # s)

Héridité Soit k tel que le lemme soit vrai. Soit s € State tel que (S1,s) =**1 s'. Soient S, S, deux
instructions du langage IMP. On distingue les cas selon l'instruction Sy :



Cas [assspg] ok (on est dans le cas k = 0) Soit s € State tel que (x :=a,s) = s[x — Afa];]. Par la
regle [compZys), ona (x :=a;Sy,5) = (Sy, s[x — Ala]s]).

Cas [skipsps] ok (on est dans le cas k = 0) Soit s € State tel que (skip,s) = s. Par la regle
[comp? ], ona (SKIP; S, 5) = .

Cas [compt ] Soient Sj, S, deux instructions et s,s” € State tels que (S};S),s) —=k+1 ¢/ En
appliquant la régle [compl,s], ona (S};Sh,s) = (Sy;Sh,s) =F s'. En appliquant I'hypothese
d’induction a (S; 54, s) =k ¢ on obtient (SY;8%;52,5) =k 5" et donc (S1;Sy,5) =K1 ¢

Cas [comp%] Soient Si,S, deux instructions et s,s” € State tels que (S};S),s) =**1 s/. En
appliquant la régle [compls], on a (S};Sh,s) = (Sh,s) =F s'. En appliquant I'hypothese
d’induction a (S}, s) =k g’ on obtient (89;52,) =k ¢ et donc (51;S2,5) =k+1 g

Cas [iffl)s] Soient S}, S deux instructions ets,s” € State tels que ( if b then S} else S/, s) =kl g
et b tel que B[b] = tt. On applique alors [ift ], ce qui donne la séquence de dérivation
suivante ( if b then S} else S5,s) = (S,s) = s'. On applique 'hypotheése de récurrence a
la dérivation (51, s) =k g on obtient (S1;S2,s) =K 5’ On obtient donc (Sy; S, s) =F+1 ¢/,

Cas [i gés] Analogue au cas [ifthq]. Soient Sf, S} deux instructions et s,s"” € State tels que
( if b then S} else S),s) =K *1 ' et b tel que B[b] = ff. On applique alors [ifggs], ce qui
donne la séquence de dérivation suivante < if b then S else Sé,s> = (S5, s) =k s On ap-
plique I'hypothése de récurrence a la dérivation (S, s) = s/, on obtient (S5; S,,s) =F s'. On
obtient donc (Sy; Sy, s) =F+1 ¢,

Cas [whilesps] Soient S une instruction et s,s” € State tels que (whilebdo S,s) =1

s’. On applique alors [whilesps], ce qui donne la séquence de dérivation suivante

( while bdo S,s) = (if b then (S; while b do S) else skip,s) =F s’. On applique I’hypo-
these de récurrence a la dérivation = ( if b then (S; while b do S) else skip,s) =* s/, on
obtient Rightarrow (( if b then (S; while b do S) else skip); S,s) =F . On obtient donc
(S1;82,5) =k14.
O
Lemme 2. Soient S1,S, € Stm, s,s" € State et k € IN tels que (Sy;S,s) =* s, alors il existe s' € State
et ki,ko € N tels que k = ki + ko et (S1,8) =1 s/, (Sy,s') =% . L'exécution de la séquence peut étre
décomposée en deux parties : la premiere puis la deuxieme instruction.
Démonstration. On raisonne par induction sur k.
Initialisation (k = 0) Impossible ((S1; Sy, s) # s”)

Héridité Soit k tel que le lemme soit vrai. Soit s € State tel que (S1; Sy, s) =1 s”. Onalors (Sy;S,,s) =
7 =K §”. On distingue deux cas :

Cas (Sy,s) = (S},s') Danscecas, 7y = (S};S,,s') = s”. On applique I'hypothése d'induction et
on trouve k] et ky. On pose k1 = ki 4+ 1. D’ou le résultat.
Cas (S1,5) = s’ Danscecas, ¥ = (S,5') = s”.Onaalorsk; = 1etk, = k.
O

Equivalence sous la sémantique a grands pas On énonce un résultat d’équivalence que nous utilise-
rons dans la preuve.

Lemme 3. Pour toute instruction S, les instructions if b then (S; while b do S) else skipet while b do S sont
sémantiquement équivalence sous la sémantique a grands pas.

Démonstration. Supposons qu’il existe s’ € State tel que ( while b do S,) — s’. On distingue deux cas :

— Sion est dans le cas d’application de la regle [while{{s}. On a alors B[b]s = ff ets’ = s. On obtient

l'arbre de dérivation en appliquant les regles [i I{]j;] et [skipns].



— Si on est dans le cas d’application de la regle [whilel| ], on construit les deux arbres de dérivations
qui vont bien : pour while, on applique la régle [while}] et dans le cas du if, on applique les regles
lifits] et [whilel].

Réciproquement, on raisonne de méme. Si on est dans le cas de I'application de la regle [i {]];], alors

on peut appliquer la regle [while{{s] ce qui nous donne la concordance. Sinon, on applique la regle
[whileli;s] pour le while et les regles [ifil ] et [whilels] pour le if. O

Etape 2 : grands pas implique petit pas Soient S une instruction du lange IMP et s,s’ € State, mon-
trons que (S,s) — s’ implique (S,s) =* s’. On raisonne par induction sur la structure de 1'arbre de
dérivation de (S,s) — s’. On pose H = "Vs,s' € State,(S,s) — s' implique Ik € N, (S,s) =* s'”
I'hypothese d'induction.

Cas [assys| Soits € State tel que (x :=a,s) — s [x — A[a]s] (donnée par la regle [assyg]| de la séman-
tique & grands pas). Par la regle [asssps] (sémantique a petit pas), ona (x := a,s) = s [x — Afa]s].
Donc H est vraie pour [assyg].

Cas [skipyg| Analogue au cas [assys]. (Soit s € State tel que (skip,s) — s (donnée par la regle [assys]
de la sémantique a grands pas). Par la régle [skipsos] (sémantique & petit pas), on a (skip,s) = s.
Donc H est vraie pour [skipys].)

Cas [compys| Soient Sq et S, deux instructions du langage IMP et s,s’,s” € State tels qu’on ait
(S1,8) = s (Sy,8) ="
(S1;S2,8) — s

[compNs]

En appliquant ’hypothese d’induction aux deux prémisses (S1,s) — s’ et (Sp,s’) — s” nous
donne (S1,s) =* s’ et (Sp,s') =* s”. Par le lemme 1, on a (S1;S2,8) =* (S5,5'). On a ainsi la
séquence de dérivation (Sq; Sy, s) =* (Sp,s') =* s”. Donc (Sy;S2,8) =* s et H est vraie pour
[compys]-

Cas [if{ls] Soient S et S, deux instructions du langage IMP et s, s, s” € State tels qu’on ait

(S1,8) = ¢
(IF b THEN Sq ELSE Sp,s) — s

lifll] si B[b]s = tt

Comme B[b]s = tt, par la régle [ift,c], on a ( IF b THEN Sy ELSE Sp,s) = (S, s). En appliquant
I'hypothese d’induction a la prémisse (S1,s) — s/, ona (S1,s) =* s’. On a ainsi la séquence de
dérivation ( IF b THEN Sp ELSE Sp,s) = (S1,s) =* s’. Donc ( IF b THEN Sq ELSE Sp,s) =* s’ et H
est vraie pour [if}].

Cas [i I{,fs} Analogue au cas [if}ls]. Soient Sy et S, deux instructions du langage IMP et s, s',s” € State

tels qu’on ait
!/

i ff] (S2,8) —'s
NST(IF b THEN S; ELSE Sp,5) — ¢/

si B[b]s = ff

Comme B[b]s = ff, par la regle [ifgés}, ona ( IF b THEN S; ELSE Sp,s) = (S, s). En appliquant
I'hypothese d’'induction a la prémisse (S, s) — s’, ona (S,5) =* s’. On a ainsi la séquence de
dérivation ( IF b THEN Sq ELSE Sp,s) = (Sz,s) =* s’. Donc ( IF b THEN Sj ELSE S, 5) =* s’ et H

est vraie pour [i ]J\(]fs}
Cas [whilels] Soient S une instruction du langage IMP et s, s',s” € State tels que

(S,s) — ¢ (while b do S, sy — §”
(while b do S,s) — s”

[whilel] si B[b]s = tt

En appliquant ’hypotheése d’induction aux prémisses (S,s) — s’ et (whilebdo S,s") — ",
ona (S,s) =* s et (whilebdoS,s') =* s’ Par le lemme 1 appliqué a (S,s) =* s, on a
(S;while b do S,s) =* s". Par les regles [whilels] et [iffis], on a la séquence de dérivation :
(while b do S,s) = (IF b THEN (S;while b do S) ELSE skip,s) = (S;while b do S,s). On a ainsi la
séquence de dérivation (while b do S,s) =* (S;while b do S,s) =* s”. Donc (while b do S,s) =*
s et M est vraie pour [whilels].



Cas [while{\{s} Evident Soient S une instruction du langage IMP et s € State tels que

[while{{s} (while b do S,s) — ssiB[b]s = ff. Par la regle [whilespg], on a (while b do S,s) =
( IF b THEN (S; while b do S) ELSE skip,s). Comme B[b]s = ff, la regle [ifgés} donne la séquence
de dérivation suivante : (while b do S,s) = ( IF b THEN (S; while b do S) ELSE skip,s) = (skip,s).
On applique enfin la régle [skipsos], ce qui nous donne : (while b do S,s) =* s et H est vraie pour

{while{\{s} .

Etape 3 : petits pas implique grands pas Réciproquement, soient S une instruction du lange IMP,
s,8' € State et k € IN, montrons que (S,s) = s’ implique (S,s) — s'. Contrairement a l'implica-
tion précédente, on ne peut pas raisonner de maniére structurelle sur la sémantique (dans le cas du
while on n’a pas un sous terme strict). On raisonne par induction sur k. On pose Hy = ”(S,s) =F
s’ implique (S,s) — s’” 'hypothese d’induction.
Initialisation (k = 0) Impossible car (S,s) n’est pas égalas’.
Hérédité Soit kg € IN tel que Vk < ko, (S,s) = ' implique (S,s) — s’. Montrons que si (S,s) =ko+1 g/
alors (S,s) — s’. On distingue les cas selon l'instruction S.
Cas [assspg] ok (on est dans le cas kg = 0) Soit s € State tel que (x := a,s) = s[x — Afa];]. Par la
regle [assns], on a (S,s) — s[x — Ala]s]. On a donc Hy, 1.
Cas [skipsps] ok (on est dans le cas kg = 0) Soits € State tel que (skip, s) = s. Par laregle [skipys],
ona (SKIP,s) — s. On a donc Hy, 1.

Cas [compi ] et [compZ,s] Soient S1,S, deux instructions et s,s” €  State tels que
(S1;8s,8) =kot1 ¢’ En appliquant le lemme 2 a (S;S,s) =%F1 s, il existe s’ € State et
ki,ky € Ntels que kg +1 = ki +ky et (Sy,s) =K1 5/, (Sy,s') =2 . On applique I'hypotheése
d’induction a (Sy,s) =K s’ eta (S,,s') =*2 5", on obtient (Sy,s) — s’ et (Sp,5') — s”. Par la
regle [compys], ona (S1;S2,5) — s et Hy, 11 est vraie.

Cas [iftl,s] Soient S1,S; deux instructions et s,s” € State tels que ( if b then S; else Sy, s) =*oF1
s et b tel que B[b] = tt. On applique alors [ift,q], ce qui donne la séquence de dériva-
tion suivante ( if b then Sy else Sp,8) = (Sy,s) = s'. On applique 'hypothese de récur-
rence & la dérivation (S;,s) =% ¢, on obtient (Sj,s) — s’. On applique la regle [ifis],
(if b then Sy else Sp,s) — s’. On a donc Hy, 1.

Cas [i gés] Analogue au cas [ifthq]. Soient S1,S; deux instructions et s,s"” € State tels que
(if b then Sy else Sy,s) =k0t1 &' et b tel que B[b] = ff. On applique alors [z’fé((f)s], ce qui
donne la séquence de dérivation suivante ( if b then Sy else Sy,s) = (S,,s) =0 s’. On ap-
plique I'hypothese de récurrence a la dérivation (S, s) =k ¢’ on obtient (S,s) — s'.On
applique la regle [i I{JJ;], (if b then Sy else Sy, s) — s’.On a donc Hj, 1.

Cas [whilesps] Soient S une instruction et s,s” € State tels que ( while bdoS,s) =+l
s’. On applique alors [whilesps], ce qui donne la séquence de dérivation suivante

( while bdo S,s) = (if b then (S; while b do S) else skip,s) =¥ s'. On appli%ue I'hypo-

these de récurrence a la dérivation = ( if b then (S; while b do S) else skip,s) =0 ¢/, on ob-

tient Rightarrow ( if b then (S; while b do S) else skip,s) — s’. Par équivalence sémantique
de if b then (S; while b do S) else skip et de while b do S dans la sémantique a grands pas,

( while b do S,s) — s’. Ona donc Hy, 1.

D’ot1 I’équivalence O
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