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Disclaimer Tous les exercices du poly d’énoncés ne sont pas corrigés. Ainsi, si vous avez trouvé une
solution, merci de me la communiquer. Je mettrais réguliérement le poly a jour et si c’est vous qui avez
trouvé la solution, je la mettrais & votre nom.

S’il y a des erreurs, merci de me contacter.
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CHAPITRE 1
SOLUTION DE 2013

Solution 2013.1 :

e Pour K = C, la réponse est oui via la densité des matrices diagonalisables dans M,,(C).

e Pour K =R, la réponse est aussi oui.

. . D+ FE;; ,sii#j
On considére, V(i,j) € N>, M; ; = b o 7&‘].,
E;; , 8119 =17

ou D = diag(l,...,n) et ou les E; ; sont les éléments de la base canonique de M, (R).
Montrons que chaque M; ; est diagonalisable.

(a) Sii=j, M;; = E;; est déja diagonale. C’est bon.

(b) Sii# j,ona M;; =D+ E;;. Donc M; ; est triangulaire avec tous ses éléments diagonaux

distincts.
n

Ainsi, xn, ; = H(X — 1) est scindé & racines simples. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,
i=1
M; j est annulé par xpz, ; qui est scindé a racines simples, donc M; ; est diagonalisable.

Dans tous les cas, M; ; est diagonalisable.

Montrons alors que (M; j)1<i j<n forme une base de M, (R).

11 suffit de montrer le caractére générateur car Card((M; j)1<ij<n) = dim(M,(R)) = n?.

Soit A = (a;;) € My(R), on pose B=A — Zaiiji,j- On veut montrer que pour tout n € N*, B

) 1#£]
est diagonale.
ail ai2 vt Qg
a21 -
A= € M,(R).
a/n’l PEEEEY PR an’n
a1l ai2 ‘- Ginp
a21 - .
B = ] . — [(ag’lMg’l —+ ...+ an,an,l) + (al’ng,g + a3,2M372 + ...+ amgMn’Q) +
an71 PEEEEY PR an’n

e (a1 My + o g1y 0 M1y )]-



On voit que l'on soustrait des termes a la diagonale de A, sans 'annuler grace a la matrice D.
Cependant, la présence des E; ; annule tous les termes non-diagonaux, car on multiplie cette matrice
par un unique a;; associé.

Finalement, B est diagonale et chaque matrice diagonale peut se décomposer en combinaison linéaire
de Ez,z

Or, Vi € [1,n], E;; = M;;, donc, en notant p; les éléments diagonaux de B :

n n
B=> wEii=» pMii=A=> a;;M;
i=1 i=1 i+
D’on,
n
VA e M,(R),A= Zusz + Zaz‘,jMi,j
i=1 it

Si bien que, (M; j)1<i,j<n est génératrice. On a donc la base que 'on voulait. CQFD.

On peut avoir en téte le résultat suivant avant d’attaquer ’exercice : Pour tout sous-ensemble G
d’intérieur non-vide d’un R-ev de dimension finie E, il existe une base de E formée d’éléments de G.
De plus, pendant ’oral, il peut étre bon de savoir démontrer la densité des matrices diagonalisables dan
My (R). C’est du cours.



CHAPITRE 2
SOLUTION DE 2015

Solution 2015.2 :
Sous les hypothéses de 1’énoncé, montrons que A et B est un vecteur propre en commun :

e Si B =0, alors tout vecteur propre de A est aussi un vecteur propre de B.

e Si B # 0. Alors, Im(B) est stable par B. Ainsi, on a un vecteur propre de B dans Im(B).
De plus, comme AB =0, on a Im(B) C Ker(A).
Ce vecteur propre de B est aussi un vecteur propre de A, associé a la valeur propre 0.

Maintenant, procédons a la démonstration du résultat principal.
Pour ce faire, on va raisonner par récurrence sur la taille n des matrices A et B. C’est un type de
raisonnement trés classique en réduction des endomorphismes.

Initalisation : Immédiat pour n =1

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n — 1 > 1. Soit A, B telles que AB = 0.
Soit X7 un vecteur propre commun a A et & B, associé aux valeurs propres respectives A et

L.
Prenons P € GL,,(C) dont la premiére colonne est X; (c’est comme g¢a qu’on construit les
changements de bases).

)\ * /'L *

0
Alors : P71AP = | . W et PIBP =

0 0
On a, P'APP 'BP = P"'ABP =0 car AB = 0.

D’oii, en reprenant les écritures matricielles :

Ap =0
A'B' =0 , (A, B")eM,1(C)
Ainsi, d’aprés 'HR : 3Q € GL,_1(C) | Q7 1A'Q et Q' B’Q soient triangulaires supérieures.

Ainsi, en posant R = P <(1) 22) € GL,(C), on a le résultat.



Solution 2015.3 :
Bon, dans I’énoncé on nous dit que f € £(E), mais c’est bien de le montrer aussi.
Comme la fonction u est continue sur [0, 1], le théoréme fondamental de I’analyse nous dit que f(u) est
de classe C1, donc en particulier continue sur [0, 1].
Donc ’application est bien définie de ' dans E. De plus, elle est évidemment linéaire par linéarité de
I'intégrale.
Donc, on a bien f € L(E).

Maintenant, on considére A une valeur propre de f et v # 0 un vecteur propre associé a cette valeur
propre.

e SiA=0, f(v) = \v =0 et comme f est de classe C!, f'(v) = 0.
1

Si bien que Vz € [0, 1],/ v(t)dt = 0.

X
En dérivant une deuxiéme fois, on obtient v = 0, ce qui est impossible car ¢’est un vecteur propre.
Donc, 0 ¢ Sp(f).

e Si A\ # 0, on a toujours f(v) = A\.v et donc v est de classe C!.

1 1
D’ou, Yz € [0, 1], A/ (z) = av(z) +/ v(t)dt — zv(x) = / v(t)dt (*)

1 s 1
car, f(v)(z) = / min(z, t)v(t)dt = / to(t)dt + x/ v(t)dt Ainsi, d’aprés (*), la fonction v est
0 0 T

aussi de classe C1.

1
Si bien que, Vx € [0,1], A" (x) = —v(z), ie, v + U= 0, car on a montré que A # 0.

1
On pose a = % Alors, en résolvant I’équation différentielle :
acos(y/ax) + Bsin(y/ax) ,sia>0
acosh(v/—azx) + Bsinh(y/—azx) ,sia<0

{ﬁ sin(y/ax) ,sia>0

o, B) € R? | Yz € [0,1], v(z) = {

On a, v(0) = 0 donc a = 0. D’on, Vz € [0,1], v(x) = ) .
Bsinh(y/—az) ,sia<0

Ok, maintenant on va voir ce qu’on a sur les dérivées.

1
Avec (*), on a que, \/'(1) = / v(t)dt = 0.
1

B+/a cos(y/ax) ,sia>0
Bv/—acosh(y/—ax) ,sia <0
ABv/acos(v/a) ,sia>0
ABv/—acosh(y/—a) ,sia<0
Maintenant, comme A\ # 0, on a a # 0 et donc \/a,/—a # 0, et 3 # 0.
Donc., {Cos(\/fz) =0 ,sia>0
cosh(y/—a) =0 ,sia<0
Or, la fonction cosinus hyperbolique ne prend pas la valeur 0. Donc, on est forcément dans le cas
a > 0, c’est-a-dire que A > 0.
Ainsi, A > 0 et cos(y/a) =0 donc Fk € N | a = (g + k)2,

De plus, Vz € [0,1], v'(z) = {

Si bien que, Vz € [0,1], Av'(1) = {

1
Finalement, \ = m et v(z) = Bsin((§ + km)z).

Réciproquement, ¢a marche.



1

m, k € N et les vecteurs propres corres-

En résumé, les valeurs propres de f sont les A\ =

pondant sont de dimension 1 sont les espaces engendrés par vy, : x +— sin((§ + k7)x).

Concernant le théoréme & redémontrer, c’est dans votre cours.

Solution 2015./ : Déterminant de Gram

On pose F' = Vect{xy,...,zn} et soit B = {e1, ..., ey} une base orthonormée de F.
Ti
On a, Vi € [1,n],z; = : avec les x; , coordonnées des x; dans B.
Tin
n
On a G((z1,....,xpn)) = (< mi|z; >)ij et, < xi|z; >= Zl'i,kxj,k = [XTX]M.
k=1
Si bien que, G((21,...,2,)) = XTX. Or, rg(XTX) = rg(X).
Ainsi, rg(G((21, .y 7)) = 18(XTX) = 18(X) = 18(271, .0, T12).

On prend les méme notations ducoup.

<.CL‘1|33‘1> <l‘1|l‘2> <.131|33‘n> <.CL‘1|33‘>

<a:2|1:1 > <x2\x2> <x2|xn> <x2|x>
On a G(z1, ..., Tn,x) = : : . : :

< zplrr > <zplre > o0 <zplr, > < xplr >

<zley > <zlze > - <z, > <zlr>

On peut déja remarquer que c’est une matrice symétrique car le produit scalaire est commutatif.
Cela peut servir dans pas mal d’exercices sur les matrices de Gram donc je le pose ici.

Bon, F est de dimension finie, donc d(z, F)? = ||z — pr(z)||? = ||z||*> — ||[pr(2)||? par le théoréme
de Pythagore, en posant pr la projection orthogonale de x sur F'.

Maintenant, ce qu’on veut c’est faire apparaitre ce projeté orthogonale dans la matrice de Gram, et
plus précisément dans son déterminant.

Pour cela, on remarque que © = x + pp(z) — pp(x) et donc que,

< zi|le >=< x|z + pr(z) — pr(z) >=< xilz — pr(x) > + < z;|pr(x) >

Et, pour tout i, < x;|z — pp(z) >=0
Maintenant, sur la derniére ligne, on a < x|z +pp(z) — pr(z) >=< z|x — pr(z) > + < z|pp(x) >=
|z = pr(@)|*+ < 2[pr(z) >.

<ziler > <mlra> -0 <zxi|e, > <zl +pr(x) —pr(z) >
< xolwy > < wmolxa > - < wmolxy > < xglr+pr(r) —prp(x) >
|G(x1, ..., Tp, x)| = det : : - : :
<zplry > < Tplre > 0 < mplen > < zplr 4 pr(r) —pr(z) >
<zlry > <zlze> - <z, > <zlx+prp(z)—prlr) >
<zl > <wmlre> - <mile, > <xilr—pp(z) >
< xglrr > < wolway > - < xglx, > < xolr—pp(x) >
= det : : - : :
< Zplry > <mplre > o0 < aple, > <zl —pr(x) >

<zlr; > <zlre> - <zlr,> <zlr—pr(r) >



<zl > <zlze > - <zi|z, > < zipp(z) >
<zolwy > < @lwe > -0 < molwp > < malpp(x) >
+ det : : ) : :
<aplry > <mplre > - <aplrn > < wplpr(x) >
<zlr; > <zlre> - <zlr,> <z|]pr(r) >

Désolé, c’est un peu dégueu & écrire mais il faut bien comprendre ce qu’il se passe.
Maintenant, pour la premiére matrice de la somme, on regarde la derniére colonne :

Vi€ [1,n], <zilr —pr(z) >=0et < x|z —pp(z) >= ||z — pp(z)|?
Pour la deuxiéme matrice de la somme, on regarde la derniére ligne :

Vie [1,n], <zlz; >=< pp(z)|z; >

D’on,
<zilzr > <zilee > - <zp|a, > 0
< xolwy > < wmaolxa > - < molm, > 0
|G(z1, ..., Tp, x)| = det : : : : ;
< Tplry > <mplre > 0 < xplr, > 0
<zlry > <zlm2a> 0 <xlTy> |z —pr()|?
< zilxy > <zilre > o0 < mp|wn > < zi|lpr(z) >
< zo|T1 > < xolwy > - < mal|my > < xalpr(x) >
+ det : : - : :
< Tplry > < xplry > 0 < mplr, > < Tplpp(x) >
<pp(x)ler > <pp(x)ze> - <pp@)e, > <pr(r)pr(c) >
Donc, en devellopant par rapport & la derniére colonne dans la premiére matrice, on a la relation
suivante :

‘G(‘Tla ooy Ty .’L')’ = Hl’ - pF(‘T)H2’G(x17 S xn)| + |G($17 <oty xnva(x)”
Or, comme dit precédemment, ||z — pr(z)||> = d(z, F)2.
D’on,
|G (x1, ..., Ty, x)| = d(z, F)2.|G (21, ..., )| + |G (21, ..., T, pr ()]
Donc, maintenant, si j'arrive & montrer que |G(x1, ..., Zp, pr(z))| = 0, on aura gagné.
C’est assez facile & comprendre. En effet, prp(x) est la projection de x sur F = Vect(z1, ..., zy).
En particulier, pp(x) s’écrit comme une combinaison linéaire des x;. Donc la derniére colonne est

combinaison linéaire des autres, ainsi le déterminant est bien nul : |G(z1, ..., xn, pr(x))| = 0.
D’ou : G )
T1yeeey Ly L
G(z1, ... = d(z, F)*.|G(z1, ... = d(z,F)’ = L
| (1‘1, ,l‘n,l‘)| (.Z‘, ) | (1'1, ,:L'n)| ($, ) |G($1, ’xn)‘

C’est gagné!



CHAPITRE 3
SOLUTION DE 2016

Solution 2016.1 : C’est du cours, je ’écrirais plus tard.

Solution 2016.2 :
Qu’est-ce qu’on sait de la matrice nulle 7 Son rang est nul lui aussi, car ¢’est la matrice de I’endomorphisme
nul f dont le noyau est E, donc dim(Im f)= 0.
Comment se comporte donc le rang d’une matrice non-nulle lorsqu’on la multiplie avec une matrice
nilpotente avec laquelle elle commute ? On va voir ¢a.
Soit A € M,,(C), A # 0 et soit B € M,,(C) nilpotente et telle que AB = BA.
Montrons que,

rg(AB) <rg(A)

On raisonne par I'absurde en supposant que, rg(AB) > rg(A).
Ainsi, comme rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}, en particulier, rg(AB) < rg(A) et donc,

18(AB) = rg(4)
Si bien que,
ker(AB) = ker(A)

Car, Théoréme du rang + si AX = 0 alors BAX = 0 ie, ABX = 0 par commutativité, ie ker(A4) C
ker(AB).

Soit f € L(Im(A)) tel que, f(Y) = BY. L’application ainsi définie est évidemment injective. Or, comme
B est nilpotente, soit p son indice de nilpotence, on a fP = 0. C’est absurde car Im(A4) # {0}.

D’ou le résultat.

Par récurrence immédiate, on a que l’assertion suivante est vraie :

p
Vp e [1,n], Hp : ”rg(H Ap) <n—p”
k=1

Et ainsi, H, donne le résultat.



CHAPITRE 4
SOLUTION DE 2017

Solution 2017.1 :
Celui-la j’avais trouvé un truc peu convaincant et quelqu’un m’avait envoyé une solution. Ducoup ce
n’est pas de moi. Elle est assez astucieuse.

Notons 7 = {M|Tr(M) = 0}. On veut montrer que tout élément de 7 est combinaison linéaire de
matrices nilpotentes.
Pour cela, on va exhiber une base de 7 qui est un sous-espace vectoriel de M,,(R).
On va la construire via la base canonique de M, (R). On pose :

B = (E;j)i<izj<n U (Eii — Enn)i<i<n—1

On a les termes hors-diagonale et les termes intradiagonales enfait.
V(i,j) € [Ln]?, i #j, Te(E;;) =0

Vi € [[1,71 — 1]], TF(EZ‘,Z‘ — En,n) =1—-1=0

Ainsi, B est bien constituée de matrices de trace nulle.

Montrons que, B est bien une base de T.

e La liberté des (E; ;) implique la liberté de B.
Card(Eiyj)#j == n2 —n

Ca‘rd(Ei,i - En,n)ie[[l,nfl]] =n-1
De plus, 7 = Ker(Tr). C’est donc le noyau d’une forme linéaire. Ainsi, 7 est un hyperplan de M, (R)

et donc de dimension n? — 1.

C’est-a-dire que, Card(B) = dim(7)
Ainsi, B est bien une base de 7.

On voit que,

e Maintenant, .Dow, Card(B) =n? —n+n—-1=n%—-1.

: ) 3 . — ..
Maintenant qu’on a cela, posons M; = E; ; — E, .
Comme on sait que les (E; j);»; sont nilpotentes, il ne reste plus qu’a montrer que les M; sont combi-
naisons linéaires de matrices nilpotentes.
C’est assez facile de s’en convaincre :

10



11

0 0
10 0 —1
0 0
Vi € [1,n — 1], M; = diag(0, ...,0,1,0,...,0, —1) = . |+ B - En
0 0
10 -~ 0 —1

On appelle la matrice M et on a : M = M; — E; , + E,; et (M) = 0.
Si bien que,
M@' = Mz, + Ei,n - En,i

Ainsi, M; est bien combinaison linéaire de matrices nilpotentes.
Comme B est une base de 7 , on a bien I'égalité voulue.

Solution 2017.2 :

1) On procéde par récurrence sur n. On pose donc le postulat suivant :
vneN, H,:"A"B— BA" =nA™

Initialisation : C’est évidemment vrai pour n = 0 mais c’est un cas un peu pathologique.
Pour n =1, AB — BA = A par hypothése.
Hy et Hy sont vraies.

Hérédité : Soit n € N, quelconque, tel que A"B — BA™ = nA™. Montrons H,11.
D’aprés Hy,, nA""! =nA"A = (A"B — BA")A = A"BA — BA"1,
Or d’aprés Hy, BA= AB — A.
Dot, nA"T! = A"(AB — A) — BA"H1 = Antlp — Antl _ pAntl
C'est-a-dire, A"'1B — BA"T! = (n + 1)A"T!,

2) Montrons maintenant que A est nilpotente. Pour cela, on raisonne par ’absurde.
C’est-a-dire que I'on suppose que Vn € N, A™ #£ 0.
On se munit d’une norme matricielle sous-multiplicative, par exemple ||.||s. De toute fagon, elles
sont toutes équivalentes en dimension finie.
On a alors, ||A"B — BA"|| = n||A||% par la premiére question.
Or, [|A"B = BA"||sg < [|AB||o + [| BA" s < 2/|B||wc||All2.
Cest-dedive, nl| Al < 2/|Blloll Al 2. (%)
e Si||Alloc =0, alors A = 0. C’est absurde car A # 0 par hypothése.
e Si||Alleo # 0 alors, (*) = n < 2||Bl|«, c’est absurde par 'asymptotique [n — +o0].

Dans tous les cas, on obtient une absurdité.
Ainsi, A est nilpotente.

Solution 2017.3 : Cest du dénombrement. Pas de difficulté.

Solution 2017.} :
Soit K un tel corps et M une telle matrice. Montrons alors que M™ = 0.
Enfait, c’est une réecriture d’'un résultat extrémement classique, un exercice que tous les taupins doivent
savoir faire, qui est le suivant :

M est nilpotente <= Vk € [1,n], Tr(M*) =0
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On va montrer ce résultat et on aura directement la solution de ’exercice.

= Si M est nilpotente, alors pour tout k, M* Pest aussi et 0 est 'unique valeur propre de M* dans C.
Donc, comme la trace est la somme des valeurs propres (c’est un invariant de similitude), on a bien
I'implication.

< Supposons que Vk € [1,n], Tr(M k) = 0. On prend Aq, ..., A, les valeurs propres distinctes complexes
de M. On note oy, ..., ay, les multiplicités respectives de chaque valeur propre.

En considérant toutes les valeurs propres distinctes de M avec leur multiplicité, on couvre tous les
cas, car si toutes les valeurs propres de M sont distinctes, alors on a juste m =n et les a; = 1, et
sinon, m < n avec les multiplicités respectives.
Supposons que toutes ces valeurs propres soient non-nulles.
Alors, on sait que M est semblables & une matrice triangulaire supérieure 1" dans C. Ainsi, pour
tout k, M* est semblable & T* et ses valeurs propres sont les )\f avec les mémes multiplicités.
Ainsi,

1A+ ...+ amAm =0

N a1\ + .+ ap)? =0
Vk e [1,n], Tr(M") =0 < < .

A+ . F oA, =0

On obtient ainsi une matrice de Vandermonde, dans laquelle on ne prend que les puissances de 1 a

)\1 >\m a1 0

ATV AT Qm 0
Comme les valeurs propres sont toutes deux & deux distinctes, la matrice de Vandermonde est
inversible et donc :

Ainsi, la matrice M n’admet que des valeurs propres nulles. Elle est donc semblables & une matrice
strictement triangulaire et donc nilpotente.

On revient donc & notre énoncé de base. La condition fixée sur les trace successives de M* revient
a dire que M est nilpotente. Donc, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, elle est annulée par le
polynéme P = X™".
C’est-a-dire que M™ = 0.

Solution 72201 7.5 :
Posons P =Y " a;X* € K[X]. Alors, P(P(X)) — P(X) = ) _ax(P*(X) — X%).

k=0 k=0
k-1 k—1
Or, a% — bF = (a — b)Y~ a'd" 17!, dlott PH(X) — X* = (P(X) - X) Y P/ (X)X* 17
=0 =0

Ainsi, P(X) — X divise P¥(X) — X* et donc, P(X) — X divise P(P(X)) — P(X).
De plus, on a évidemment que P(X) — X divise P(X) — X.
Ainsi, P(X) — X divise P(P(X)) — P(X) + P(X) — X = P(P(X)) — X.
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Finalement, P(P(X)) — X est divisible par P(X) — X.

Pour aller plus loin, si on note P"* = Po...o P avec n composition. On peut montrer, par récurrence

que P(X) — X divise P*(X) — X.

)
2)

Solution 2017.6 :
Solution 2017.7 :

Solution 2017.8 :
X décrit I'ensemble des points du cercle de centre (0,0) et de rayon r = /3.

Soit (z,7) € Q? tels que 22 + y? = 3.
X2 y?
X24Y2-322=0«= X24Y?2=37% = =3 (X,Y,Z) e 73
X Y
On prend bienstr Z # 0 et on pose z = - ety = =

On peut, quitte a diviser par leur pged, supposer que pged(X,Y, Z) = 1.

Ona, X?+Y?2=322= X2+Y?2=0[3].

D'ou, (X,Y) =(0,0)[3] ou (X,Y) = (£1,F1)[3].

On étudie séparement les deux cas,

Si (X,Y) = (£1,F1)[3], on peut supposer (quitte & échanger), que X = 1[3] et Y = —1[3]. C’est
impossible car —1 n’est pas un carré dans Z/3Z. Sinon, (X,Y) = (0,0)[3], alors, 9/32% = 3|22 = 3|Z
car 3 est un nombre premier. Donc, 3|pged(X,Y, Z), ce qui est exclu.

Dans tous les cas, c’est impossible.

Solution 2017.9 :

On raisonne par double implication,

= Supposons que M est diagonalisable dans K. Alors, en notant A; € K les valeurs propres de M et

D = diag(A1, ..., An), on a :
P € GLy(K) | M = PDP~! = MP = PDPP~! avec DP = diag(\], ..., \h).
Or, comme )\, € K, )\i = A;. D’ou, MP = M.

Supposons que MP = M. Alors le polynéme P = XP — X est annulateur de la matrice M.
Le groupe des inversibles de K étant fini (car K l'est) et monogéne, il est cyclique. Soit w un

générateur de K*.
p—1

Alors, P=XP - X = X(XP' - X)=X H(X — w') : P est scindé a racine simple.
k=0

Donc, M est bien diagonalisable.

Solution 2017.10 :

Solution 2017.11 :

Prenons A\ € C une valeur propre associée au vecteur propre f € E\{0}. Alors, ®(f) = A\f.
Clest-a-dire, f/ +tf =Af < f'+(t =N f =0 (%)

L’ensemble des solutions de cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 est donc un sous-espace
vectoriel de FF de dimension 1. ,

Les solutions sont, pour C' € R, fy(t) = C.e TeM,

Tous les A € C sont donc valeurs propres de ®, I’espace propre associé étant la droite vectorielle de
direction f.
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2) On passe au cas de ® o ®. Soit A € C.

e SiA#0,alors e C* [ A=p?et (X —pu)(X +p) = X2 -\
On s’intéresse a Ker(®2 — \Id).
Comme pged(X — pu, X + p) = 1, par le lemme des noyaux :
Ker(®? — AId) = Ker(® + pld) @ Ker(® — pld).
On en déduit que, si A # 0, A est une valeur propre de ®, et Ey(®?) = Vect{(fy, f-.)|n € C*}.

e Si A=0. Alors,
D) =0 (f' +tf) +t(f +tf) =0 (4.1)
= " frtf +tf +t2f=0
= AP+ 1)f =0

On doit donc résoudre cette équation différentielle linéaire d’ordre 2.

2 2

D’abord, on remarque que, <I>2(f) =0=®(f) e Ker(®) = O(f)=Ce 7 ie, f'+tf =Ce 2.
/ t2 2
ESSM : f’+tf—0:>‘§c— —t=In|f(t)] = 5+C’te:>f(t) =Be =

2
EASM : f(t) = B(t)e™ 2.
2 2 2 2 2
flHtf=Ce T = B(t)e T —B(t)te = + B(t)te" = = Ce™ = = B(t) = Ct

2 2
Ainsi, 0 est valeur propre de ®2 et Eo(®?) = Vect{(t — Tt te_%)}

3) Reésolvons y” + 2zy’ + (22 + 3)y = 0. Cette équation est équivalente & ®?(y) = —2y donc, c’est
équivalent & chercher E_o(®?).
On utilise ce qu’il y a ci-dessus.



CHAPITRE 5
SOLUTION DE 2018

Solution 2018.1 :
Cf. Probléme du berger.

Solution 2018.2 :

1) Prenons une telle suite (uy, )nen et un tel a € C. Posons (v, )pen définie comme suit : vy, = 11 —aty,.
Alors, on voit que, Vn € N, up11 = vy + Quy,.

n
Par récurrence : Vn € Nyup,41 = E akvn_k.
k=0

n n -1 n
Soit € > 0,1 Y aFvn 1| <D 0¥ ||vn—il <D |k [vn—i] + D oF vl
k=0 k=0 k=0 k=l

Avec, | € [1,n] tel que Yk > 1, |a|* < e. Posons, C = sup |v,_x| € R

neN
Alors,
n n
1 — |af C Cle|
k k l l
k| <C =C < < .
kz;’a an k‘— kz:l|a‘ |Oé| 1_‘0[‘ _1—|Oé||a|_1—|()é|

€

Puis, comme v, =400 0, Ve > 0,3IN € N|Vn > N, |v,| < 7

Posons n = N + 1,

=1 -1 -1

Z ’O[kan—k:‘ S Z |/UTL—k:’ S Zi = €.
k=0 k=0 k=0

C
Si bien que, Ve > 0, |up41] < 176

ol +e=¢, c’est-a-dire que 1, —,_100 0.
«

d d

d
2) Soit P = Zkak, alors [P(o)(u)], = Zpkok(u) = ZPkUnJrk (Changement de variable ?)
k=0 k=0 k=0

3) Double-implication.

15
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Solution 2018.3 :
On raisonne par double implication.

Le sens direct est évident. Si on a un groupe fini, comme un sous-groupe doit étre en particulier
inclus dans le groupe, on voit bien qu’on a un nombre fini de facon de former un sous-ensemble du
groupe et donc en particulier de faire un sous-groupe.

Le sens indirect est un peu plus dur. Soit G un groupe dont I’ensemble des sous-groupes est fini.
Alors, Vo € G, 0(x) < 400. En effet, si dy € G | o(y) = +o0 alors < y >= Z qui admet une infinité de
sous-groupes, c’est donc absurde.

On rappelle que si un élément z est d’ordre n, < z >= {1, z,...,2"~!}. Maintenant, on peut écrire G
comme la réunion de ses sous-groupes monogénes, qui sont en nombre fini et qui sont fini car tout
élément de G est d’ordre fini. Ainsi, G est fini comme réunion finie d’ensembles finis.

Solution 2018.4 :
Soit M € M, (C), montrons le résultat suivant :

pgrfooMp =0<=VAeSp(4), A <1
< C’est immédiat car |A\P| = [A|P — 0
= Soit M € M, (C) telle que pEI—Poo MP? = 0. Comme C est algébriquement clos, M est trigonalisable.
Soit m < n, notons Ay, ..., A\, les valeurs propres distinctes de M et aq, ..., a,, leur multiplicité

respective.

Alors d’une part, Tr(MP) Z a; )\p

D’autre part, 'application Tr est continue sur M,,(C) (car linéaire sur cet espace qui est de dimension
finie). Si bien que, lim M? =0= lim Tr(MP?) =0.
p——+o0 p——+o00
m
. . . . p _
Ainsi pEI—Poo Eﬁ a])\j =0.

Pour établir le résultat et ainsi finir la preuve, on va raisonner par récurrence sur m € [1,n].
Pour cela, on pose le prédicat suivant pour tout m € [1,n],

H,, : " Soit ay, ..., ap € C* et Ay, ..., Ay € C deux & deux distinctes.
m

: A\P — . . [l
pgrfooz%)\j =0=Vje[l,m], |\| <1
j=1
Initialisation : Pour m = 1, on a a; A} — 0 avec o # 0. Do, limy, 400 A} = 0, e, |\| < 1.
Hérédité : Supposons que H,,_1 est vraie pour m — 1 < 1 et montrons H,,

m
Soit a, ..., gy € C* et Aq, ..., Ay € C deux & deux distincts, tels que, lim Zaj)\p = 0.
P—+00 “— J

N 1_
D’ou, lim E aj pres

p—)—i—oo

m—1
Maintenant, A, Z ajNf Z aj)\pﬂ (Amam AL, — am AP ) + Z aj(Am — M)A
j=1

7=1
m—1

D'oil, A Za]x’ Z%AZ’“ D aj(Am = M)A = 0.

7=1



17

Si bien que, en posant pour j € [1,m — 1] ; = a;j(A, — Aj) #0, on a :
m—1
: BV
i S o=
j:

D’apres Hp,—1, Vj € [1,m — 1], |A\;] < 1.
Il manque A, pour avoir H,,.

m m—1
Pour cela, on l'isole : lim E ozj)\? = lim E ozj)\§ +apAl, =0.
p——+00 p——+o00
j=1 j=1
D'ou, lim AP, =0 avec a;, # 0.
p—+o00

Par le méme raisonnement que dans 'initialisation, on a |A;,| < 1.

Conclusion : Ym € [1,n], Hp,.

On a donc caractérisé ces matrices.

1)

Solution 2018.5 :

Soit ny,...,ng > 2 des entiers deux a deux distincts. On suppose, sans perte de généralités, que
ces entiers sont ordonnés (quitte a les réordonner). Ainsi, comme Vi € {1,...,k},n; > 2, on a que :
Vie{l,.., k},n;>1+1.

k k+1

1 1 1 1 1 12 &

Ainsi 1——)> l1-—-)=(1-)(1-=)...1-— )= — = —.
mSl’g( ni)_g( =003 - ) = 5331 T v g1

On note ¢ 'indicatrice d’Euler. On note n = p‘f‘l...pz’“ la. décomposition en facteur premier de n,
avec pPi, ..., Pk = 2.

1
Alors, on an > p1..pg > 2k et donc k < n(n)

In(2)

i 1
Maintenant, ¢(n) =n | | (1 — —).
k
. s : 1 n n nln(2)

Si bien que, d’apreés la question 1), ¢(n) = nzl_Il(l - E) > P > llngg; O = n(n) + @)

Solution 2018.6 :

Déja, si u est un automorphisme orthogonal de E ¢a marche.

En effet, pour un tel u, pour tout z € E, il existe y € E tel que y = u(zx). D’ou,

reu(Fye=yeFt«=V2ecE <yz>=0<=Vze E, <u(y) =z,u(z) >=0 = z € u(F)

Donc, pour un automorphisme orthogonal de E, u(F+) = [u(F)]

1

4



CHAPITRE 6

SOLUTIONS DE 2019

Solution 2019.1 :

Je crois qu’il y a une erreur dans I’énoncé de l'exercice. Je vais essayer de voir ca.

)

Solution 2019.2 :

Je pense que ce qu’on nous demande de montrer, c¢’est que pour u,v € L(F), on a :
lrang(u) — rang(v)| < rang(u + v) < rang(u) + rang(v)

C’est un trés grand classique de concours, grand classique de sup aussi.
On a que, Im(u + v) C Im(u) + Im(v). D’ou,

rang(u + v) = dim(Im(u + v)) < dim(Im(u) + Im(v)) < rang(u) + rang(v)

On a donc l'inégalité de droite. On s’attaque a celle de gauche.
On sait que u =u+v —v =u+ v + (—v). Donc, par ce qui précéde,

rang(u) = rang(u + v + (—v)) < rang(u + v) + rang(—v) = rang(u + v) + rang(v)

. C’est-a-dire, d’une part,
rang(u) — rang(v) < rang(u + v)

D’autre part,
rang(v) — rang(u) < rang(u + v)

Si bien que,
[rang(u) — rang(v)| < rang(u + v)

On sait que, u + v est inversible dans E et que wov = 0.

Supposons que dim(E) = n.

D’une part, comme u + v est inversible, rang(u + v) = n.

D’autre part, comme u o v = 0, Im(v) C Ker(u). Si bien que, dim(Im(v)) = rang(v) < dim(Ker(u)).
Ainsi, par le théoréme du rang, n = dim(Ker(u)) + rang(u) > rang(v) + rang(u)

ie, rang(v) + rang(u) < n.

Puis, par I'inégalité de la question précédente, comme rang(u+v) = n, rang(u+v) < rang(u)+rang(v),
donc n < rang(u) + rang(v).

18
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Par double inégalité,
rang(u + v) = n = rang(u) + rang(v)

Solution 2019.3 :(Merci a Benjamin Duquéne pour 'astuce)
Il y a écrit "On pourra s’intéresser 4" dans I’énoncé, mais je ne vais pas le faire. Vous pouvez essayer si
vous voulez, c¢’est intéressant.
A la place, on va direct la résoudre, parce qu’on veut impressionner le jury.
On s’intéresse donc a X2+ X + 1 = A, avec A € M»(C).
On a une équation du second degré, donc normalement on pense directement au discriminant mais la
comme c’est matriciel, on peut se dire que ¢a ne marche pas, ce qui est totalement normal. Surtout
qu’en oral, on a peur de dire n’importe quoi.
Sauf que, avec un peu de justifications, ¢a marche.
En fait, on va se ramener & calculer des racines carrées de matrices, qui est un probléme classique de
réduction des endomorphismes. Le tout va marcher parce que la matrice identité commute avec toutes
les matrices et donc en particulier avec X.

En effet, partant de X2 + X + Iy = A, il vient que X2 + X + (I — A) = 0.
D'ot, A = I? — 4(Iy — A) = 4A — 31, = 6%, ou1 § est une racine carrée de A.
—Io+6 B —Io+6
2, 2
On note que I'on peut trés bien "diviser" par I car cela revient a multiplier par I, V= 1,, de plus I,
commute avec toutes les matrices, donc I’écriture est licite.

Ainsi, on a X =

Maintenant qu’on a vu que tout cela était licite, il faut se poser la question de la forme de §. C’est
la que tout va changer car § pourrait prendre beaucoup plus de "valeurs" que d’habitude.

Alors, en passant & la forme canonique :

, 1 \2 3
X2+ X4+ (L—A) =0 (X+5h) +2h-4=0

Ce qui est encore une écriture justifiée par le fait que I» commute avec toutes les matrices et donc en
particulier avec X.
Si bien que,

1 2
2(x+ 512)] —4A—3L=A
On est donc ramener & résoudre une équation de type C? = B, ou C = 2<X + %I2> et B=4A -3,
C’est normalement dans votre cours de MP, ou alors dans des exercices que vous avez déja fait en

TD.
On sait que les classes de similitudes des matrices de M2(C) sont :

1. Les matrices diagonalisables : <(g g) ,avec o, B € C
2. Les autres, donc pas diagonalisable dans C, ¢a veut dire trigonalisable. Donc c’est des blocs de
Al
Jordan (0 A) avec A € C.

Donc 14, on a toutes nos disjonctions de cas qui nous tombent dessus, toutes prétes.
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Si B et C sont diagonalisables :
Alors, on peut écrire B = Pdiag(ay, 31)P~! et C = Qdiag(ag, 52)Q 7}, ie, C? = Qdiag(a3, 83)Q~".
a?=a
5 =0

1) Si ay = (i, alors B est une matrice scalaire et on peut donc choisir n’importe quelle matrice

Q € GLy(C).

2) Si ay # 1, soit Y un vecteur propre associé a la valeur propre as. Alors, Y est aussi un vecteur
propre associé a la valeur propre alpha;.
Ainsi, B et C sont codiagonalisables. Ainsi, en choisissant la base de diagonalisation de C' comme
base simultanée (quitte a changer @), on obtient que : Q = P.
Donc, C = Pdiag(as, B2)P~L. On fait la méme chose si les coefficients diagonaux sont inversés. On
arrive a 8 solutions possibles.

Quitte & inverser les coefficients diagonaux, on a alors que Maintenant,

Si B est diagonalisable mais pas C :
2
Alors, C =@ <())\ i\) Q. Don, C?=Q <)E] ié) Q'=a=p=)\.
Comme précédemment, on en déduit que B est une matrice scalaire.
Si bien que, si o # 0, alors A # 0. Donc, on est dans une classe de similitude de Jordan, sauf qu’on est
aussi semblable a 'identité (car scalaire) : C’est impossible.
Donc, forcément « = g = A =0.
Donc, C' =Q 8 (1)> Q let B=0.
La matrice C' est d’ailleurs un exemple de matrice non-diagonalisable tel que son carré ’est.

Sini B ni C ne sont diagonalisables :
- w1 —1 _ Al “1 ey (2 — A2XN)
Alors,B-P(O M)P etC-Q(O A\ Q. Dou, C*=Q 0 A2 Q.
1) Sip#0, alors A # 0 car A\? = p.
2
Alors C? ~ QR <AO ;2> R1Q-1.
Or, comme les blocs de Jordan caractérisent les classes similitudes et par égalité C? = B, on a
P =QR.

2) Si =0 alors A =0 et donc C' = 0, aucune solution.

On a terminé avec ce point.

Maintenant, on voit que dans B = 4A — 315, B diagonalisable <= A diagonalisable.
Ducoup, dans les disjonctions de cas, on peut remplacer tous les B par A.

A partir de 14, il ne reste plus qu’a voir les formes possibles de A selon les cas de figures qu’on a vu
avant. (C’est assez simple).

C’est terminé.
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Solution 2019.4 :

1) Montrons donc que ¢ est linéaire.
Pour cela, considérons Py, P, € R,,[X] et A € R. Alors, pour division euclidienne : {Apl = BQu+9(P)
APy = BQ2 + ¢(P»)
avec, @1, Q2 € R[X].
Si bien que, A(P1 + AP2) = B(Q1 + AQ2) + (¢(F1) + Ad(F2)).
Or, on a deg(¢(P1) + Ap(P2)) < deg(B) et la division euclidienne est unique.
Ainsi, ¢(P1) + Ap(Pa) est le reste de la division euclidienne de A(P; + AP,) par B.
C’est-a-dire que ¢(P1 + AP2) = ¢(P1) + Ap(Ps). Donc, ¢ est linéaire.

On peut donc noter que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
De plus, par définition de la division euclidienne, ¢ ne peut pas étre surjectif et n’est donc pas un
isomorphisme.

2) On va étudier les valeurs propres de ¢ ainsi que les espaces propres associés a ces valeurs propres.
On peut dors et déja déduire de la question précédente que A = 0 est une valeur propre de ¢.
Ainsi :

SiA=0:

Notons P un vecteur propre associé. Ainsi, AP = B(@ dans la division euclidienne et donc B|AP.
De plus, par hypothése, on a pged(A, B) = 1, donc par le théoréme de Gauss B|P.
Réciproquement, tout multiple de B dans R, [X] est tel que ¢(P) =0 =0.P.

Si bien que Eo(¢) = Vect{ B, XB, ..., XdsA)-1B}.

SiA#0 :
Notons encore une fois P le vecteur propre associé a la valeur propre A :

G(P) = AP < AP — BQ = \.P < (A— \).P = BQ < B|(A—\).P

De plus B est, par hypothese, scindé a racines simples. Notons a1, ..., ), ses racines.
Posons P(X) = H(X — ;).
J#k
On prend A = A(ag), comme ga toutes les racines de B sont des racines de (A — \) Py et ainsi,
B|(A — \)Pg.
Si bien que Py est un vecteur propre associé a la valeur propre A = A(ay).
Les Py interpolent en quelque sorte les ay.

Solution 2019.5 :
Solution 2019.6 :

Solution 2019.7 :
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)
2)

Solution 2019.8 :

Facile.
Ce que l'on veut démontrer, c’est que si un nombre réel x est rationnel, alors son dévellopement
décimal propre est périodique a partir d’'un certain rang.

Supposons alors que — Z d,107™.

On écrit la division euchdlenne, pour k € N, de 10¥a par b : 10Fa = by, + rj, avec 0 < 1, < b — 1.
Comme {0, ...,b — 1} est un ensemble fini, r; ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors il existe
forcément un [ supérieur a k tel que rp = ry.

o L . 10la  10%a
Ainsi, encore par la formule de la division euclidienne : > Ty qr — qr € N car rp, =1;.

. » , L 10la  10%a . L _
Ainsi, par uncité du dévellopement décimal propre, — et ont les mémes décimales, ie,

b
dn+l = dn—l—k'
Si bien que, a partir du rang k, d,, 1 _x) = d,. D’ou le résultat.

Quelques approfondissements, je vous conseil d’aller voir la preuve de 'unicité du dévellopement
décimal propre d’'un réel. C’est aussi un exercice d’oraux.
Puis, I'implication que I'on vient de prouver est enfait une équivalence :

. a . L . o .
Soit x € R, x = - € Q <= Son dévellopement décimal propre est périodique & partir d’un certain rang.

b
Essayons de voir comment montrer la réciproque.
“+oo
On suppose que, T = Z d, 107" est périodique, de période T', & partir d’un certain rang N.
n=0
+oo N+T(i41)— +oo N+T-1

szle”—i—Z > de—deuZ Z djyri10797 7

i=1 j=N+4Ti

400 N+T—-1 N+T 1
z = Zdnlo_ +> Z ;1079 Tz—Zd 10—”+Z< > dj1o—j>1o—Ti
n= =1 j=N =N
N— N+T-1 ; — ’ N+T-1 A 1
x= nzzodnlo—”+< Z d;10~ J) > (107 = nzzodnlo—mr( > dj10_1>1_10_T

i=1 j=N
Ainsi, on a bien écrit x sous forme de ratio.

Solution 2019.9 :

Pour commencer, on peut remarquer que I’ensemble des racines de 'unité U est compact, et que
I'image d’une fonction continue par un compact est compact. En particulier, f(U) est bornée.
Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe un u € U tel que f(u) ¢ U.

- Si |f(u)| > 1, en considérant la suite (f(u")), on a un prrobléme concernant le caractére borné de
f(U), car f est un morphisme de groupe multiplicatif.

- Si|f(u)] < 1, alors |f(u~!)| > 1 et ce qui aboutit aussi & une contradiction.
Dou, f(U) C U.



2) f est un morphisme de groupes, donc c’est immédiat.

3) On a f(exp (2;—:» = exp <2Z§:W>

L . 20 . 2ikpm
En particulier, ngI—&I-loo f(exp <27>) = nEI_POO exp ( on )
29T 2

Par continuité de f et exp, nli}rfoof<exp (2—”)> = f(ngrfoo exp (2—“)) = f(exp (
D’ot, lim f(exp (%j)) =f(1)=1.

n—-+oo n
2ik 2ik
C’est-a-dire, lim exp( ! nﬁ) =1,ie, lim Won T
n—+00 AL n—+oo 27
Clest-a-dire, ky, = 0p—400(2").

4)
5) Ik EN| f(z) = f(e) =™ = ()" =2

=0.



CHAPITRE 7
SOLUTIONS DE 2020

Solution 2020.1 :

11
On note que x¢ = det(X Iy —C) = (X +1)(X — 3) est scindé a racines simples, c’est donc un polynéme
annulateur de C' d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton.
Ainsi, C est diagonalisable.

La matrice C = <1 4) est-elle diagonalisable ?

A A
Supposons que A soit diagonalisable : 3P € GL,(R) | A= PDP~ L.

Maintenant, soit A € M, (R), on pose B = (A 4A>.

Dot B — PDP ! 4pDP!
oL P =\ppp' PDP)
On va se servir de la réduction de C.
Pour A= —1:
C+1I= (? ;) = 2C] — Cy = 0= Ker(C + I) = Vect(2, —1).
Pour A=3:
C—-31 = <_12 _42> =201 -0Cy=0=2C14+Cy=0= Ker(C’ — 3]2) = VeCt(Q, 1).

- 1
Donc la matrice de passage qui diagonalise C s’écrit P = (2 11> et P71 = 1 (_12 1).

2
Asi B — (2P 2P\ (-D o0\l /pP7t —2P7!
mLE=A-p PJ)0 3p)a\pt 2Pt )
-D 0 .
De plus, < 0 3 D) est diagonale.

p1 —op-1 P —9p\ !
l _ . . . . .
Et, i <F‘1 o p-1 ) = (F 9P ) . Si bien que, B est diagonalisable.

B n’est pas diagonalisable dans le cas général, on veut trouver un contre-exemple. On prend A
strictement triangulaire supérieure avec n = 2 et 1 en haut a droite. Alors, yp = X* et donc B est
nilpotente et différente de 0 donc pas diagonalisable.

24
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Solution 2020.2 :
C’est un théoréme assez difficile & démontrer, surtout en 2 questions. C’est donc un exercice assez
compliqué.
On reprend les notations de 1’énoncé que je rappelle ici. Notons (.|.) le produit scalaire canonique de
R™ et ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.
On prend A € ST (R) et on note A\; > ... >\, ses valeurs propres (répétées selon leur multiplicité).
Par le théoréme spectral, on peut dors et déja dire que A est diagonalisable dans une base orthonormeée.
Ainsi, 3P € O, (R) | A= PDP” | avec D = diag(\1, ..., An).
On note aussi C,...,C;, € M, 1(R) les colonnes de P. La famille (Cy,...,C),) est donc une base
orthonormée de valeurs propres de A.
Notons de plus, pour k € {1,...,n}, Hj, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de M, 1(R) de dimension

k.
1) Soit X un vecteur de My, 1(R) tel que X = (z1, ..., z,) dans la base orthonormée (C1, ..., Cy).
n n n

n
Ainsi, X = inCi et donc AX = Z Xiz;C;. On en déduit que, XTAX = Z Z )\,;xjxiCjTCi.
i=1 i=1 j=11i=1
Les colonnes de P formant une famille orthonormée, C]TCi = 0;j-

n
Si bien que, XTAX = Z )\2:1712
i=1

n
De méme, la base (C1, ..., Cy,) étant orthonormée, X7 X = || X||? = Zx?
i=1
En particulier pour k € {1,...,n}, en prenant X = C, on obtient :

CTACy
T =M
C; Cy
Maintenant, on note Hy, = Vect{C1,...,Ci}. Soit X € Hy, X # 0. Alors, pour i > k, x; = 0.

2) Soit H € Hy.
Alors, dim(H N Vect{Ck, ...,Cp}) =k + (n — k+ 1) — dim(H U Vect{Cy, ...,Cp}) > 1.
Ainsi, pour X € Vect{C},...,Cy}, par le méme raisonnement que la question précédente :

= &= =
XTX Yl T X ’
Vk, dim(Hy) = k, car les colonnes de P sont libres.
De 1a,
. XTAX , XTAX
max 1min = A\

HeHy, xeH\{o} XTX — Xe%,ir\l{o} XTX

Soit H € Hy, soit Xog € H N Vect{Cy, ...,Cy} non-nul (possible car H N Vect{CY,...,Cp} est de
dimension non-nulle).
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_ XTAX<X0TAX0<A
min
xem\foy XTX = XIX, — F

Ceci étant vrai pour tout H dans Hy,

. XTAX
max min ——
HeHy, xeH\{o} XTX — F

Ainsi, par antisymétrie de la relation d’ordre,

XTAx
Vk <n, max min = A\

HeHy, xeH\{o} XTX

Il est & noter que si les valeurs propres sont ordonnées dans ’autre sens, on peut inverser les max et

min.

Solution 2020.3 :



CHAPITRE 8
SOLUTIONS DE 2021

Solution 2021.1 :

Soit B = (E; ;) la base canonique de M,,(C) et f € L(E). On pose M = Matg(f).
Soit ¢ : L(E) — C une forme linéaire telle que ¢(ab) = ¢(ba).
On définit ¢ : M, (C) — C l'analogue de ¢ mais prenant M au lieu de f.
D’aprés le cours, on sait que,

0,817 #k

V(i,j, k1) € [1,n]*, E;;Ep; =
(4,4, k,1) € [1,n] Bk {E“?Sij:k

Ainsi, comme pour tous a,b € L(FE), ¢(ab) = ¢(ba), et que ¢ a les propriétés analogues,

0,sii#j

Vi,j € [1,n], ¢(Eij) = e(Eiibj) = e(E1;Ei1) = { .
©(E1,1), sinon

En posant M = (m; ;) € M,(C), il vient que comme ¢ est linéaire :
(M szm ij) szms@ ka ke(Er1) = o(Er1) x Tr(M)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

Ce qu’il fallait démontrer.

Alors, on peut aller plus loin car c¢’est une équivalence. En effet, la trace est une forme linéaire telle
que Tr(AB) = Tr(BA) (c’est dans le cours et c’est pas dur & montrer mais il y a I’exo 3 qui m’attend
donc je vais pas le faire 1a). Donc, si une application est proportionnelle a la trace alors c¢’est une forme
linéaire et elle est invariante par commutativité de son argument.

Solution 2021.2 :
Exercice trés classique, il faut utiliser une projection sur un sous-espace bien précis puis utiliser le

procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. En fait ¢’est un exercice de produit scalaire caché.
On peut aussi surement passer par une matrice hessienne.
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Solution 2021.3 :( Merci a Rafik Souanef pour 'aide sur la disjonction de cas)

Sachez que si vous tombez sur cet exercice, c¢’est vraiment vraiment pas de bol mdr.

Soit M € GL,,(C) d’ordre fini k € N*. Alors, P = X* — 1 est un polynéme annulateur de M.
Or, dans C, P est scindé a racines simples :

k—1 o
P=TJx- e F)

j=0
Ainsi, M est diagonalisable.
Notons, (A;) ses valeurs propres complexes.
Alors :

n n
(M) =Y Nl < D Al =n
i=0 i=0

Maintenant, on voit que M = I,, = Tr(M) = n.

n n
Réciproquement, si Tr(M) = n alors, Z Ai = n. Clest-a-dire, Z Re(A;) =n, car n € N.
i=0 Jj=0
Or, pour tous j, \j = x; +i.y; et r = w/:c? +y]2. =1.
n n
Si bien que, z;,y; <1 et comme ZRe()\i) = Zazj =n, on a directement z; = 1 et y; = 0 pour
=0 =0
tous j.
Finalement, la seule valeur propre de M est 1 et elle est diagonalisable par ce qui précéde, ie,
M =1I,.
Donc, Tr(M) = I, <= M = I,,.

On sait que SLa(R) est un groupe, et SLo(Z) C SLo(R). On peut montrer que c’est un groupe aussi.
On peut montrer aussi que SLa(Z/pZ) est un groupe.

Ainsi, m, le morphisme de réduction canonique modulo p est un morphisme de groupe, car 'opération
de réduction modulo p est évident compatible & ’addition et la multiplication usuelle.

Pour montrer le résultat demandé, on va raisonner par ’absurde.
Prenon M € Ker(m,) et M # I. Supposons que M soit d’ordre fini.
D’apreés ce qui précéde, elle est diagonalisable et :

_ eXP(Zﬁfﬂ) 0 , -1
JP € GLy(C) | M_P( 0 exp(zlqﬂ) P

n
Or, M € SLa(Z), donc det(M) = 1, donc comme le déterminant est un invariant de similitude,
(2iq7r) ( 2ik7r)
exp(——) = exp(— :
S B ik 2k
Donc, Tr(M) = exp( ! 7T) + exp(— ! 7T) = ZCOS(—W) €ZnN[-2,2].
n

2k 1 1
Encore d’apres la question 1, |[Tr(M)| < n =2 car M # I5. D'on, cos(—ﬂ) € {—5,0, 5}
n

De plus, comme M € Ker(my), on a m,(M) = Iy car I est le neutre du groupe multiplicatif SLy(Z).
Si bien que, Tr(my(M)) = 2, c’est-a-dire que Tr(M) =2 (mod p).
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A partir de 14, on a pas d’autre choix que de faire une disjonction de cas selon que p = 3 ou p > 5.

2k
p>5: Tr(M) = 2008(771-) =2 (mod p > 5).

Cependant, =(—1 =2 (mod p)), =(0 =2 (mod p)) et (1 =2 (mod p))!
Donc, c¢’est impossible.

p =3 : Dans ce cas, pas le choix, il faut passer par la méthode de bourrin, pas trés élégante.
Ensuite, je plaide coupable j’en ai pas chercher une meilleure.

2k 2k 1
Tr(M) = QCOS(—W) = 2 (mod 3) d’ou, cos(—ﬁ) = —— (sinon c’est la méme chose
n n
qu’avant).
Tr(M) = d=-1

Donc, Tr(M) = —1. Notons M = (a b) et donc, (M) =a+

c d det(M) = ad — bc = 1
Si bien que, d = —1—a, donc a?+a+ (bc+1) = 0 (faire les calculs en passant par I’expression

du det).
De plus, a € Z C R donc, c’est une racine réelle du polynéme de degré 2 :
Q=X?+X+ (bc+1).
Donc, Ag =1 —4(bc+ 1) > 0 (parce que @ admet une racine réelle)
Ducoup,

—1+£+/1—4(bc+1)

- €z
“ 2

Cela veut dire qu'il existe z € Z tel que 22 =1 —4(bc+ 1) = 1 — 4bc — 4.

Or, le seul carré dans Z/3Z, c’est 1 (s’en convaincre avec un tableau).

D'ott, 22 =1 (mod 3) = 1 —4bc —4 =1 (mod 3).

b=0 (mod 3) 3|b
=

¢ =0 (mod 3) 3le

1—4bc—4=1 (mod 3) = 1—-4=1 (mod 3). Ce qui est absurde.

Seulement, on a m3(M) = I = { Finalement, 22 = 1 (mod 3) =

Ainsi, dans tous les cas on obtient une absurdité.
Donc,
M e Ker(m,)\{I2} = M est d’ordre infini

Soit G un sous-groupe fini de SLg(Z). Alors, tous les éléments de G sont d’ordre fini.
Par ce qui précede, Ker(ms) = {I2}.

Si bien que, 3 : SLa(Z) — SLa(Z/3Z) est injective.

Cela nous donne 'information suivante :

|G| < |SL2(2/32)]

Reste & déterminer le cardinal de SLa(Z/3Z).

Pour calculer ce cardinal, on doit d’abord calculer celui de GLy(Z/37Z).

Mais bon, on va pas juste le faire pour n = 2 et p = 3, on va le faire dans le cas général, sinon c’est
pas marrant.

La question c’est : Comment est-ce que I'on construit une matrice inversible ?

Soit M € My (Z/pZ), que 'on note M = (My]...|My,) ot les M; sont les colonnes de M.

Alors enfait, une matrice est inversible si et seulement si, ses colonnes ne sont pas combinaison
linéaire des précédentes.
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Formellement :

(M, #0,

M,y € Fg\Vect(Ml),

M e GLn(Z/pZ) < ({ Mj3 € Fg\VeCt(Ml,Mg),

| M,, € F7\Vect(My, ..., My_1)

Maintenant, on a plus qu’a dénombrer parce que Z/pZ est fini.

Pour M; c’est facile comme on prend tous les vecteurs sauf le vecteur nul, on a p™ — 1 possibilités.
Pour My, il y a p™ — p possibilités......

Pour M, il y a p"™ — p"~! possibilités.

Si bien que,
n—1

IGLn(Z/pZ)| = [ (" - P")
k=0

On passe maintenant a SL,,(Z/pZ).
Dans ce groupe, on veut les matrices inversibles mais seulement celles dont le déterminant vaut 1.
Or, det : GL,(Z/pZ) — (Z/pZ)* est un morphisme de groupes (multiplicatif) surjectif.
De plus, Ker(det) = SL,,(Z/pZ) (car ce sont des groupes multiplicatif, donc le neutre c’est 11).
Si bien que,
GLn(Z/pZ)| = |SLn(Z/pZ)|-|(Z/pZ)"]
Autrement dit,

ISLn(Z/pZ)| = W

Finalement,
n—1

SLA(Z/pZ)| = =0
SLu(2/p2)] = =0
14 1 48
Ainsi, pour n =2 et p = 3, |SL2(Z/3Z)| = 3 H(Q —3M = 5(8 X 6) = 5= 24.

k=0
AINSI,

G| < 24

Petite remarque avant de passer a la suite, GL,,(R) par exemple, N’EST PAS un espace vectoriel !
Donc, parler de la dimension de GL,(R) n’a aucun sens. On peut parler de son cardinal, méme si
dans ce cas il est infini. Cependant, comme le corps F), est fini, celui de GL,,(FF,) I'est aussi comme
on I'a vu plus haut.

La il faut reprocéder comme on a fait au dessus mais avec n quelconque.
En effet, en diagonalisant M, on retrouver |Tr(M)| < n et Tr(M) =n (mod p).
En prenant, p > 2n, on a M = I,,.

On peut généraliser la question 2 a n quelconque. Je le ferai peut-étre mais déja si vous faites tout

¢a en 20 minutes, gg.



CHAPITRE 9
SOLUTION DE 2022

Solution 2022.1 :

Soit P € Q[X] et A € C tels que décrit dans I’énoncé.
Alors, d’une part P se factorise en produit de facteurs irréductibles distincts & coefficients rationnels
(donc premiers entre eux) :

m
P=p]]P"
=0

Sans perte de généralités, on peut supposer que A soit une racine de P; (quitte & échanger avec un
autre P;).
Comme P; est irréductible dans Q[X], wp, (A) = 1 et donc wp(A) = ay.

deg(P
Si bien que par hypothése, a; > gl )

Et donc, P; est forcément de degré 1 car sinon deg(P;"") > deg(P), ce qui est absurde.
Donc, comme A est une racine de P; qui est de degré 1 et a coefficients rationnels : A € Q.

Solution 2022.2 :

Soit n € N et E =R, [X].
Le polynome caractéristique d’un endomorphisme u est : x, = det(A.Idg — u).
C’est un exercice important pour comprendre la notion de polynoéme caractéristique plus en profondeur.
En effet, on fait souvent de la réduction sur des matrices donc c’est plus facile de se représenter le
polynéme caractéristique, idem pour le polynéme minimal. Par contre, on en fait presque jamais sur les
endormorphismes, alors que c’est sous-jacent quand on parle de matrices (matrice d’'un endomorphisme
dans une base).
Donc enfait ce qu’il suffit de faire c¢’est retranscrir le tout en terme de matriciel. Ecrire la matrice de
I’endomorphisme dans la bonne base et voila.

Solution 2022.3 :

On rappel que, soit A une partie non-vide d’un ensemble F,

A est convexe = A est étoilée = A est connexe par arcs
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Cette suite d’implication est évidente via la définition intuitive de ce que c’est que d’étre "connexe par
arcs" : on peut toujours relier deux points par un chemin.

Il est évident d’ailleurs que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs. En effet :
GL,(R) = {M € M,(R) ‘ det(M) #0 }

Donc, d'un coté on aurait { M € My, (R) | det(M) > 0 } et de I'autre {M € M,(R) | det(M) <0 }.
En gros, on coupe la droite réelle en deux en enlevant le 0. Il est donc, par exemple, impossible de relier
une matrice de determinant 1 avec une matrice determinant —1 qui sont toutes les deux de part et
d’autre de la "droite" ainsi contruite.

Formellement, ce qu’on peut dire c’est que GL,(R) n’est pas connexe car cest I'union disjointe de 2
ouverts non-vides :

GL,(R) = {M e M, (R) ‘ det(M) >0 } U {M € M,(R) } det(M) <0 }
Ce sont bien des ouverts car ce sont des images réciproques de det qui est continue par des ouverts.

Donc, a ce stade on sait que GL,,(R) n’est pas connexe. Donc, GL,,(R) n’est pas connexe par arcs
car tout espace connexe par arcs est connexe.

Pour identifier les composantes connexes, en prépa je crois qu’on a pas le choix de sortir "I'artillerie
lourde". Je veux dire par la qu'il faut utiliser le fait que les matrices de dilatations (que I’on note D;(a),
matrice diagonale avec des 1 partout et un a a la i-iéme ligne) et les matrices de transvections (que
I'on note T j(a) = I, + aF;;, avec i # j) engendrent GL,(R). Il y a des résultats de topologie qui
permettent d’avoir directement les composantes connexes mais c’est plutdét du programme de L3.
Pour montrer cela, je rappelle que c’est simplement le pivot de Gauss.

VA € GL,(R), 3T1,...,T}, D | A=Ty...T};D
ou les T; sont des matrices de transvections et D est une matrice de dilatation.
On pose GL;, (R) = {M € M, (R) | det(M) <0 } et GL}(R) = {M € M,(R) | det(M) >0 }.

Soit M; € GL,, (R), comme det(AB) = det(A) det(B), pour tout M € GL, (R), M;'M € GL(R).
Donc, GL;, (R) = M;GL (R). La conclusion est immédiate car 'application M + M7 M est continue.

C’est bon d’avoir ce genre de résultats en téte :
1. Les matrices de dilatations et les matrices de transvections engendrent GL,,(K).

2. Les matrices de transvections engendrent SL,, (K).

Solution 2022.) :



CHAPITRE 10
SOLUTION DES EXERCICES

Solution 1 :

Pour la premiére partie, voir ’exercice 2021.3, question 3 :

n—1

GLu(Z/pZ)| = [] " — ")
k=0

n—1

[T -9
k=
|SLn(Z/pZ)| = Opf

Si E est un Fg-espace vectoriel de dimension finie n. Alors, E est isomorphe a Fy et donc de cardinal
q". Donc, en fixant une base de FE, on obtient une bijection entre GL(E) et GL,(Z/qZ).
Dot Iégalité des cardinaux.

Solution 2 : (Lemme d’Hadamard)

Soit A € M,,(C) une matrice a diagonale strictement dominante. Il s’agit alors de prendre un
vecteur x dans Ker(A) et de regarder ||z||co = max |z;].
1€1,n]
Raisonnons par contraposée. Si A n’est pas inversible, alors Ker(A) n’est pas réduit a {0}.
Si bien qu’il existe un vecteur z € Ker(A) non-nul et tel que Az = 0.
Il existe i tel que z;, = ||x||oo. (Définition "d’étre dans le noyau")
On prend donc le produit Az a la ligne i :

n
E ig,jT5 =0
Jj=1

Si bien que,

QigioLip = — § :aiodxj
J#io
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D’on,
"y
| @i o] < Z aio,jij

J#io ‘o

Par définition de i, <l1.

D’ou,

0
|@ig i | < Z ’aio,j|
J#io

Donc, la matrice n’est pas a diagonale strictement dominante.
Par contraposée, si la matrice est & diagonale strictement dominante, elle est inversible.
Solution 3 : (Disques de Gershgdorin)

Posons D; comme dans ’énoncé, le i-ieme disque de Gershgorin.
Prenons A € Sp(A4). Alors A — A\.1I,, ¢ GL,(K).
D’aprés le lemme d’Hadamard,
Jio | |aigip — Al < Ry
C’est-a-dire,
A E Dio

U o

1<i<n

Do,

On peut aussi le faire sans le lemme d’Hadamard, mais c¢a revient a faire la preuve du lemme
d’Hadamard presque.

Solution 3.5 : (Disques de Gershgorin)

n
On veut | det(A H laii| — R;) ie, |det(A)| = {truc} x H lai ;| — R;) avec {truc} > 1.
i=1

Via ce constat, il devient naturel de poser A’ € M,,(C) la matrlce obtenue a partir de A en multipliant,

pour tout ¢, L; par Il est a noter que |a; ;| — R; # 0 par hypothése.

1
il = Ri

Alors, on a | det(A)| = | det(A")| x [ (lai| — Ri).
=1

La question devient alors, est-ce que |det(A’)| > 17 La réponse est évidemment oui.

|(17, z| R;

_ -1
" Jaii - R aig - R

Vi <mn, |aj;| — Z| i j

JFi

Puis,

VYA e Sp(4'), Fi<n | |a’;,i A =A= a’;,i‘ < Z |a;;,j’ = |a’;z‘ -\l < Z |a§,j|
J#i J#i
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Donc,
A = gl = =S Jal|
J#i
Finalement, |A| > ]a;ﬂ- — Z ]a;j‘ -1.
J#
Or, en notant my la multiplicité de lambda dans la polyndéme caractéristique de A’,

[det(A)] = T ™

AESp

D’apreés ce qu’il précéde, toutes les valeurs propres de A’ sont de modules inférieur a 1, ce qui
implique :
|det(A")| > 1

CQFD.
Question supplémentaire : Est-ce que ¢a marche toujours avec A € M,,(R)?

La réponse est oui, on peut enlever les valeur absolue dans ce cas. Pourquoi ¢a marche? C’est un
peu plus complexe que dans les complexes (comme toujous).

C’est essentiellement parce que I’ensemble suivant (presque I’ensemble des matrices réelles a diagonale

dominante)
C ::~{A4'€ /V1n(ﬂg) Vi < n, TnL¢:>-:£:|7nLj|}
J#i

est convexe et donc connexe et que le determinant restreint & cet ensemble est continue et ne s’annule
pas.
Ainsi, 'image Im(det‘c) est un connexe de R, c¢’est-a-dire un intervalle I de R ne contenant pas 0.
Si bien que, cet intervalle I est soit contenu dans R* soit dans R .
Mais, comme I,, € C et que ce déterminant vaut 1, I C R* et donc, comme A € C, det(A4) > 0. On a ce
que ’on voulait.

Solution 4 : (Décomposition de Dunford)
Solution 5 : (Sous-groupes de (R,+))

Solution 6 : (Théoréme de Lagrange)
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